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Résumé — De plus en plus d’applications nécessitent d’éditer la couleur associée aux sommets d’un maillage ou aux points d’un nuage 3D.
Dans ce contexte, nous proposons un filtre régularisant sur graphes dirigés qui repose sur la minimisation d’une fonction composée d’un terme
d’attache aux données, d’un terme de lissage basé sur une norme pTV spatialement variable, et d’un terme de préservation des structures basé sur
I’amplitude du gradient. Les deux derniers termes peuvent étre liés aux formulations du p-Laplacien sur graphes dirigés. Cela permet d’imposer
différentes formes de traitement sur différentes parties du graphe pour une meilleure qualité de lissage.

Abstract — Editing of 3D colored meshes represents a fundamental component of nowadays computer vision and computer graphics appli-
cations. In this paper, we propose a framework based on the p-laplacian on directed graphs for structure-preserving filtering. This relies on a
novel objective function composed of a fitting term, a smoothness term with a spatially-variant pTV norm, and a structure-preserving term. The
last two terms can be related to formulations of the p-Laplacian on directed graphs. This enables to impose different forms of processing onto

different graph areas for better smoothing quality.

1 Introduction

Filtrer des images tout en préservant certaines structures est
une tache importante en édition d’images et en photographie
numérique [13, 3, 7, 11, 12]. Pour éditer une image (lissage,
abstraction, accentuation), elle est généralement décomposée
en une couche contenant les structures principales a préserver
et plusieurs couches faisant apparaitre progressivement des ni-
veaux de détails de moins en moins importants. Les capteurs
3D a faible colit permettent le développement a grande échelle
de la numérisation d’objets 3D. Il est désormais facile d’acquérir
des nuages de points ou des maillages 3D ou chaque point ou
sommet est décrit par sa position 3D et sa couleur RVB. Cepen-
dant, la qualité visuelle des données acquises n’est pas toujours
suffisante, par exemple pour I'impression 3D. De plus, si les
données doivent €tre utilisées dans des applications de réalité
virtuelle ou augmentées, elles doivent souvent étre post-traitées
pour étre visuellement simplifiées. Avec de telles taches, on
s’intéresse au développement de filtres préservant les struc-
tures qui fonctionnent sur la couleur associée a des données
3D, comme cela a été proposé en traitement d’images. Peu
de travaux considerent ce probleme. Certains filtres de ont été
étendus aux maillages ou nuages de points 3D mais la ma-
jorité d’entre-eux se focalisent sur 1’édition des coordonnées
des points 3D pour affiner le maillage. Certains travaux traitent
néanmoins de la couleur associée aux données 3D, par exemple
par masquage flou [2], ou par I'utilisation de filtres morpholo-
giques pour obtenir une décomposition hiérarchique de I’infor-

mation couleur [9].

Dans le cadre du traitement du signal sur graphes dirigés,
nous proposons un filtre régularisant pour traiter la couleur
associée a des données 3D. Il est obtenu en minimisant une
fonction composée de trois termes (Sec. 3) : un terme d’at-
tache aux données, un terme de régularisation et un terme de
préservation des structures. Pour que le filtrage s’adapte locale-
ment aux données a filtrer, le terme de régularisation repose sur
une norme pTV (p variation totale) ou p varie spatialement. Ce
terme peut étre lié aux formulations du p-Laplacien sur graphes
pondérés (Sec. 2), ce qui prolonge nos travaux précédents qui
ne considéraient que les deux premiers termes avec une norme
pTV fixe [1]. Le terme de préservation des structures permet
de préserver I’amplitude du gradient, guidé par un indicateur
de structure. Comme illustré par nos expérimentations (Sec. 4),
ces termes contribuent a I’amélioration de la qualité du lissage.

2 p-Laplaciens sur graphes pondérés

Nous considérons des données composées de n,, éléments,
chacun contenus dans R"¢, e.g., des points 3D ou des couleurs
RVB. Une donnée est représentée par une matrice réelle F =
[fi,c]iENU,ceNC avec N, = {1, . ,nv} et N, = {1, . ,nc},
fi,c codant la composante ¢ du i-¢me élément. Alternative-
ment, le i-eme élément peut étre représenté par un vecteur f; =
[fi,clcen,. Les éléments sont reliés par des arétes pour former
un graphe utilis¢é comme domaine pour traiter F. Puisque les



connexions n’ont généralement pas la méme importance, un
poids est associé a chaque aréte, et le graphe peut étre représenté
par sa matrice d’adjacence sommet-sommet pondérée W =
[wi jlien, . jen,, avec w; ; €]0,+oo[ si les éléments ¢ et j sont
connectés par une aréte de 7 vers j, ou w; ; = 0 siils ne le sont
pas. Les graphes sont supposés étre sans boucle (w;; = 0) et
dirigés (w;_ ; et w; ; peuvent étre différents). Ceci est motivé par
la construction de graphes basés sur les k plus proches voisins,
qui sont connus pour produire des connexions asymétriques en
général, i.e., une aréte de ¢ vers j n’a pas nécessairement son
aréte opposée (de j vers 7). De tels graphes sont généralement
symétriques, i.e., W est remplacé par 3 L(W + W7, avant trai-
tement des données. Bien que cela soit mathemathuement cor-
rect pour la plupart des méthodes basées sur le Laplacien non
normalisée L = diag(W+W7T)1,, ) —(W+WT) [8], ce n’est
pas le cas pour la plupart des opérateurs du second ordre, en
particulier les opérateurs non-linéaires comme les p-Laplaciens
[14, 1]. Ces opérateurs sont les principaux ingrédients des tech-
niques de filtrage basées sur des principes variationnels, mais
peu d’entre-eux ont été considérés pour les graphes dirigés.
Nous avons récemment proposé plusieurs formulations du p-
Laplacien [1]. Nous décrivons le cas non-normalisé utilisé par
le processus de filtrage présenté dans la section suivante.

Le gradient d’une donnée F, sur un graphe pondéré W, peut
se définir par VWVF = (0)VF)en,, avec O}V F = [\ /w; ;(fj.—
fi.c)lien, cen, - Le gradient en un sommet i est donc donné par

VIVF = [/wij(fj.c = fi)ljen, cen. et son amplitude par
Ny
IVVF| = wa Z (Fje = i) = (| D wisllf; — 52
c=1 Jj=1
avec [|f|| = /> .o, f2 et F. € R™ la restriction de F a la

composante ¢, fournit un outil de base pour mesurer la variation
de F en chaque sommet. La régularité de F sur le graphe peut
alors étre mesurée par la variation totale (pTV) définie par :
Moy
w
=D IVIEP M

i=1

IFllpry = [ VYEP |y

ol p € [1,+oo] contrdle le degré de régularité, et [VWVF| =
[[VVF|];en,. Comme pour les graphes non-dirigés, il est fa-
cile de montrer que V||F||,rv = pL, ¢F avec

Lyr = diag(Wp,r + W p)1,,) — (Wor + Wip)  (2)
et Wy p = diag(|[VVF|P"3)W, ie.,

B Ny Wi, 5 Wj; -
= ; (|v}’VF|2p + IV}’VFIH’> (fie = fie)

Il définit le p-Laplacien de F sur W. Le Laplacien L est obtenu
avec p=2, etpour p =1, L; pF définit la courbure moyenne de
F'. Le p-Laplacien est non linéaire, et L,, 7 est symétrique, posi-
tif semi-défini, et peut étre vu comme un Laplacien dépendant
des données. Il peut se réécrire L, p = dlag(Wp Fln,)— Wp F
avec W,LF =W,, F+Wp p» équivalent a un Laplacien dépendant
des données sur un graphe non-dirigé.

[Lp,rFlic

Lanorme pTV et le p-Laplacien dépendent de p. Dans la sec-
tion suivante, une plus grande flexibilité est proposée en adap-
tant p aux données, localement en chaque sommet.

3 Filtrage p-Laplacien adaptatif

3.1 Formulation

La méthode proposée consiste a régulariser une donnée F° €
R™ " en minimisant une fonction E(F, F%) = \yE,4(F, F0)+
AsEs(F,F°) + N\, E.(F), avec E4 un terme de fidélité, E,. un
terme de régularisation, E; un terme guidant la préservation
des structures, et Ag, A5, A € [0, +00][ des constantes fixant la
contribution de chacun des termes. Ce modele a été récemment
proposé pour filtrer des images [S]. Nous considérons ici un
autre terme de régularisation et un autre terme de guidage.

Le terme de fidélité E; permet de fournir une solution proche
de FO. 11 est mesuré par I’erreur quadratique :

E4(F,F%) = ||F — F°|]? 3)

avec ||[F|| = /tr(FTF). Les différences locales (fi . — f7.)
devraient étre nulles, ou faibles, aux sommets inclus dans des
parties devant étre préservées. Ceci est guidé par le terme Fs.
Il mesure une erreur quadratique entre 1’amplitude du gradient

de F et celle de F, sur le méme graphe S = [s; ;i jen, :

Ny

Zaz |VSF|2 -

avec @ = [ajlien,, a; € [0,1] le degré de préservation de
structure, et ny, = n. Z 21 a; un terme de normalisation. Le
terme o se comporte comme un masque qui force plus ou moins
la préservation de I’amplitude du gradient de F°. Pour s’assu-
rer que les structures dans F° soient préservées, il devrait étre
défini a partir d’un indicateur de structure (Sec. 3.3).

Les différences locales impliquées dans les termes F; and
Es devraient étre plus élevées aux sommets représentant des
détails peu importants ou plus généralement des parties devant
gtre lissées. Pour cela, les variations de FO sont réduites en ces
sommets, relativement a une fonction pTV adaptative :

E) =) -

i=1 4"

Ey(F,F%) = IVEFOP)? @)

&)

ol p; € [1,2] fixe le degré de régularité au sommet ¢ et as-
sure la convexité de (5). Intuitivement, il devrait dépendre de
FO et étre inversement proportionnel 2 a, i.e., large aux som-
mets ou les données doivent étre lissées et faible ol les données
doivent étre préservées. Notons que les graphes W and S sont
différents. En pratique, il est plus cohérent et efficace qu’ils
soient structurellement équivalents, i.e., s; ; = 0 < w; ; = 0.

3.2 Processus de filtrage

Pour optimiser E relativement a F (fonction convexe), le
gradient VE(F) = [0E(F)/0fi clien, cen, est considéré, ce



qui revient a résoudre le systeme d’équations VE(F) = 0,
VE(F) =2(F —F°) + A, L, pF + Z AL, pF  (6)
ou L, r et L r sont définis ci-dessous. En effet, il est facile de

montrer que VE,(F) = 2(F — F°) et VE,.(F) = L, pF, avec

RS Wi, Wi _ _
- Z <|v;NF2pi + ‘v}iVFP_pj ) (fz,c - fJ,C)

j=1

[LT,FF]i,c

Contrairement au p-Laplacien (Sect. 2), L, p utilise ici un degré
de régularité p = [p;]icn, en chaque sommet. De méme, le
gradient de E; est donné par VE(F) = iLS,FF avec

Ns

Ny

[LerFlic =Y (aisij +ajs;i) (fie = fie) (D

j=1

eta; = a;(|VSF |2 — |[VFFC)2).

Nous considérons la méthode de Gauss-Jacobi linéarisée pour
calculer une solution au systéme d’équations. Soit F() la solu-
tion a I'itération ¢. En initialisant avec F(9) = FO et g =
|VSEFC|2, 1a méthode itere les étapes :

Vi, hi « |VVF®pi=2

Vi, gi (\V?F“)I2 - g?)
Vi, Yj,  wij 4 g(hiwig + hjw)
Vi, Vj, Sij ,%(918:; +955,i)

v 7 < t
) (t+1) Adfgc + Z;L:l()\rwi,j + /\Ssi,j)fj(,c)
Vi, Ve,  fi. 7+ e — —
’ )\d + Zj:l )\rwi,j + )\sSi,j

jusqu’a convergence ou qu’un nombre d’itérations soit atteint.
Une itération calcule F¢+1) | en chaque sommet, comme la
moyenne pondérée de F(*) dans le voisinage du sommet dans le
graphe W 4 S. Contrairement aux filtres basés sur la pTV sur
graphes non-dirigés [4] et dirigés [1], le parametre p est adapté
aux données en chaque sommet.

3.3 Parametres pour des points 3D colorés

Le filtre proposé dépend de plusieurs parametres : les graphes
W et S, le vecteur p indiquant le degré local de régularité, et le
vecteur o guidant la préservation des structures. Ils dépendent
de la nature des données et de I’effet souhaité. Nous les décrivons
pour des points 3D avec couleurs RVB. Etant donné un en-
semble X = {x;};,—1, ., de n, points x; € R3, et un en-
semble FO € R"*3 de couleurs RVB associées a ces points
(n. = 3), nous supposons qu’un graphe connecté SY a déja
été construit pour connecter les points entre-eux. Lorsque X
échantillonne la surface d’un objet 3D, S® peut étre construit
a partir des arétes du maillage ayant X comme sommets. Mais
n’importe quel graphe peut étre utilisé dés lors qu’il est connecté
et représente suffisamment la géométrie des données.

Les graphes S et W sont construits en connectant chaque
point z; € X a ses k plus proches points voisins contenus

dans un voisinage A'? dans S (sommets atteints depuis z; en
parcourant J arétes), relativement a la mesure de dissimilarité
d(xi,zj) = dpmp(H(®7), H(®])), ot @7 = (@] )i=1, _n,
associe a chaque z; une caractéristique ®] = (f]Q) JENTULi}s
i.e., la couleur des points x; autour de x; dans un voisinage
N7 dans S°. Comme S° n’est pas supposé étre régulier, une
simple norme L, ne peut pas étre utilisée pour les comparer.
La distance dgvp (Earth Mover Distance) [10] entre les histo-
grammes H des caractéristiques dans 1’espace L*a*b* est plus
appropriée. Les connexions retenues sont alors directement uti-
lisées pour construire le graphe S. Ce graphe est non-pondéré,
i.e., s;; = 1six; est parmi les k plus proches voisins de z;,
ou 0 sinon. Le graphe W a la structure de S mais il est pondéré
relativement aux distances entre les caractéristiques par :

devp (H(®7), H(®7))

vy =1 ®
J _max. demp (H(®7), H(®7))
si1=1

si s;,; = 1, et 0 sinon. Remarquons que S et W sont dirigés.
Les deux autres parametres p and « sont définis a partir d’un
indicateur de structure m = [m;];=1,... n,. En chaque point z;,
il représente le degré local de structure dans F°. Ceci est me-
suré par la somme normalisée des distances dans un voisinage
N dans 8t m; = 5557 3 e pre devp (H(OF7H), H(®77H),

1 m; — min; m;
pi:1+71 3, Q= - I ©))
+m; d;(max; m; — min; m;)

avec §; le nombre d’arétes sortant de ¢ dans S (degré sortant).
Cela permet de normaliser le gradient dans F5. Comme discuté
dans la section précédente, p et « (Eq. 9) sont antagonistes, un
pour lisser les données, et I’autre pour préserver les structures.

4 Expérimentations et conclusion

Nous considérons des données acquises par numérisation 3D
+RVB avec un scanner. Le maillage des objets est directement
fourni. Nous I’utilisons pour définir le graphe initial S°. Les
parametres de construction des graphes S et W, et I’indicateur
de structure m, sont fixés a 5 = 5,7 = let p = 2 (taille
des sauts), et le nombre de voisins est fixé a £ = 10. De plus,
Ag = 1073, A\, = 1, A\, = 0.25, et le nombre d’itérations est
fixé a 25.

La figure 1 montre les résultats obtenus pour un maillage
basse résolution (19247 sommets et 38490 faces). La lere ligne
montre le maillage original et ’indicateur m de structure a
préserver. La 2nde montre les résultats classiques obtenus avec
des valeurs fixes de p et sans préservation de structure. Avec
p = 2 (Laplacien), on obtient un fort effet de lissage, alors
qu’avec p = 1 (TV), les différences entre couleurs sont mieux
préservées. Cependant, certains petits détails indésirables sont
également conservés. Faire varier p spatialement permet d’élimi-
ner ces petits détails (3eme ligne). Certaines parties, comme le
collier du canard, restent néanmoins floues. Ce probleme est
finalement réduit par le terme de préservation de structure.



donnée initiale indicateur de structure dans la couleur

p variable et A\; = 0

filtre proposé

FIGURE 1 — Illustration de la méthode.

La figure 2 montre un exemple d’édition de la couleur des
sommets d’un maillage haute résolution (780977 sommets et
1557701 faces). Le filtre proposé permet de supprimer les pe-
tits détails tout en préservant les structures les plus saillantes.
Ceci peut €tre utilisé dans des procédures d’amélioration de la
netteté [6]. La différence entre la couleur initiale et la couleur
filtrée est calculée, augmentée d’un facteur de 0.8, et ajoutée a
la version filtrée. Comme on peut I’observer, le résultat améliore
le contraste local sans perdre les détails importants. Cela montre
I’intérét de notre approche pour des tiches d’édition. Nos fu-
turs travaux étudieront plus finement le modele proposé pour
de telles taches, en particulier les taches d’abstraction.
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