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Résumé — Dans cet article, nous proposons d’abord une formulation asymptotique du théoréme de Karlin-Rubin, qui se base sur la conver-
gence simple d’une suite de vecteurs aléatoires, pour concevoir un test Asymptotiquement Uniformément Plus Puissant (AUPP) dans le cas des
hypotheses composites. Ensuite, nous appliquons cette propriété générale d’optimalité a un probléme de détection ou 1’on teste si 1’énergie d’un
signal projeté sur un sous-espace connu excede une certaine proportion de son énergie totale. Le signal est supposé inconnu déterministe et
observé dans du bruit blanc gaussien additif. Ce genre de problemes de détection peut survenir lorsque le signal suit un modele linéaire et qu’il
est en présence d’interférence difficilement caractérisable. Une autre application ou ce probleme trouverait tout son intérét serait en “machine
learning” ou le but est de décider si les données analysées correspondent a un modele linéaire présumé. Pour ce probleme, il est montré qu’aucun
test Uniformément Plus Puissant (UPP) ni UPP invariant n’existe, ainsi un test AUPP invariant est calculé.

Abstract — We first propose an asymptotic formulation of Karlin-Rubin’s theorem that relies on the weak convergence of a sequence of random
vectors to design Asymptotically Uniformly Most Powerful (AUMP) tests dedicated to composite hypotheses. This general property of optimality
is then applied to the problem of testing whether the energy of a signal projected onto a known subspace exceeds a specified proportion of its total
energy. The signal is assumed unknown deterministic and it is observed in independent and additive white gaussian noise. Such a problem can
arise when the signal to be detected obeys the linear subspace model and when it is corrupted by unknown interference. It can also be relevant in
machine learning applications where one wants to check whether an assumed linear model fits the analyzed data. For this problem, where it is
shown that no Uniformly Most Powerful (UMP) and no UMP invariant tests exist, an AUMP invariant test is derived.

1 Introduction de bruit gaussien, la détection se fait généralement a 1’aide
de détecteurs a sous-espaces adaptés [6]. Cependant, il existe

Dans un probleme de test d’hypotheses, on espere idéalement  de nombreuses applications pour lesquelles ces détecteurs ne
trouver un test statistique qui soit optimal selon un certain critere.  fonctionnent pas, notamment quand il y a beaucoup trop d’in-
Les tests uniformément plus puissants (UPP) sont un exemple.  certitude autour du signal ou du sous-espace d’intérét [7-9] ou
En effet ces tests garantissent une puissance (probabilité de  guand le signal est aussi en présence d’interférences en plus

détection) plus grande que n’importe quel autre test pour un ni- gy bruit gaussien [6, 10, 11]. Dans ces cas 13, le sous-espace
veau donné. Le théoreme de Neyman Pearson fournit I'expres-  interférence est soit connu soit appris 2 travers une base d’ap-
sion du test le plus puissant dans le cas d’hypotheses simples,  prentissage [6]. Toutefois, il est parfois tellement difficile de
tandis que le théoreme de Karlin Rubin s’applique aux hy- caractériser I’interférence ou définir son sous-espace [10, 11]
pothéses composites. Ce dernier stipule qu'un test est UPP s’il - qy’aucun modele paramétrique ne peut étre utilisé. Il est néan-
compare a un seuil une statistique de test scalaire dont le rap-  mojns possible de modéliser par des sous-espaces cones les si-

port de vraisemblance est croissant [1-3]. Cependant, dans le  gpaux incertains résultants d’une inadéquation de modéle ou
cas ou les parametres du probléme sont inconnus, il est difficile de la présence d’interférences inconnues [7,8, 10, 11]. Dans cet
de définir des tests UPP. On restreint alors souvent la classe de article, le cone est défini comme étant la frontiere dans 1’es-
tests a celle des tests invariants. Une certaine optimalité asymp- pace de mesure délimité par I’ensemble des signaux ayant une
totique peut étre aussi visée. proportion 7 de leur énergie totale dans un sous-espace linéaire

Nous proposons une formulation asymptotique du théoréme  ¢onnu. Nous adressons donc le probleéme de tester la présence
de Karlin-Rubin qui se base sur la notion de convergence simple  ’yn signal dans le cone (3(1) ou non (¥y). Le signal est sup-
d’une suite de vecteurs aléatoires et sur le concept d’un test posé inconnu déterministe, observé dans du bruit blanc addi-
Asymptotiquement Uniformément Plus Puissant (AUPP), en  (if gaussien. Les invariances du probléme sont exposées et il
nous inspirant de [2, Def. 13.3.2]. Ces résultats sont ensuite gt montré qu’aucun test Uniformément Plus Puissant Invariant
appliqués a un probleme de détection spécifique; la présence (UPPI) n’existe. Un test se basant sur un maximal invariant

> 1 23 ArA A 2 2 N N .
ou non d’un signal d’intérét dans un sous-espace cone. est présenté et s’avere étre asymptotiquement UPPI selon le
Les sous-espaces linéaires sont souvent utilisés pour modéli-  théoreme de Karlin Rubin proposé.

ser les signaux et les donnés structurées [3-5]. En présence



Notation : Nous nous limitons aux tests non-randomisés. Soit
Y un vecteur aléatoire. Un ensemble B est appelé ensemble
P-continu si P[Y € 9B] = 0, ou OB est la frontiere de B
[12, Ch. 1]. Nous notons ¢y la famille de tests dont la région
critique RY est un ensemble P-continu de vecteurs aléatoires
Y, ie, & = {T:P[Y € OR7] = 0}. La convergence en loi
d’une suite de variables aléatoires (Y;,),cn+ vers une variable

L . £ g
aléatoire Y est notée : Y;, = Y. La convergence en probabilité

estnotée Y, Sy exposant © désigne la transposition d’une
matrice et || - || représente la norme Euclidienne. La distribution
d’une loi du x? non-centrée avec v degres de liberté et £ le
parametre de noncentralitée est notée x2(¢). F(v1, va, l1, Lo, *)
désigne la fonction de densité de probabilité (pdf) d’une loi de
Fisher J doublement non-centrée. La fonction de répartition
correspondante est notée F'(vy, va, £y, la, ).

2 Une formulation asymptotique du
théoreme de Karlin Rubin

Définition 1. Soit (Y,,)nen~ une suite de vecteurs aléatoires
dont la fonction de densité de probabilité est fffn (y) avec 8 €
©. Nous considérons le probléme de détection suivant :
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Un test T est appelé AUPP (Asymptotiquement Uniformément
Plus Puissant) de taille asymptotique o si
lim sup Eg [T(Y )] = a, 2)
n 9eOy
et si YJ' un test vérifiant : lim,, supycg, Eo [T'(Y )] < a,
nous avons, lim,, supycg, (Eg [T (Y )] — Eo [T(Y)]) <0.

L’ optimalité asymptotique considérée ici est inspirée de [2,
Def. 13.3.2] et s’applique aux hypotheses composites.

Proposition 1 (Théoréeme de Karlin Rubin Asymptotique). Soit
Y : Q — RY un vecteur aléatoire absolument continu de fonc-
tion de densité de probabilité f% (y), oit & € © C R, et soit
O1 et O deux sous-ensembles de O tel que : © = Oy U O et
O N ©1 = &. Nous supposons que ff}’ # 0.
Soit : 01
A90,91 (y) = }9,0 (y)
Y (Y)
le rapport de vraisemblance avec 6y € Oq et 01 € O, et tel
que Mgy 9, = hg, 9,0V, avec V : RN — R.

Soit (Y, )nen une suite de vecteurs aléatoires. Si pour tout
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. . L
0o < 01, he, 6, est strictement croissant en'V etY, = Y,
alors le test

_ 1 osiV(y) = A
Ply) = { 0 sinon, @)
avec
Eg, [p(Y)] =Py, [V(Y) =2 A] = o, Q)
est AUPP parmi tous les test appartenant a &y pour tester
Ho:0< 6
{ T, 0 > b ©

Esquisse de preuve. Prop. I est une formulation asymptotique
du théoreme de Karlin Rubin. Par conséquent les mémes étapes
de la démonstration d’origine peuvent étre suivies [3, pp. 124-

125] [2, Ch. 3.4]. Néanmoins, la convergence Xj, A X doit
étre prise en compte et ce grdce au théoréme de Portmanteau
[12, Th. 2.1]. Puisque X est un vecteur aléatoire absolument
continu, R” est un ensemble P-continu, alors lim sup,, Eg [T(X})]
= limg, Eg [T(Xy)] = Eg [T(X)]. De méme, il est possible de
montrer que lim sup,, supyce, Eg [T(Xy)] = supyee, Eg [T(X)].
Ces résulats sont ensuite injectés dans la preuve d’origine pour
démontrer que pour tout test ©' de niveau asymptotique a,
lim supy, supgee, (Eo [¢'(X1)] — Eq [p(X3)]) < 0.

3 Application : Test de présence d’un
signal dans un sous-espace cone

3.1 Enoncé du probleme

Soit z € RY qui désigne un signal déterministe inconnu
observé dans du bruit blanc gaussien w ~ N(0,0%Iy) de va-
riance o2 inconnue. Le vecteur d’observation est :

y=2z-+w. (7)

Le rapport signal a bruit (SNR), défini par v = % est sup-
posé connu pour le moment. Cette hypothese sera relachée dans
la Sec. 3.4. Soit H une matrice N xn qui génére un sous-espace
(H) de rang n avec n < N et Py sa matrice de projection cor-
respondante, i.e., Py = H (H'H) T,

Pour une tolérance donnée 0 < 7 < 1, le sous-espace cone
est défini par Cyy = {a: ERN :p= “Pl"gui,“z > T}.NOUS adres-
sons alors le probleme de tester la présence de z dans le cone
Cy, sachant que nous observons y. Le probleme de test d’hy-
pothese se présente alors comme :

J—CozzgéCH
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Le probleme (8) équivaut a tester si une proportion suffisante
de I’énergie totale du signal se trouve dans le sous-espace (H).
Une telle formulation du probléme peut étre pertinente quand
le signal suit un modele linéaire et qu’ il est altéré par de I’in-
terférence inconnue ¢, i.e., z = uH@p+, ou i est une variable
aléatoire a valeurs dans {0, 1} modélisant I’éventuelle présence
du signal, ¢ € R"™ étant les coordonnées inconnues de ce si-
gnal dans le sous-espace (H). On peut citer certaines appli-
cations [11, 13] ou I’interférence ne peut pas étre représentée
par un seul modele paramétrique. C’est le cas en acoustique
sous-marine ol celle-ci est trés hétérogene et peut provenir
de sources aussi bien anthropiques, biologiques qu’abiotiques.
Les détecteurs ne peuvent alors pas se baser sur des données
d’apprentissage pour apprendre les caractéristiques des signaux
interférents. Dans ces exemples, ¢ n’évolue pas dans un sous-
espace connu [6]. Par conséquent, nous faisons I’hypothese que
¢ est un vecteur dont la majeur partie de 1’énergie se trouve en
dehors du cone Cyg ol réside le signal d’intérét, i.e., | Pu(]]? <
7||¢||?. En supposant que |H¢ + Pwu(||*> > 7|Ho + €2,
(8) est alors équivalent au probleme de détection ou il faut




décider si 4 = 0 ou g = 1. Un modele similaire est utilisé
sur des données réelles dans [11, 13], ce qui démontre la perti-
nence de 1’approche. Notons que dans cet article, et contraire-
ment a d’autres détecteurs de sous-espaces cones comme [7,8],
I’hypothese nulle dans (8) ne se restreint pas seulement a la
présence d’un bruit gaussien mais aussi a de I'interférence in-
connue. Le Probléme (8) peut aussi s’avérer d’un intérét pra-
tique en machine learning pour vérifier si un modele linéaire
présumé correspond avec une certaine précision 7 aux données
analysées.

3.2 Invariances du probleme

Malheureusement aucun test UPP ne peut étre calculé parce
que z n’est pas parfaitement connu. Toutefois, nous pouvons
exploiter les invariances du probleme. Le probléme (8) est in-
variant, et son groupe de transformations est § = {g : g(x) =
k(UaQUY + Ug. RUL . )z}, ob k € R, Q et R sont des
matrices orthogonales respectivement de dimension n X n et
(N —n) x (N — n). Uy est défini tel que Py = Ug U} et
Upgt tel que Pu=1Iy-— UHLUI']-:‘IL‘

Selon [2, Theorem 6.2.1], si un maximal invariant M (x) de
G existe alors tous les tests G-invariants seront fonction de ce
maximal invariant. Pour le probleme (8), M (x) de G est
N-—n |Paz|?

zcRY = M(x) = X
@) = iy~ Paal?

€[0,00)
©)

Si le test UPPI existe, il peut étre obtenu en calculant le rap-
port de vraisemblance de M (x) qui est distribuée selon une
loi F doublement non centrée [14, Ch. 30]. Ainsi le rapport de
vraisemblance est

F(n, N —n, Nyp1, Ny(1 — p1), M(y))
3‘(’”‘7 N — n, N’YpOa N’Y(l - pO)a M(y))

Lu(y) = (10)
ou pg < 7 (resp. p1 > T) désigne le pourcentage d’énergie de

z dans (H) sous I’hypothése Hy (resp. Hy). Puisqu’il s’agit

d’hypotheses composites, un test UPPI peut parfois étre trouvé

en invoquant le théoreme de Karlin Rubin. Hélas, L (y) n’est

pas une fonction croissante de M (y) pour chaque paire (p; >

00, Po) et pour n’importe quel jeu de parametres (n, N, ). C’est
pourquoi le test UPPI n’existe pas toujours. Cependant, pour

une grande valeur de N, nous démontrons dans ce qui suit

qu’un test asymptotiquement UPPI existe.

3.3 Test asymptotiquement UPPI
Pour a € (0, 1), soit le test T4 défini pour tout = € RY, tel

que [ 1siM(x) > Aa
Ta(@) = { 0 sinon, an
avec A4 tel que
F(n,N —n,Nyr,Ny(1—=71),Aa)=1—a. (12)

La fonction de puissance du test T4 vérifie P[T4(z + w) =

1] = 1=F(n, N=n, Nyp, Ny(1=p), Aa) ot p = |[Prez]|?/]} 22

Proposition 2. T4 est AUPP de taille o parmi les tests G-
invariants pour le probleme (8).

Preuve. M(y) = (N —n)Z1/(nZs), ot Z1 ~ x%2(N~p) et
Zy ~ X?N—n)(N’Y(l — p)). Pourn fixé et N — 00, Zy /(N —

n) L1 En appliquant le théoreme de Slutsky pour N — oo

nous obtenons M (y) 57 /n. Puisque le rapport de vraisem-
blance d’une variable aléatoire suivant une loi du Chi2 non
centrée est connu pour étre croissant [15, pp. 469], Prop. 1
s’applique avec ©y = [0, 7] et ©1 = (7, 1]. D’ou le résultat.
Pour la démonstration compléte voir annexe A et B de [16].

Curieusement, la statistique du maximal invariant M (y) est
la méme que celle utilisée dans d’autres problemes de détection
comme [6, Ch. 4.12] et [10, App. A]. Il est important de noter
que le test, lui, est différent étant donné la fonction de puissance
et les propriétés d’optimalité qui sont liées au probleme.

3.4 SNR inconnu

La valeur du SNR ~ est nécessaire dans (12) pour calculer le
seuil A 4 afin de satisfaire la contrainte de taille . En pratique,
7 est rarement connu avec précision et donc T 4 ne peut &tre
appliqué rigoureusement. Toutefois, T4 peut fournir des pistes
pour concevoir des tests ad hoc efficaces quand aucun test opti-
mal n’est concevable. Un test robuste T par exemple peut étre

utilisé ot M (y) est comparé a un nouveau seuil Ap tel que
sup F(n,N —n,Nyr,Ny(1 —7),Ag) =1—«a, (13)
YES

ou, (i) 8 = R quand + est inconnu, (ii) 8 = [Ymin, Ymax] quand

il est possible de déterminer I’intervalle dans lequel le SNR
évolue, ou (iii) 8 = {~o}. D autres approches sont envisa-
geables quand de I’information a priori est disponible a propos
de la distribution du SNR, comme 1’approche bayesienne.

4 Simulations numériques

Les figures issues des simulations illustrent les résultats théo-
riques de la Sec. 3. Nous comparons trois tests : le test AUPPI
T4, le test Tp 2 SNR borné ot 8 = [Yimin, Ymax)» €t le test UPPI
qui compare le rapport de vraisemblance (10) a un seuil de telle
sorte a garantir une certaine taille . Ce dernier n’est pas cal-
culable quand pg et p; sont inconnus et est donc utilisé comme
une borne de performance. Pour toutes les simulations, n est
fixé a5, etlatolérance 7 2 0.25. Le pourcentage d’énergie du si-
gnal z dans le sous-espace (H) sous H; est égale a p; = 0.75.
En ce qui concerne la borne UPPI, pg est égal a la tolérance 7.

Fig. 1 affiche la probabilité de détection en fonction du SNR
pour trois valeurs de N, avec o = 1072, 8 = [y — 3,y + 3] dB.
Pour le jeu de parametres considérés, I’écart de performance
entre le test AUPPI T4 et la borne UPPI est négligeable peu
importe la valeur de IV, preuve que le caractere asymptotique-
ment optimal du test T4 survient des les plus petites valeurs de
N. La baisse de performance, en raison du SNR inconnu est le
résultat de la tendance pessimiste et prudente du test T .

Fig. 2 montre la baisse de performance liée a la largeur de 8.
La probabilité de détection est représentée en fonction de la lar-
geur de I’intervalle ol le SNR évolue A, définiendB : A, =
Y — Ymin = Ymax — 7. Sans surprise, 1’élargissement de 1’in-
tervalle d’incertitude sur le SNR entraine des pertes de perfor-
mance, plus particulierement pour de grandes valeurs de taille



0.8}
=
e
3 osl
D
R
o
© 0.4}
-]
e
o
02 R IRTT-T-Y
7 | ——AUPPI
someets ‘ ——-SNR borné
—%O -10 0 10

SNR (dB)

FIGURE 1 — Probabilité de détection en fonction du SNR,
n=2>5a=001,7=025p =71,p = 0758 =
[y —3,~v+ 3] dB.

a. Nous remarquons toutefois qu’aucune perte supplémentaire
de performance ne surgit pour un écart A, supérieur a 6 dB. Ce
genre de figure peut étre appréciée par les ingénieurs désireux
de savoir a quel point il serait utile d’investir dans un estimateur
précis de SNR, avant d’effectuer la détection.

5 Conclusions

La formulation du théoréme de Karlin Rubin asymptotique
concernant les hypotheses composites indique qu’en compa-
rant une statistique de test scalaire a un seuil, nous obtenons
un test qui est AUPP si cette statistique converge en distri-
bution vers une variable aléatoire dont le rapport de vraisem-
blance est croissant. Ce théoreme a été appliqué dans le cadre
d’un probleme de détection de sous-espace cone pour calculer
un test qui soit AUPP invariant puisque le test UPP (invariant)
n’existe pas. Pour un SNR connu, les simulations montrent que
le test AUPPI se rapproche de la borne de performance UPPIL.
Pour un SNR inconnu, un test robuste est calculé a partir du
test AUPPI et présente des pertes de performances limitées par
rapport a la borne UPPI.
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