Régime asymptotique des statistiques de test de circularité
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Résumé — Dans le cas Gaussien, tester la circularité d’un vecteur aléatoire complexe revient a identifier une structure de corrélation spécifique
entre la partie réelle et la partie imaginaire. Dans cet article, nous nous intéressons a définir un test invariant par transformation linéaire, ce qui
revient a construire un tel test a I’aide des valeurs propres de la matrice de corrélation empirique des observations. Nous donnons la distribution
des valeurs propres ainsi que de la valeur propre maximale dans le régime asymptotique ou la taille des vecteurs et la taille de 1’échantillon
tendent vers ’'infini pendant que leur rapport reste commensurable. Enfin, nous comparons dans ce régime asymptotique le test de Roy, qui
repose sur la statistique de la plus grande valeur propre, avec le GLRT sur des simulations.

Abstract — In the Gaussian case, testing the circularity of a complex random vector is like identifying a specific correlation structure between
the real and the imaginary part. In this article, we are interested in defining an invariant test by linear transformation, which is the same as
constructing such a test using the eigenvalues of the empirical correlation matrix of observations. We give the distribution of eigenvalues as well
as the largest eigenvalue in the asymptotic regime where the size of the vectors and the sample size tend towards infinity while their ratio remains
commensurable. Finally, we compare in this asymptotic regime Roy’s test, which is based on the statistics of the largest eigenvalue, with GLRT
on simulations.

1 Circularité abordés dans la littérature en traitement du signal [6, 7, 4]. Des
travaux antérieurs [8] ont considéré ce probléme en proposant
Nous considérons des signaux al€atoires discrets etcentrés, @ un test statistique pour inférer de la structure complexe dans un

valeurs complexes, représentés par des vecteurs /N -dimension- modele réel bivarié (c.a.d. 1a condition (2) dans une matrice de
nelsie.z =u+iv € CV, oiu € RN est la partie réelle covariance de type (1)).
de zet v € RV sa partie imaginaire. La représentation réelle Nous proposons donc de nous intéresser au test binaire (a
de z € CV est le vecteur réel x = [u”,v7]T € R*. La P ordre 2) suivant :
propriété de circularité traduit I’invariance de la distribution de ) o o

N . . . d Hy : zestcirculaire si (2) est vérifié
z € C" : on dit que z est circulaire si z = e*"z pour tout ) . 3)
6 [1, 2, 3]. Dans le cas des signaux Gaussiens, la circularité Hiy: zestnon-circulaire sinon

est appelée properness dans la littérature [4]. Nous considérons Dans la suite, nous considérons ce test de circularité dans le

le cas Gaussien ici, et les statistiques d’ordre 2 d’un vecteur  cas oil nous avons 2 disposition un échantillon de taille M, noté
N . . M T
z € C" sont alors contenues dans la matrice de covariance  x _ {xm}M_,, avee x,, = [uZ, vI]" € R2N des vecteurs

réelle C € R2V*2N de x donnée par : mr Ym
celle € x donnee par : réels 2/N-dimensionnels i.i.d. Gaussiens, centrés et de matrice

C— Cuu Cuv W de covariance C. |

" \Cyu Cuv Les résultats des tests proposés dans [4, 8, 6, 7] considérent

5 NxN T . . principalement deux cas de figure : soit NV et M sont fixés,
ou Cap € R - E[ab ] est la matrice de covariance soit la dimension NN est fixée et le nombre d’échantillons M

croisée entre les vecteurs réels a et b, et telle que Cap = tend vers 1’infini (dans ce deuxiéme cas, les auteurs de [7] re-

T 9 . z 7z .
Cpar 'On not.e. S I'ensemble d'es matrices réelles Symeétriques ., vent dailleurs le résultat connu de [11]). Nous nous inté-
Définies Positives (SDP) de taille 2N x 2N, etdonc C € S. ressons dans ce qui suit au cas de figure oit N, M — 0o avec

On dit qu’un vecteur Gaussien complexe z est circulaire a5 r /N = v € [2,+00).
I’ordre 2 (ou proper) si : ’

Cuu=Cyw et CI =_-Cu 2 . . . .
© @ 2 Statistiques invariantes

Dans le cas ou la condition (2) n’est pas vérifiée, le vecteur
z est dit non-circulaire (ou improper). La conception et I’étude L’objectif est de construire un test de circularité qui ne dé-
de tests statistiques de circularité sont des problemes largement ~ pende pas de la représentation des vecteurs z, i.e. invariant par



toute transformation linéaire qui préserve la structure de circu-
larité (2).

Comme expliqué dans [8], toute matrice SPD de S peut étre
décomposée en la somme C = C+ C, avec C € G, ie l'en-
semble des matrices réelles 2NV x 2N isomorphes aux matrices
complexes inversibles de GL n(C). Les expressions de CetC
sont [8] :

: C -G 2 G G

o-(& &) ae- (8 &) o
avec C; = %(Cuu + Cyv), Cy, = %(Cuv — Cyu) et C, =
%(Cuu — Cyuv)s Gy, = %(Cuv + Cyu). Le lemme suivant
permet de définir les statistiques invariantes pour le test de cir-
cularité.

Lemme 2.1. Toute matrice SPD C € S peut étre décomposée
comme :

_ Iy + Dy 0 T
C_G< 0 IN—DA)G’

avec G € G, Iy la matrice identité de taille N x N et D) =
diag(A1, ..., AN ) une matrice diagonale de taille N x N. Les
éléments de la diagonale de Dy, notés \; pour 1 < i < N, sont
les valeurs propres non-négatives de la matrice réelle symé-
trique de taille 2N x 2N suivante :

I'(C)=C:CC .

Les valeurs propres \; satisfont les propriétés suivantes : 1)
Ai et =)\, pour 1 < i < N, forment I’ensemble des valeurs
propres de le matrice T'(C) de taille 2N x 2N, et 2) \; €

[0, 1] avec, par convention, I’ordonnancement 1 > \y > ... >
An > 0.
Démonstration. Voir [8, lemme 5.1 et 5.2]. O

Le lemme 2.1 montre que toute paramétrisation de C in-
variante par action de G dépend uniquement des N valeurs
propres positives 1 > A\; > ... > Ay > 0. Ces valeurs propres
sont appelées paramétres invariants maximaux dans [9]. Le test
(3) devient alors :

H()I
Hli

Afin de définir un test de circularité sur un échantillon X =
{xm}%:l, tel que x,,, = [uﬂ, VZ;J , nous nous intéressons
donc a la statistique suffisante que constitue la matrice de co-

. .. S S
variance empirique S = | " "V ) € RZV¥2N avec :
Svu SVV

Ai=0,pourl <i<N,

. %)
A >0, pourl <¢<N.

1 M
Sab =77 > amby, e RV

m=1

la matrice réelle de covariance empirique des vecteurs réels
{am}%:1 et {bm}%zl. On suppose ici que M > 2N, ainsi
S € S. Afin de proposer un test invariant par action du groupe
linéaire G, il doit étre basé sur les NV valeurs propres positives

de T'(S) = S—3SS~3, dénotées I;, 1 < i < N. Le lemme
2.1 nous assure que ces estimées des vraies valeurs propres \;
vérifient la propriété suivante : 1 > 1y > ... > Iy > 0.

D’apres (5), les valeurs propres A; sont nulles sous 1’hy-
potheése Hy, et non-négatives sinon. La distribution des /; doit
donc étre stochastiquement plus grande sous H; que sous Hy.
Afin de construire des procédures de tests statistiques pour décider
de la circularité des vecteurs observés, il est maintenant nécessaire
de caractériser la loi sous H des valeurs propres.

3 Distribution des valeurs propres

Soit By (3n1, 3n2) la distribution beta matricielle de taille
N x N de parametres ny et no comme donnée dans [10, defi-
nition 3.3.2, p. 110]. Par analogie avec I’analyse canonique des
corrélations, les carrés des valeurs propres empiriques r,, = [2,
pour n = 1,..., N, sont dorénavant appelés les corrélations
canonique empiriques.

Proposition 3.1. Sous I’hypothése Hy, le vecteur (r1,...,7nN)
des corrélations canonique empiriques r,, = 12 suit la dis-
tribution des valeurs propres d’une variable matricielle beta
BN(%nl, %ng) de paramétres ny = N +1etny = M — N.
De plus, la ddp jointe des (1, . ..,7N) est donnée par :

N N
p(ri,...,TN) X H(l — rn)(M_QN_l)/Q H (re — rn),

n=1 k<n
(6)
avecl>ri1 > ...>ry > 0.
Démonstration. Voir [5, Proposition 2.1.1.] O

Bien que, sous Hy, la loi jointe des corrélations canoniques
empiriques (ry,...,ry) soit donnée en (6), il reste difficile
d’obtenir une expression analytique explicite des lois margi-
nales. Il est cependant possible de caractériser la loi marginale
asymptotique des ces variables en grande dimension, i.e.
lorsque la dimension /N est commensurable par rapport au nom-
bre d’échantillons M.

Théoreme 3.1. On considére le régime asymptotique M, N —
oo ot le rapport M/N — ~ € [2,+00) est fini. Sous Hy, la
distribution empirique des corrélations canoniques (i.e. les va-
leurs propres au carré de T'(S)) converge vers la loi dont la
ddp est :

10)= VA -0 -2 @)

sur le supportr € (0,¢), o c = % € (0,1].
Démonstration. Soient A et B deux matrices de R > indépen-
dantes et distribuées respectivement selon des lois de Wishart
Wi (n1,X) et Wy (nz2, ). On considére le régime asympto-
tique o N,ny,my — +oo0 avec N/ny — d € (0,1] et
N/ny — d € (0,1). La loi empirique des valeurs propres



de %AB_1 ne dépend pas de 3 et converge d’apres [14] vers
la distribution de ddp

_(1=d)y(x—a)b—x)
fz) = 2rx(xd 4+ d') ’ ®)
2
sur le support x € [a,b], ol a = (1_ 1—1(1_;51)(1—11)) ot

b <1+\/m

- =y

D’apres [10, Thm 3.3.1, p. 109], les valeurs propres de la ma-
trice A(A + B)~! suivent la méme loi que les valeurs propres
d’une matrice de loi B N(%nl, %nz) De plus chaque valeur
propre 7; de A(A + B)~! se déduit de chaque valeur propre
x; de la matrice %AB_1 par la relation r; = djr%",;i. Le conti-
nuous mapping theorem assure que la loi asymptotique des va-
leurs propres d’une telle matrice beta se déduit directement de
(8) selon le changement de variable précédent.

Enfin, selon la proposition 3.1, les parametres de loi beta
matricielle pour notre probleme sontn; = N+1etny = M —
N. Et d’apres les hypothéses, il vient que N/ny — d = 1 et

N/ng —d = ﬁ, ce qui permet de retrouver le résultat. [

Il est intéressant de remarquer d’apres le théoreme précédent
que la masse des coefficients de corrélation canoniques empi-
riques se concentre sur un support plus étroit que I’intervalle
[0, 1], i.e. tronqué a droite, dés lors que v > 2.

4 'Test de Roy en grande dimension

Le test de Roy est classique en analyse multivariée afin de
détecter 1’hypothese alternative H; ou au moins une des va-
leurs propres est non nulle. Il repose sur la statistique de la plus
grande valeur propre [11, p. 84], ou, de maniere équivalente
pour notre probléme, sur le plus grand coefficient de corrélation
canonique r; = [2. Il consiste a rejeter Hy dés lors que ry > 1,
ou le seuil 7, doit étre calibré en fonction de la loi de r; sous
Hy et du niveau de contrdle « (probabilité de fausse alarme)
souhaité.

Théoreme 4.1. On considére le régime asymptotique M, N —
oo oit le rapport M/N — ~ € [2,400) est fini. Soit W =
log (r1/(1 — r1)) la transformée du plus grand coefficient de
corrélation canonique r1 par la fonction logit. Sous Hy, la
loi asymptotique de W, apres une standardisation appropriée,
converge vers une loi de Tracy-Widom d’ordre 1 notée TW :

—EoTw,, 9)

ou
— o+
u—?logtan( 5 ),

. 16 1

T M2 sin%(¢+ ¢)singsing’
1) = arccos (W),
¢ = arccos (M=2N=1),

Démonstration. Ce résultat découle directement de la loi asymp-
totique de la plus grande valeur propre d’une loi By (%nl , %ng)
obtenue dans [15] et de la proposition 3.1. O

La variable W se déduisant d’une transformation monotone
croissante de r1, le test de Roy est équivalent a seuiller W
et le théoreme 4.1 permet ainsi de calibrer le test. Il faut no-
ter que [16] propose une procédure pour évaluer la loi exacte
(non asymptotique) de WW. Néanmoins la simple approximation
par la loi asymptotique 7 WW; s’avere en pratique suffisamment
précise pour la plupart des cas des lors que la dimension est as-
sez grande (pex N > 10). Enfin, méme si la loi 7W; n’admet
pas d’expression analytique explicite, elle peut &tre approchée
précisément par une loi gamma décalée [17].

5 Simulations

Dans le but d’apprécier la qualité des approximations obte-
nues dans le régime asymptotique, les histogrammes des corré-
lations canoniques, et de la plus grande corrélation canonique
r1, sont représentés Fig. 1 et comparés aux lois asymptotiques.
On peut ici constater visuellement que ces approximations sont
déja précises pour M = 200 échantillons, méme dans le cas le
plus extréme de grande dimension ol v = 2.5 (i.e. N = 80).
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FIGURE 1 — Gauche : histogramme des corrélations canoniques
empiriques, barres bleues, et loi asymptotique (Thm 3.1), trait
plein rouge. Droite : histogramme de (W — 1) /o, barres bleues,
et loi asymptotique (Thm 4.1), trait plein rouge. M = 200
échantillons, haut : v = 2.5, milieu : v = 5, bas : v = 10.

Afin d’étudier la puissance du test de Roy pour rejeter 1’hy-



pothese Hy de properness, nous simulons chaque composante
Um,n €LV n, pourn = 1,..., N, de chaque vecteur u,,, vy, €
R¥ des parties respectivement réelles et imaginaires, pour m =
1,..., M, selon le modele :

a/Nw,y,,
a/Nwy,,

Um,n = €Em,n +

)

Um,n = Mm,n +

ou les variables €, 1., Tpm,n €t Wy, sont ii.d, centrées et de va-
riance unité, et ¢ > 0. Les vecteurs des parties réelles et ima-
ginaires partagent ainsi une contribution commune de rang 1.
Ceci assure la parcimonie du spectre de la vraie matrice I'(C)
pour laquelle la seule valeur propre non nulle a pour expres-
sion \; = 1{. Finalement ce test est comparé au test du
GLRT dont les lois exactes et approchées en grande dimension
sont caractérisées dans [5]. Les résultats présentés sur la figure
2 montrent que pour de “faibles” corrélations, les deux tests
sont en général trés peu puissants méme si le test du GLRT
est parfois légérement plus puissant. Dans ce cas, I’estima-
teur de la corrélation canonique A\? est noyé dans la masse des
corrélations canoniques empiriques et ne peut pas étre détecté
correctement. Néanmoins, des lors que cet estimateur sort de la
masse, ce qui dépend du rapport v, le test de Roy devient alors
trés puissant (puissance qui tend tres rapidement vers 1).
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FIGURE 2 — Puissances (empiriques) du test de Roy, trait
continu, et du GLRT, trait mixte, en fonction de la corrélation
canonique théorique A7 et pour différentes valeurs de v (M =
500 échantillons, valeur nominale de probabilité de fausse
alarme o = 0.01).
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