Frank-Wolfe pour la reconstruction parcimonieuse
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Résumé — Nous nous intéressons ici aux propriétés de 1’algorithme de Frank-Wolfe pour le probléme de reconstruction de signaux parcimo-
nieux, appelé le probleme m-EXACT-SPARSE. Nous démontrons que lorsque le dictionnaire est quasi-incohérent, a chaque itération, 1’algorithme
de Frank-Wolfe sélectionne uniquement un atome du support. Nous démontrons aussi que sous cette méme condition, il existe une itération a

partir de laquelle I’algorithme converge exponentiellement.

Abstract — We study the properties of the Frank-Wolfe algorithm to solve the m-EXACT-SPARSE problem. We prove that when the dictionary
is quasi-incoherent, then the iterative process implemented by the Frank-Wolfe algorithm only recruits atoms from the support of the signal. We
also prove that when the dictionary is quasi-incoherent, there exists an iteration beyond which the algorithm converges exponentially.

1 Introduction

1.1 Le probléme m-EXACT-SPARSE

Un signal y € R? est dit m-parcimonieux dans un diction-
naire ® € R4*" g’il s’écrit comme une combinaison linéaire
d’au plus m atomes (colonnes) de ®. Dans tout ce qui suit,
nous noterons par ® = [p; - - - ,,] € R¥™ la matrice dont les
colonnes sont les n atomes @1, ..., @, € RY, tel que ||p;|l2 =
1,Vi. Le support A d’un signal y m-parcimonieux, est le plus
petit ensemble {1,...,n} de taille m tel que y est une combi-
naison linéaire des atomes indexés par A (nous donnerons en
section 3 les conditions nécessaires pour que le support soit
unique). Pour un signal y m-parcimonieux et un dictionnaire
®, le probleme m-EXACT-SPARSE est le suivant :

trouver x s.c. y = Pz et ||z]lp < m,

oll ||.]Jo compte le nombre d’entrées non nulles de son argu-
ment. Comme ¥ est une combinaison d’au plus m atomes de
®, il existe une solution au probléeme :

argmin |y — ®z[|3 s.c. ||z]lo < m, (1)
TER™

qui est une solution de m-EXACT-SPARSE.

1.2 Etatde I’art

Le probleéme m-EXACT-SPARSE est NP-dur [5]. La question
que nous pouvons donc nous poser est : sous quelles conditions
ce probleme devient faisable? Au cours des trente dernieres
années, plusieurs algorithmes ont été proposés pour répondre
a cette question, parmi eux les algorithmes gloutons Matching

Pursuit (MP) et Orthogonal Matching Pursuit (OMP) [2]. Une
autre maniere d’attaquer ce probleme est de le relaxer, par exem-
ple en remplagant la quasi-norme [y par la norme /; (LASSO [6],
Basis Pursuit [7]). Ceci donne lieu a un probléme convexe, pour
lequel un certain nombre de méthodes peuvent &tre utilisées.
Ici, nous considérons la relaxation suivante :

argmin ||y — ®z|3 s.c. ||lz]ly < B )
zER™

et utilisons 1’ Algorithme de Frank-Wolfe pour la résoudre.

Afin de motiver un peu plus nos travaux, revenons au pro-
bleme m-EXACT-SPARSE. Les algorithmes MP et OMP [2] ont
été largement utilisés et étudiés pour la résolution de ce pro-
bleme. Tropp [2], Gribonval et Vandergheynst [3] ont démontré
que lorsque le dictionnaire est quasi-incohérent (par exemple
proche d’une base orthonormée), alors a chaque itération MP et
OMP sélectionnent un atome du support. Ils ont aussi démontré
que ces deux algorithmes convergent exponentiellement vite.

D’un autre c6té, 1’algorithme de Frank-Wolfe [1] est un al-
gorithme d’optimisation convexe, qui converge exponentielle-
ment vite lorsque la fonction objectif est fortement convexe [4],
et linéairement dans les autres cas. Dans ce travail, nous €étu-
dions les propriétés de reconstruction et de convergence de I’al-
gorithme de Frank-Wolfe pour la résolution du Probleme (2).
Notons que comme les colonnes de ¢ peuvent étre linéairement
dépendantes, la fonction objectif considérée dans (2) n’est pas
fortement convexe.



1.3 Principaux résultats

Nos résultats dépendent d’une quantité fondamentale asso-
ciée a un dictionnaire ® = [y - - - ], sa fonction de Babel :
pa(m) = max max»  [{pi, ¢5)-
[A|l=m i¢gA 4
JEA
Pour m donné, 11 (m) mesure approximativement a quel point
un atome de P peut €tre exprimé comme une combinaison de
m autres atomes. Lorsque m = 1, la fonction de Babel devient
la cohérence de @ :
pr= pa(1) = max |(p;, pp)|.
J#k
Enfin, le dictionnaire est dit quasi-incohérent lorsque
m< S(pt+1).

Dans ce travail, nous démontrons que lorsque le dictionnaire
est quasi-incohérent, alors 1’algorithme de Frank-Wolfe recons-
truit exactement tout signal m-parcimonieux. En d’autres ter-
mes, a chaque étape, 1’algorithme sélectionne un atome du sup-
port du signal. Nous démontrons aussi, que sous cette méme
condition, il existe une itération a partir de laquelle I’algorithme
de Frank-Wolfe converge exponentiellement méme si la fonc-
tion considérée n’est pas fortement convexe.

Le reste du papier est organisé comme suit. Nous présen-
tons dans la section 2, I’instanciation de 1’algorithme de Frank-
Wolfe au Probleme (2), ainsi que ses points communs avec les
algorithmes MP et OMP. Nous énoncons nos résultats théo-
riques en section 3 (les preuves sont disponibles dans [8]). En-
fin, nous vérifierons 1’optimalité de nos résultats a travers des
expériences numériques présentées en section 4.

2 MP, OMP et Frank-Wolfe

Dans cette section, nous rappelons rapidement les algorithmes
MP, OMP, et Frank-Wolfe. Nous présentons ensuite 1’instan-
ciation de I’algorithme de Frank-Wolfe au Probleme (2). Enfin,
nous pointerons du doigt les similarités entre cette instanciation
et les algorithmes MP et OMP.

2.1 Matching Pursuit et Orthogonal Matching
Pursuit

Soit ® un dictionnaire et y un signal m-parcimonieux. Les
algorithmes MP et OMP [2] sont des algorithmes gloutons uti-
lisés pour approximer un signal. En notant yj, I’approximation
courante et r, le résidu associé, MP et OMP sélectionnent itéra-
tivement 1’atome qui maximise son produit scalaire avec le ré-
sidu. Les deux algorithmes peuvent étre résumés comme suit :
apres avoir initialisé yp = 0 et ry = ¥, les trois étapes suivantes
sont répétées :

1. Sélection d’atome : A\, = arg max; |{©;, rg)|-
2. Mise a jour de I’approximation :
(@) MP:ypi1 =y + (Oxe Th) P,
(b) OMP: y11 = arg minaEspan({szo,.u,apAk}) ||y_a||2
3. Mise a jour durésidu : g1 = ¥ — Ygt1-

2.2 L’algorithme de Frank-Wolfe

L’algorithme de Frank-Wolfe [1] est un algorithme itératif
développé pour résoudre des problemes du type :

1;161(1:1 f(z) sc.x el 3)

ou f est une fonction convexe et continfiment différentiable,
et C est un ensemble compact convexe. La premiere étape de
1’algorithme consiste & choisir un élément o quelconque de C.
Ensuite, pour toute itération k, I’algorithme applique les étapes
suivantes :

1. Direction de descente : s, = argmin (s, V f(xx)).

2. Calcul du pas : 7y, = argmin, ¢ (o 17 f((1 =)@k +7sk).

3. Mise ajour: zpy1 = (1 — Yg) Tk + Vi Sk-

Ici, nous instancions 1’algorithme de Frank-Wolfe pour le
Probleme (2). La fonction objectif & minimiser est définie par :
f(x) = %|ly — ®x|]3, et I'ensemble convexe est quand 2 lui
défini par : C = {z : |zl < B}. C est la boule I; de
rayon (. Dans tout ce qui suit, nous la noterons 531 (3). Remar-
quons que B1 () peut étre écrite comme 1’enveloppe convexe
B1(B) = conv{£Pe;li € {1,...,n}}, ol e; estlei®™® vecteur
de la base canonique. Comme V f(z) = ®(Px — y), I’étape
de sélection d’atome de Frank-Wolfe s’écrit :

Sp = arg min (5,0 (Pxy — y)).

s€conv{tpe;|ie{l,...,n}}
Comme le probléeme d’optimisation est linéaire et que Bi(/3)
est un fermé borné, I’ensemble des solutions contient un point
extremal de B () :

Sp = arg min (s, ' (D), — y)).

s€{*Beslic{l,...,n}}
Vu que s = +fe¢; alors $s = £S¢;. La sélection du point de
direction de descente de I’algorithme de Frank-Wolfe obtenue
est décrite en lignes 3 et 4 de I’ Algorithme 1. Rappelons que le
résidu r est défini comme :

re =1y — Pxy.

Nous remarquons que 1’étape de sélection d’atome de 1’algo-
rithme de Frank-Wolfe est la méme que celle de MP et OMP :

i = A\ = arg max; |{@;, 7).

Pour finir, en initialisant 2 & 0 (qui appartient bien a B1(5)),
nous obtenons I’instanciation de 1’algorithme de Frank-Wolfe
au Probleme (2) décrite dans I’ Algorithme 1.

3 Reconstruction exacte et convergence
exponentielle

Dans ce qui suit, nous nous intéresserons aux propriétés de

reconstruction et de convergence de I’ Algorithme 2 dans le cas
de dictionnaire quasi-incohérent (m < %(u’l + 1)). Pour

un tel dictionnaire, tout sous-ensemble d’au plus m atomes
({@ili € A} tel que |A] < m) est linéairement indépendant.



Algorithme 1 : algorithme de Frank-Wolfe pour Pb. (2)

Données : y, ® = [p1,..., 0], 8> 0.
1 o= 0, k=0
2 tant que critere d’arrét non vérifié faire
30| ip =argmaxie(; oy (i y — Oz
4 s = signe((p;,,y — Pxk))Bei,
5 | e =argming, o [ly — ®(xk +v(sk —2x))13
6 Try1 = T + Ve(sk — 2k)
7 k=k+1
8 fin

Pour tout signal m-parcimonieux y, le vecteur de coefficients
x* (||lz*]|o < m) tel que y = Px* ainsi que son support sont
alors uniques. Dans ce cas, * est 'unique solution du pro-
bleme m-EXACT-SPARSE et du Probleme (1). De plus, 2* est
solution du Probleéme (2) si et seulement si, elle est faisable (i.e.
lz*||1 < B). Avant d’aller plus loin, définissons quelques no-
tations. Pour tout signal m-parcimonieux y = ®z*, notons par
Aopt son supportie. y = Zierm x*[i]p; tel que |Agpe| < m.
Pour tout A C {1,...,n}, @, estla matrice dont les colonnes
sont les atomes indexés par A. Lorsque A est le support Ay,
nous notons Ay .. (resp. A),..) sa plus petite (resp. la plus
grande) valeur singuliére. Pour toute matrice ®, span(®) est
I’espace vectoriel engendré par ses colonnes. Pour finir, lors de
I’étude de convergence de 1’ Algorithme 1, nous considérerons
la norme au carré du résidu qui est liée a la fonction objectif de
la maniere suivante :

Flar) = 5lly — @aill3 = 5llrel3-

Le Théoreme 1 présente la propriété de reconstruction de
I’algorithme de Frank-Wolfe, tandis que le Théoréme 2 aborde
la question de vitesse de convergence de 1’algorithme.

Tropp [2], Gribonval et Vandergheynst [3] démontrent que
lorsque le dictionnaire est quasi-incohérent, les algorithmes MP
et OMP reconstruisent exactement tout signal m-parcimonieux.
La preuve de leurs résultats réside sur le fait qu’a chaque ité-
ration, les algorithmes sélectionnent uniquement un atome du
support. Nous étendons ce résultat a 1’algorithme de Frank-
Wolfe dans le Théoréme 1.

Théoreme 1. Soit ® un dictionnaire de cohérence p, et y un
signal m-parcimonieux de support Aope. Sim < (/Fl +1),
alors a chaque itération I’Algorithme 1 selectlonne un atome
du support (i.e. V k, i, € Aopt).

La preuve de ce théoreme est tres similaire a celle de [2]
(voir [8] pour le détail). Lorsque la solution x* est solution du
probleme (i.e. ||z*||; < f), nous pouvons démontrer que les
itérées xj, convergent vers celle-ci.

Corollaire 1. Soit ® un dictionnaire de cohérence u, ety un
signal m-parcimonieux de support Aop. Si m < (;fl +1)
et ||z*||1 < B alors la séquence des xy, produite par I’Algo-
rithme 1 converge vers r*.

De maniere générale, 1’algorithme de Frank-Wolfe converge
exponentiellement a partir d’une certaine itération lorsque la

fonction objectif est fortement convexe [4], et linéairement dans
les autres cas. Le Théoreme 2 montre que lorsque le diction-
naire est quasi-incohérent, I’algorithme de Frank-Wolfe con-
verge exponentiellement a partir d’une certaine itération méme
si la fonction objectif n’est pas fortement convexe.

Théoreme 2. Soit ® un dictionnaire, |1 sa cohérence, 1y sa
fonction de Babel, et y un signal m-parcimonieux. Si m <
L(w=t + 1) et ||z*]|1 < B alors il existe une étape K telle
que pour toute itération k > K de I’Algorithme 1 :

ka3 < lrell2(1 = 0)
" 2
onf = (wl?g%m—l)) (1 _ Hxﬁ\ll)

Remarque 1. Remarquons que 0 < 0 < 1 carm <
1) implique 0 < p1(m — 1) < 1.

St

Remarque 2. Le méme résultat est obtenu lorsque les condi-
tions ERC [2] sont vérifiées, p1(m — 1) < Let ||z*||1 < B.

Nous donnons ici les grandes lignes de la preuve (c.f. [8]).

Idée de preuve (Théoreéme 2). La premiére étape de la preuve
est de montrer que lorsque le dictionnaire est quasi-incohérent,
le pas vy, est dans |0, 1[. L’expression de ||ry.1||3 devient alors :

(ri, ®(sk — w1))”
|® (s — )3

D’aprés le Corollaire 1, la suite des xj, converge vers x*. Il
existe donc une itération K telle que ¥ k > K : xp, € Bo(x*,¢)

Irr+all3 = llrell3 —

ou Ba(z*,€) est la boule Iy centrée en x* et de rayon €. Donc
Tp — vag i € B2(a7,2¢) € By (B). Par définition de sy, :
V()
(sk, Vf (1)) < (wn — VI (k)
IVl

Or (r, ®(sp — xg)) > €||®try|| car V f(xy) = —®ry. Parle
Théoréme 1, nous avons que i, € span(Aopt), et par [2] que
/\;knzn = (1 - :ul( 1)) D’ou :

(ri, ®(sk —ar)) 2 (1 = pa(m — 1)) [[re 2.
Pour finir; on utilise : ||®(sy, — 1|2 < 26V/4d.

Remarque 3. Nous prouvons aussi dans [8] que pour (3 assez
grand, la convergence est exponentielle des la premiere itéra-
tion.

4 Expériences numériques

Nous réalisons des expériences sur données synthétiques nous
permettant de tester la minimalité des conditions du Théoréme 2.

Nous considérons des données de taille d = 1000 et un dic-
tionnaire de 2000 atomes. Le dictionnaire est I’union d’une
DCT-II et de I’identité. Il a une faible cohérence (u = 4.5 X
1072), et m* = [$(u~! — 1)] = 11 est la plus grande valeur
de parcimonie vérifiant la condition du Théoreme 2. Les sup-

ports sont tirés aléatoirement uniformément, et les coefficients



selon une loi normale. Pour chaque expérience, 1’ Algorithme 1
est appliqué pour 10000 réalisations de tels signaux. Dans le
Théoréme 2, la convergence exponentielle est donnée par :

7413 < llrk—1l3(1 —6),
ce qui est équivalent a :
log [|r4[|3 < log|ly[|3 + klog(1 — 6).

Pour illustrer les expériences, nous tragons log ||7 |3 en fonc-
tion de k. La convergence est exponentielle lorsque log ||7 [|3
est dominée par une droite de pente négative.

Pour la premiere expérience, fixons § = 8||z*||1, et m =
m™*. La Figure 1 montre la moyenne et le maximum de la fonc-
tion log |7k || pour 10000 réalisations. Nous remarquons que
la moyenne et le maximum sont dominés par des droites de
pente négative, et donc convergent exponentiellement. Notons
que contrairement a ce que laisse croire la Figure 1, la borne
théorique est elle aussi dominée par une droite de pente néga-
tive (2x 1073 contre 3.8 x 10~ ! pour la courbe de la moyenne).
Nous remarquons aussi qu’en pratique, la moyenne et le maxi-
mum sont plus petits que la borne théorique du Théoreme 2.
Ceci suggere que la borne théorique pourrait étre améliorée.

=10}

@® ® borne Th.2
—  maximum
moyenne

-15

0 20 20 60 80

FIGURE 1 — Evolution de log ||ry||3 dans 1’ Algorithme 1, pour
B = 8la*||1 etm =m* = [L(u~! — 1)].

Dans la seconde expérience, nous vérifions si la convergence
est toujours exponentielle pour des signaux de parcimonie su-
périeure & m™* (i.e. lorsque la condition du Théoréme 2 n’est
plus vérifiée). Fixons 8 = 8||z*||; et tragons dans la Figure 2,
log ||7x||3 pour m = m*, 2m*, 5m* et 20m*. Nous remar-
quons que pour des parcimonies de 2m*, bm™*, et 20m* la
convergence est toujours exponentielle. Néanmoins, la vitesse
de convergence décroit lorsque la valeur de m* augmente. Cela
suggere que la condition m < m™* du Théoréme 2 pourrait elle
aussi étre améliorée.

FIGURE 2 — Evaluation du maximum de log ||r1||3 pour 3 =
8||z*||1 et pour différentes valeur de m.

5 Conclusion

Dans ce travail nous avons étudié les propriétés de 1’algo-
rithme de Frank-Wolfe pour la résolution du probleme m-EXACT-
SPARSE. Nous avons démontré que lorsque le dictionnaire est
quasi-incohérent, tout comme les algorithmes MP et OMP, 1’al-
gorithme de Frank-Wolfe sélectionne uniquement des atomes
du support. Sous les mémes conditions, I’algorithme de Frank-
Wolfe converge exponentiellement. Les expériences numériques
illustrent ces résultats et laissent a penser que la condition sur la
parcimonie pourrait étre améliorée. On peut également se de-
mander si ces résultats peuvent étre étendus au cas de signaux
non exactement parcimonieux (ou encore compressibles).
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