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Résumé—Ce travail s’intéresse à la reconstruction des signaux par-
cimonieux par l’usage d’une nouvelle pénalité. Nous proposons une
approximation lisse généralisée du rapport de normes ou quasi-normes
ℓp/ℓq , émulant la mesure de parcimonie ℓ0. Une version de l’algorithme
Forward-Backward à métrique variable localement ajustée sera proposée
pour traiter ce problème de minimisation non-convexe. L’efficacité de
cette nouvelle fonction de pénalisation (SPOQ : Smoothed p-Over-q) est
illustrée par des tests réalisés sur des jeux de données en spectrométrie
de masse.

I. PROBLÈME

Dans ce papier, on s’intéresse à l’estimation d’un signal parcimo-
nieux x = (xn)1≤n≤N à partir des observations y = (ym)1≤m≤M ∈
R

M degradées, suivant le modèle y = Hx + b où l’on désigne par
H ∈ R

M×N la matrice de mesure et par b ∈ R
M un bruit additif. Ce

modèle est notamment adapté à la détermination de mélanges molé-
culaires complexes étudiés par des techniques de chimie analytique
(chromatographie, spectrométrie de masse, résonance magnétique
nucléaire, etc. [1]).

Une stratégie efficace pour estimer une solution x̂ ∈ R
N revient à

résoudre le problème suivant

minimiser
x∈R

N
Ψ(x) tel que ‖Hx − y‖ ≤ ξ, (1)

où Ψ: RN →]−∞,+∞] est une fonction de pénalité qui renforce
le degré de parcimonie de la solution et ξ > 0 est un paramètre
que l’on peut relier aux caractéristiques du bruit additif. Le choix
de fonctions de régularisation a fait l’objet de nombreux travaux. Si
la mesure de parcimonie ℓ0 semble être LA pénalité naturelle, son
usage est compliqué en pratique, pour des raisons d’optimisation, de
précision numérique, de bruit ou de complexité globale de calcul.

Présentant certaines propriétés d’équivalence vis-à-vis de l’optimi-
sation, la norme ℓ1 est devenue une pénalité standard, permettant
de se placer dans le cadre convexe. Pour mieux approcher ℓ0,
l’usage de quasi-normes ℓp, 0 < p < 1, a connu un essor récent,
rendant néanmoins le problème (1) non-convexe. Cependant, normes
et quasi-normes répondent à un axiome d’homogénéité de degré 1
(‖λx‖p = |λ|‖x‖p), tandis que la mesure de parcimonie ℓ0 est de
degré 0, ou invariante en échelle (‖λx‖0 = ‖x‖0 pour λ 6= 0).
Choisir un rapport de normes est un moyen de retrouver naturellement
l’invariance d’échelle souhaitée, par exemple pour le rapport ℓ1/ℓ2
[2], [3]. Dans ce papier, notre travail a pour objectif d’étendre ce
choix de pénalité avec une forme généralisée et régularisée des
rapports de quasi-normes ℓp/ℓq .

II. NOUVELLE APPROCHE

Notre proposition s’appuie sur des approximations lissées des
rapports de quasi-normes ou de normes ℓp,α (p ∈ ]0, 2]) et ℓq,η
(q ∈ ]2,+∞[) pour tout x ∈ R

N et (α, η) ∈]0,+∞[2. Ces dernières

sont définies par ℓp,α(x) =
(

∑N
n=1

(

(

x2
n + α2

)p/2
− αp

))1/p

et

ℓq,η(x) =
(

ηq +
∑N

n=1
|xn|

q
)1/q

. Pour assurer la dérivabilité la
fonction Ψ est donnée par

(∀x ∈ R
N) Ψ(x) = log

(

(ℓpp,α(x) + βp)1/p

ℓq,η(x)

)

. (2)

La fonction Ψ possède deux propriétés mathématiques utiles telles
que son caractère gradient lipschitzien dans R

N , et sa majoration par
une fonction quadratique telle que pour tout ρ ∈]0,+∞[ et en tout
x ∈ Bq,ρ = {x ∈ R

N |
∑N

n=1
|xn|

q ≥ ρq} :

Ψ(x) ≤ Ψ(x′)+∇Ψ(x′)⊤(x−x
′)+

1

2
(x−x

′)⊤AAAq,ρ(x
′)(x−x

′) (3)

pour tout x′ ∈ Bq,ρ où AAAq,ρ est donnée par

AAAq,ρ(x) =
1

ℓpp,α(x) + βp
D
(

(x2
n + α2)p/2−1

)

1≤n≤N

+
q − 1

(ηq + ρq)2/q
IN . (4)

Comme Ψ peut être majorée sur des domaines bornés Bq,ρ, nous
proposons une extension de la stratégie Forward-Backward à mé-
trique variable [4] pour résoudre le problème (1). Par la suite, à
chaque itération k = 0, 1, . . ., la nouvelle version de l’algorithme
Forward-Backward à métrique variable localement ajustée s’appuie
sur le calcul de la métrique AAAq,ρ [5] paramétrée par ρ dépendant du
point où est calculée la majorante locale, telle que

ρk,i =











∑N
n=1

|xn,k|
q si i = 1 ,

θρk,i−1 si 2 ≤ i ≤ B − 1 ,

0 si i = B .

(5)

Cette stratégie donne lieu à l’algorithme 1. A chaque itération, il
est nécessaire de calculer la projection PPP sur l’ensemble des {x ∈
R

N | ‖Hx − y‖ ≤ ξ} selon la métrique AAAq,ρ. Notons que cette
projection ne possède pas une forme explicite. Nous envisageons donc
de la calculer avec l’algorithme Dual Forward-Backward [6].

Algorithme 1 Forward-Backward à métrique variable localement
ajustée

x0 ∈ R
N , B ∈ N

∗, θ ∈]0, 1[, (γk)k∈N ∈]0, 2[
Pour k = 0, 1, . . . :




















Pour i = 1, . . . , B :












Construire ρk,i selon (5).
Construire AAAk,i = AAAq,ρk,i

(xk) selon (4).
zk,i = PPPAAAk,i,‖H .−y‖<ξ

(

xk − γk(AAAk,i)
−1∇Ψ(xk)

)

Si zk,i ∈ Bq,ρk,i
: Fin pour

xk+1 = zk,i



Nous avons prouvé la convergence de (xk)k∈N vers un point
critique du problème (1) sous certaines hypothèses (pour plus de
détails, nous renvoyons vers [7]).

III. APPLICATION EN SPECTROMÉTRIE DE MASSE

La spectrométrie de masse est une technique d’analyse physico-
chimique très efficace et utilisée dans les domaines des analyses de
données chimiques et biologiques [8], [9]. Les spectres de masses
sont caractérisés par un degré de parcimonie élevé dont nous avons
récemment traité la reconstruction dans [10] avec une nouvelle
approche par dictionnaire qui résout le problème (1), où H est
construit selon le modèle dit averagine [11], [12] et Ψ est définie par
la norme ℓ1. Nous proposons par le présent travail d’utiliser le même
dictionnaire H avec la nouvelle fonction de pénalité SPOQ Ψ donnée
par (2) et de comparer les résultats en utilisant d’autres fonctions de
régularisations telles que la norme ℓ1, et les deux pénalités non-
convexes Cauchy et Welsh [13], [14], [4].

Nous considérons un exemple synthétique de deux spectres de
masse A et B, de taille N = 2000, présentant un nombre de pics P .
Le signal mesuré sera généré avec un dictionnaire H de dimension
(N ×N) et un bruit gaussien d’écart-type σ = 10−2 (voir figure 1).

Nous utilisons l’algorithme 1 avec un maximum de 100 itérations.
Par ailleurs, nous utilisons l’algorithme Dual Forward-Backward avec
10 000 itérations pour calculer la projection approchée. Notons que
les paramètres α, β et η sont optimisés de manière manuelle afin de
maximiser le rapport signal-à-bruit (RSB) donné par :

RSB = 20 log10

(

‖x‖

‖x − x̂‖

)

(6)

où l’on désigne par x le signal référence et x̂ le signal estimé.
Nous présentons dans le tableau I la moyenne et l’écart-type pour

20 réalisations du bruit, des trois métriques suivantes : RSB (6),
RSBS défini par le RSB calculé uniquement sur le support du signal,
et le degré de parcimonie défini par le nombre des pics du signal
reconstruit ayant une amplitude supérieure à 10−4.

En observant les résultats, nous remarquons que la nouvelle
fonction de régularisation Ψ assure, globalement, des meilleures
performances, notamment pour le rapport défini par p = 0.25 (quasi-
norme) et q = 2 (norme).

IV. CONCLUSION

Utiliser un rapport de normes comme pénalité émulant la mesure de
parcimonie ℓ0 apporte des bénéfices dans la reconstruction de signaux
parcimonieux. Cette observation vaut pour des métriques d’écart
comme pour le degré de parcimonie estimé du signal considéré. Une
étude plus exhaustive des paramètres déterminants prolonge ce travail
pour identifier les rapports de quasi-normes les plus favorables [7].
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FIGURE 1. Signaux originaux et mesures associés des jeux de données A (à droite N = 2000, P = 49) et B (à gauche N = 2000, P = 97). En haut :
signal synthétique, en bas : le spectre de masse mesuré avec un bruit gaussien d’écart-type σ = 10−2.


