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Résumé – Nous étudions le problème du masquage et de l’amplification de l’état d’un canal en utilisant les outils de la coordination empirique.

L’encodeur observe l’état du canal de manière causale et met en œuvre un schéma de codage afin de contrôler la divulgation de l’état du canal

tout en transmettant un débit d’information. Nous démontrons que le problème de la coordination empirique fournit un cadre naturel pour l’étude

de la transmission fiable et de l’amplification ou du masquage de l’état de canal. Nous caractérisons la région réalisable de débit-divulgation-

coordination lorsque l’observation de l’encodeur est causale. Nous exploitons ce résultat pour résoudre un jeu à somme nulle d’estimation de

l’état du canal dans lequel l’encodeur essaie d’empêcher le décodeur d’estimer l’état du canal avec précision.

Abstract – We revisit the problems of state masking and state amplification through the lens of empirical coordination by considering a state-

dependent channel in which the encoder has causal and strictly causal state knowledge. We show that the problem of empirical coordination

provides a natural framework in which to jointly study the problems of reliable communication, state masking, and state amplification. We

characterize the regions of rate-equivocation-coordination trade-offs for several channel models with causal and strictly causal state knowledge.

We exploit this result to solve a channel state estimation zero-sum game in which the encoder prevents the decoder to estimate the channel state

accurately.

1 Introduction

L’étude du canal avec état remonte aux premiers travaux de

Shannon [1] et de Gelf’and et Pinsker [2]. Ils avaient identifié

des stratégies de codage optimales lorsque que l’état est connu

par l’encodeur de manière causale ou non causale, respective-

ment. Dans ce travail, nous étudions le problème de l’estima-

tion de l’état du canal [3, 4, 5] sous l’angle de la coordination

empirique [6].

La coordination empirique fait référence au contrôle des

histogrammes des suites d’états, des mots de code, qui ap-

paraissent dans les modèles source-canal. Plus précisément,

l’étude de la coordination empirique permet de caractériser les

utilités espérées des appareils autonomes participant à un jeu

répété avec un état [7]. Dans les schémas de codage pour la

coordination, les actions des joueurs incorporent de l’informa-

tions pour se coordonner. Ce problème a été étudiée pour l’en-

codage causal [8], pour le décodage causal [9], avec informa-

tion sur l’état [10], avec des contraintes de sécurité [11]. La

coordination est un outil qui permet de contrôler les croyances

postérieures du décodeur, par exemple pour les problèmes de

"persuasion Bayésienne" [12] et de "communication straté-

gique" [13].

La contribution principale consiste à démontrer que la coor-

dination fournit un cadre naturel pour l’étude de la transmission

et de l’amplification ou du masquage de l’état de canal.
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FIGURE 1 – Le canal TY |XS est sans-mémoire et dépend d’un

état tiré de manière i.i.d. selon PS . L’encodage est causal fi :
M × Si → X , pour tout i ∈ {1, . . . , n} et les fonctions de

décodage g : Yn → M et h : Yn → ∆(Vn) sont non-causales.

• Nous introduisons et caractérisons la notion de divul-

gation d’information, qui capture ce que le décodeur

peut inférer sur l’état du canal en utilisant sa connais-

sance du schéma de codage. Cela nous permet de carac-

tériser, au théorème 2.3, la région de débit-divulgation-

coordination pour le canal avec état observé de manière

causale par l’encodeur. Notre définition de la divulgation

d’information raffine les résultats antérieurs en caracté-

risant l’information divulguée de manière exacte, au lieu

d’avoir des bornes inférieures et supérieures. Les résul-

tats de [3, Section V] et [4, Theorem 2] sont des cas par-

ticuliers du théorème 2.3.

• Nous définissons un jeu d’estimation de l’état de canal

dans lequel l’encodeur envoie de l’information avec un

débit fixé, tout en masquant l’état de canal au décodeur.



Nous introduisons une fonction de distorsion entre l’état

du canal et son estimation, que le décodeur veut minimi-

ser et que l’encodeur veut maximiser. Le théorème 3.2

caractérise la fonction optimale distorsion-débit, formu-

lée comme un problème max-min/min-max.

2 Problème et résultat principal

2.1 Notation

Les majuscules S désignent des variables aléatoires, les mi-

nuscules s désignent des réalisations et les polices calligra-

phiques S indiquent les alphabets, supposés finis |S| < ∞.

Les suites de variables aléatoires et les réalisations sont no-

tées Sn = (S1, . . . , Sn) et sn = (s1, . . . , sn). Nous désignons

par ∆(S), l’ensemble des distributions de probabilité sur S. La

notation ||QX − PX ||1 =
∑

x∈X |Q(x) − P(x)| désigne la

distance ℓ1 entre les vecteurs des distributions de probabilité

QX ∈ ∆(X ) et PX ∈ ∆(X ) et la notation Y −
− X −
− W

désigne la propriété de chaine de Markov correspondant à

PY |XW = PY |X . La notation 1(v = s) désigne la fonction

indicatrice, égale à 1 si v = s et 0 sinon.

Pour une suite sn ∈ Sn, N(s|sn) indique le nombre d’oc-

currence du symbole s ∈ S dans la suite sn. La distribution

empirique Qn
S ∈ ∆(S) de la suite sn ∈ Sn est définie par

∀s ∈ S Qn(s) =
N(s|sn)

n
. (1)

La notation Tδ(QSX) désigne l’ensemble des suites (sn, xn)
conjointement typiques pour la distribution de probabilité

QSX ∈ ∆(S × X ), avec une tolérance δ > 0 :
∣∣∣
∣∣∣Qn

SX −QSX

∣∣∣
∣∣∣
1

=
∑

s,x

∣∣∣Qn(s, x)−Q(s, x)
∣∣∣ ≤ δ. (2)

2.2 Modèle

Le problème à l’étude est illustré par la figure 1. Le canal

TY |XS est sans mémoire et dépend d’un état s ∈ S tiré de

manière i.i.d. selon la distribution de probabilité PS . Pour n ∈
N∗, un message tiré selon la distribution uniforme M ∈ M et

la suite d’état Sn sont encodés dans une suite Xn ∈ Xn. En

observant la sortie du canal Y n ∈ Yn, le décodeur D renvoie

le message M̂ ∈ M et génère une suite d’actions V n ∈ Vn,

qui peut être considéré comme une estimation de la suite d’états

Sn. Les distributions de probabilités TY |XS et PS sont connues

de l’encodeur E et du décodeur D.

Définition 2.1 Un code avec encodage causal c ∈ C(n,M)
est une suite de fonctions c = ({fi}i∈{1,...,n}, g, h) definie

par :

fi : M×Si −→ ∆(X ), ∀i ∈ {1, . . . , n}, (3)

g : Yn −→ M, h : Yn −→ ∆(Vn). (4)

Les fonctions {fi}i∈{1,...,n} et h sont stochastiques et la fonc-

tion g est deterministe.

Le code c ∈ C(n,M), la distribution de probabilité uniforme

des messages PM , la source PS et le canal TY |XS induisent

une distribution de probabilité

P(M,Sn, Xn, Y n, V n, M̂) =

PM

n∏

i=1

[
PSi

fXi|SiMTYi|XiSi

]
hV n|Y n1

(
M̂ = g(Y n)

)
. (5)

Les suites (Sn, Xn, Y n, V n) sont aléatoires, la distribution

empirique Qn
SXY V est également une variable aléatoire.

Définition 2.2 Etant donné un débit R ≥ 0, un niveau de di-

vulgation de l’état de canal E ≥ 0 et une distribution de proba-

bilité cible QSXY V . Le triplet (R,E,Q) est réalisable si pour

tout ε > 0, il existe n̄ ∈ N tel que pour tout n ≥ n̄, il existe un

code avec un codage causal c ∈ C(n,M) tel que :

log
2
|M|

n
≥R − ε,

∣∣∣∣Le(c)− E

∣∣∣∣ ≤ε, avec Le(c) =
1

n
· I(Sn;Y n),

Pe(c) =P

(
M 6= M̂

)

+ P

(∣∣∣
∣∣∣Qn

SXY V −QSXY V

∣∣∣
∣∣∣
1

≥ ε

)
≤ ε.

A désigne l’ensemble des triplets réalisables (R,E,Q).

En termes simples, la performance est capturée selon trois para-

mètres : i) la vitesse à laquelle le message M peut être transmis

de manière fiable ; ii) le niveau de divulgation de la suite d’états

Sn au décodeur ; iii) la capacité de l’encodeur et du décodeur à

coordonner leurs actions selon la distribution QSXY V .

2.3 Résultat principal

Nous caractérisons l’ensemble A des triplets réalisables.

Théorème 2.3 Soit QSXY V une distribution de probabilité

cible qui se décompose enQSXY V = PSQX|STY |XSQV |SXY .

Le triplet (R,E,Q) est réalisable si et seulement si il existe

deux variables aléatoires auxiliaires (W1,W2) dont la distri-

bution de probabilité QSW1W2XY V ∈ Qe satisfait

I(S;W1,W2, Y ) ≤ E ≤ H(S), (6)

R + E ≤ I(W1, S;Y ), (7)

où Qe est l’ensemble des distributions jointes QSW1W2XY V

ayant pour marginale QSXY V , qui se décompose selon

PSQW1QW2|SW1
QX|SW1

TY |XSQV |YW1W2
, (8)

avec les supports max(|W1|, |W2|) ≤ |S × X × Y × V|+ 1.

Le théorème 2.3 caractérise les compromis optimaux entre la

transmission fiable, la divulgation de l’état de canal et coor-

dination empirique. La variable auxiliaire W2 correspond à

un codage de source de type Wyner-Ziv [14] et W1 corres-

pond à un codage de canal avec état [1]. Seule la marginale



QSW1W2XY affecte les contraintes d’information (6) et (7) car

la corrélation entre (Y,W1,W2) et V est libre. Les preuves sont

données dans [15, annexes A,B,F].

Remarque 2.4 L’équation (7) et la première inégalité de (6)

impliquent la contrainte d’information

R ≤ I(W1,W2;Y )− I(W2;S|W1) (9)

que l’on trouve également dans [5, théorème 3] pour le pro-

blème de la communication de l’état de canal et dans [8, théo-

rème 2] pour la coordination empirique. Les deux chaines de

Markov X −
− (S,W1)−
−W2 et Y −
− (X,S)−
− (W1,W2)
impliquent Y −
− (W1, S)−
−W2.

b
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FIGURE 2 – Région des paires (R,E) ∈ A réalisables pour une

distribution QSW1W2XY V , lorsque H(S) < I(S,W1;Y ).

Le théorème 2.3 a plusieurs conséquences importantes. Pre-

mièrement, la coordination des actions selon la distribution

cible PSQX|STY |XSQV |SXY est compatible avec la transmis-

sion d’information fiable de débit R ≥ 0. Deuxièmement, le

cas d’égalité dans l’inégalité de droite de (6) correspond à la ré-

vélation complète de l’état de canal S au décodeur. Troisième-

ment, pour toute paire débit-distribution réalisable (R,Q) ∈ A,

la divulgation minimale E
⋆(R,Q) est donné par la première in-

égalité de (6) :

E
⋆(R,Q) = min

QSW1W2XY V ∈Qe,

s.t. R≤I(W1 ,W2;Y )−I(W2;S|W1)

I(S;W1,W2, Y ).

(10)

La transmission d’information fiable nécessite que le déco-

deur connaisse la fonction d’encodage, à partir de laquelle

il peut déduire le paramètre d’état du canal S. L’équation

(10) montre que la divulgation minimale de l’état de canal

I(Sn;Y n) est proche de n · I(S;W1,W2, Y ), comme si les

suites (Sn, Y n,Wn
1
,Wn

2
) étaient générées selon la distribution

de probabilité i.i.d. QSW1W2Y .

3 Jeu d’estimation de l’état de canal

Dans cette section, nous introduisons le jeu à somme nulle

d’estimation de l’état de canal dans lequel l’encodeur envoie

de l’information au décodeur avec un débit R ≥ 0, mais essaie

d’empêcher le décodeur d’estimer l’état du canal s ∈ S. Nous

introduisons une fonction de distorsion d(s, v) qui dépend de

l’état du canal s ∈ S et de l’estimée v ∈ V . Le jeu est à somme

nulle car le décodeur cherche à minimiser l’espérance de cette

distorsion alors que l’encodeur cherche à la maximiser.

Définition 3.1 Un débit R ≥ 0 et une distorsion D ≥ 0 sont

réalisables si, pour tout ε > 0, il existe un n̄ ∈ N tel que

pour tout n ≥ n̄, il existe un code c = ({fi}i∈{1,...,n}, g) qui

satisfait

log
2
|M|

n
≥ R − ε, P

(
M 6= M̂

)
≤ε, (11)

∣∣∣∣ min
hV n|Y n

1

n

n∑

i=1

E

[
d(Si, Vi)

]
− D

∣∣∣∣ ≤ε. (12)

La notation Ag désigne l’ensemble des (R,D) réalisables.

Pour illustrer cette définition, nous discutons du cas particu-

lier où le débit vaut zéro R = 0, donc les fonctions d’encodage

s’écrivent fXi|Si au lieu de fXi|SiM . Le jeu à somme nulle

d’estimation d’état de canal se reformule en un problème max-

min

max
{f

Xi|S
i}i∈{1,...,n}

min
hV n|Y n

E

[
1

n

n∑

i=1

d(Si, Vi)

]
, (13)

dans lequel l’encodeur choisit {fXi|Si}i∈{1,...,n} et le déco-

deur choisit hV n|Y n . Le théorème 3.2 ci-dessous, énonce que

la solution est donnée par

max
QW1 ,QX|SW1

min
PV |W1Y

E

[
d(S, V )

]
. (14)

Le théorème 3.2 établit un lien entre la divulgation d’in-

formation 1

n
I(Sn;Y n) et l’estimation de l’état du canal :

minhV n|Y n E

[
1

n

∑n

i=1
d(Si, Vi)

]
.

Théorème 3.2 (Jeu à somme nulle) Une paire débit-distorsion

(R,D) ∈ Ag est réalisable si et seulement si il existe une va-

riable aléatoire auxiliaire W1 avec distribution de probabilité

QSW1XY ∈ Qd satisfait :

R ≤ I(W1;Y ), (15)

D = min
PV |W1Y

E

[
d(S, V )

]
. (16)

où Qd est l’ensemble des distributions de probabilité QSW1XY

ayant pour marginale QSXY , qui se décompose selon

PSQW1QX|SW1
TY |XS , (17)

et dont le support satisfait |W1| ≤ |S × Y|+ 1.

La preuve du théorème 3.2 est énoncée dans [15, annexes D,

E] et s’appuie sur des résultats de [12, Corollaire A.18, Lemme

A.22]. Les techniques employées se réfèrent à la notion de “dis-

tance stratégique ” [16, Section 5.2], utilisée dans la littérature

sur les jeux répétés [17], ainsi que pour la “persuasion Bayé-

sienne ” [12] et la “communication stratégique ” [13].



Remarque 3.3 (Résultat max-min/min-max)

D
⋆(R) = max

QW1
,QX|SW1

R≤I(W1;Y )

min
PV |W1Y

E

[
d(S, V )

]
(18)

= min
PV |W1Y

max
QW1

,QX|SW1
R≤I(W1;Y )

E

[
d(S, V )

]
. (19)

Les ensembles sont compacts et convexes et l’espérance est li-

néaire, le théorème de Sion [18] garantit l’existence d’une va-

leur, c’est à dire que le max-min est égal au min-max.

Remarque 3.4 (Une seule variable auxiliaire) Le théorème

3.2 est basée sur l’ensemble Qd qui ne dépend que de W1, au

lieu de (W1,W2) pour l’ensemble Qe. La variable auxiliaire

W2 ne sert plus lorsque l’on veut masquer l’état du canal.

D
◦ = max

QW1
,QX|SW1

,QW2|SW1
R≤I(W1,W2;Y )−I(W2;S|W1)

min
PV |W1W2Y

E

[
d(S, V )

]
(20)

≤ max
QW1

,QX|SW1
,QW2|SW1

R≤I(W1,W2;Y )−I(W2;S|W1)

min
PV |W1Y

E

[
d(S, V )

]
(21)

≤ max
QW1

,QX|SW1
R≤I(W1;Y )

min
PV |W1Y

E

[
d(S, V )

]
= D

⋆
, (22)

L’équation (21) est obtenue en prenant le minimum sur

PV |W1Y au lieu de PV |W1W2Y ; (22) provient de la chaine de

Markov Y −
− (S,W1) −
−W2 énoncée à l’équation (8), qui

assure que I(W1,W2;Y ) − I(W2;S|W1) ≤ I(W1;Y ). Donc

la contrainte R ≤ I(W1,W2;Y )− I(W2;S|W1) est plus res-

trictive que R ≤ I(W1;Y ).

Remarque 3.5 (Communication de l’état de canal) Dans [5],

l’objectif est de transmettre les état de canal afin de minimiser

la fonction de distorsion

min
{f

Xi|S
i}i∈{1,...,n},

hV n|Y n

E

[
1

n

n∑

i=1

d(Si, Vi)

]
, (23)

alors qu’à l’équation (13), l’objectif est de masquer l’état du

canal. Les auteurs de [5] ont démontré la convergence des

équations (23) vers le problème d’optimisation :

D̂ = min
QW1

,QX|SW1
,QW2|SW1

,QV |W1W2Y

0≤I(W1 ,W2;Y )−I(W2;S|W1)

E

[
d(S, V )

]
, (24)

où la variable aléatoire auxiliaire W2 est utilisée pour trans-

mettre une version quantifiée de l’état du canal au décodeur.
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