Estimation robuste de matrices de dispersion structurées
pour des modeéles bien/mal spécifiés
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Résumé — Dans la plupart des méthodes récentes en traitement du signal, les données sont modélisées par des distributions non
gaussiennes, dont la matrice de covariance posséde une structure particuliére. Prendre ces propriétés en compte dans le processus
d’estimation améliore nettement la qualité des estimées. Dans ce papier, nous considérons l’estimation de matrices de dispersion
structurées, ou le modeéle supposé peut différer du vrai modeéle des données. Plus précisément, nous proposons une nouvelle classe
d’estimateurs dénommée StructurEd ScAtter Matriz Estimator (SESAME) dans un contexte de modeéles mal spécifiés. Nous
menons aussi une analyse théorique de leurs performances asymptotiques.

Abstract — In most modern signal processing applications, observations are generally modeled by non-Gaussian distributions
with covariance matrices exhibiting a particular structure. Taking these properties into account in the estimation scheme improves
drastically the estimation accuracy. In this paper, we consider the estimation of structured scatter matrix, where the assumed
model can differ from the ¢rue model of the data. Specifically, we propose a novel class of estimators, named StructurEd ScAtter
Matrix Estimator (SESAME) in the mismatched framework. We also conduct a theoretical analysis of its asymptotic performance.

1 Introduction

La Matrice de Covariance (MC) joue un réle crucial
dans la plupart des algorithmes en traitement du signal
adaptatif [12]. Dans de nombreuses applications, elle pos-
sede une structure spécifique, e.g., Toeplitz hermitienne,
en plus d’étre semi-définie positive [3]. Prendre en compte
cette structure dans le processus d’estimation apporte gé-
néralement un gain en terme de précision. Dans un contexte
d’estimation robuste, la classe des distributions Complexes
Elliptiquement Symétriques (CES) [4] se révele intéres-
sante pour modéliser des observations issues d’environne-
ment impulsif [5]. On peut alors citer les travaux de [6-8]
sur l'estimation robuste de matrices de dispersion struc-
turées. Dans la plupart des problémes, I’hypothese prin-
cipale concerne la “bonne” connaissance du modele des
données. Cependant, des erreurs de modeles sont souvent
inévitables en pratique, dues a la connaissance imparfaite
du wvrai modele sous-jacent. Dans la littérature, le pro-
bleme de modeles mal spécifiés a été étudié, par exemple,
avec 'extension de la Borne de Cramér Rao Mismatch
(BCRM) [9-11].

Dans ce papier, nous introduisons une classe d’estima-
teurs de matrices de dispersion structurées, denommée
StructurEd ScAtter Matriz Estimator (SESAME), dans

le contexte de modeles potentiellement mal spécifiés. Une
analyse théorique des performances asymptotiques de 1’es-
timateur proposé est aussi menée. De plus, la méthode
SESAME est reliée a deux méthodes existantes dans des
cas particuliers : la méthode COMET [12] pour un mo-
dele supposé gaussien et le principe d’invariance étendu
(EXIP) [13] appliqué aux distributions CES dans le cas
d’un modele bien spécifié (voir [§] pour la ¢t-distribution).

2 Formalisation du probléme

Un vecteur aléatoire (v.a.) y € C™ suit une loi CES
centrée si et seulement s’il admet la représentation sto-
chastique suivante [4] :

y £ VQAu, (1)

ou la variable aléatoire non négative @) est indépendante
du v.a. u uniformément réparti sur la spheére unité CS* £
{z € C"||z| =1} avec k < m. La matrice A € C™**
est de rang k. Par ailleurs, sous réserve d’existence, la MC
de y est proportionnelle & la matrice de dispersion R =
AA" Dans la suite, on suppose k = m, ainsi rang(R) =
m et la densité de probabilité (ddp) d’un tel v.a. existe et



s’écrit comme [4] :

py(y:R,9) o [R["'g (y"R7y), (2)
dans laquelle la fonction g : RT — R, appelée générateur
+oo

de densité, satisfait 0,,, y = [ t™ 'g(t)dt < oco. On note
0

alorsy ~ C&S,, (0,R,g).

Soit N données i.i.d. suivant une distribution CES cen-
trée, y,, ~ CES, (0,Re,g), n =1,...,N, avec N > m.
Un M-estimateur de la matrice de dispersion, R, est dé-
fini comme solution de I’équation au point-fixe suivante :

M = % ZN: u (yffﬁ_lyn) Yo¥u £ H (ﬁ) NG))

Dans le cas de I'Estimateur du Maximum de Vraisem-
blance (EMYV), la fonction u(-) est donnée par u(s) =

g'(s)

,oll ¢'(+) désigne la dérivée de ¢(-). Dans un contexte

d’estimation robuste, elle doit simplement satisfaire cer-
taines conditions pour garantir ’existence et I'unicité de
la solution [4L|14]. De plus, 1’équation

M =E [u(yi'M™y;) yiy1'] (4)
admet une unique solution M telle que M = ¢~ 'R, avec
o la solution de E [¢(c[t[*)] = m ou t ~ CES,, (0,1, g) et
¥(s) = su(s). Par ailleurs, 'algorithme itératif My, =
H (M},) converge vers ﬁ, quelle que soit I'initialisation et

onaM 5 M. Enfin, la distribution asymptotique de M
est donnée dans [15].

La fonction g(-) caractérisant la vraie distribution est
inconnue en pratique. On note py (y,; Re) la vraie ddp
de y,,. On suppose seulement que les observations suivent
une loi CES centrée de ddp fy (y,,;R), i.e., les données
¥Yi,-.-,¥n sont supposées étre échantillonnées d’une loi
CES,, (0, R, gimod ), avec gmod(t) potentiellement différent
de g(t) pour tout t € R*. L’erreur de modele considé-
rée porte uniquement sur le générateur de densité. Par
ailleurs, on suppose que la matrice de dispersion appar-

tient & un sous-ensemble convexe des matrices hermitiennes,

pour lesquelles il existe une paramétrisation bijective dif-
férentiable g — R (u) de R vers .#. On cherche donc a
estimer le vecteur p de vraie valeur p, et Re = R ()
correspond a la vraie matrice de dispersion structurée.

3 Méthode SESAME

Dans cette section, nous proposons un algorithme en
2 étapes pour l'estimation de p, pour lequel une analyse
théorique des performances asymptotiques est conduite.

3.1 Algorithme

A partir de la distribution supposée sur les données,

CES,, (0, R (1) , gmoa), on calcule d’abord PEMYV non struc-

turé de la matrice de dispersion, R, qui est la solution

Algorithme 1 SESAME

Entrées : y,, ~ CES,, (0,Re,9), n = 1...N iid. avec
N>m
1: Calculer R,, a partir de y,,...,yy avec
2. Calculer R & partir de y;,...,yyn (tout estimateur

consistant de R, a un facteur d’échelle pres)
3: Sortie : Hgpgayp en minimisant Jgz 5 (p) (voir

m R
ou (@).)

/
de avec u(s) = _ Imoals) £ Umoa(s). D’apres [4], on
gmod(s)

S P e . .
a R,, = 0 'R. et sa distribution asymptotique est aussi
connue.

Pour la deuxiéme étape, on estime g en minimisant le
riter ivant J5 4 :
critére suivant ij,R(/"’)

I = arg m;n jﬁm,ﬁ(”) avec
—1

Rnp,R

Tapaw) =m (R (R —R @) R (R - R (1))

+ Ko {Tr (ﬁ_l (ﬁm —’R(u)))r, (5)

ou R désigne n’importe quel estimateur consistant de Re
a un facteur d’échelle pres, tel que par exemple R,,. Les
coefficients intervenant dans le critere J5 ﬁ(#) sont tels

Efy [¥h0d ([tmoal®)]
m(m + 1)

tmod ~ CESm (0,1, gmod) €t Ymod(S) = Stmod(s). On rap-

pelle que fy est la ddp supposée de y,,. En utilisant les

relations entre les opérateurs trace et de vectorisation, on

peut réécrire comime

que K1 = #0et kg = K1 — 1, ou

A= argmin (£, — ()" Y (Fn — ()
2

: (6)

2

~1/2
=argmin ||Y / (T —r(w))
©

~—1

~ —~—1 ~—1 H ~T ~
avecY = k1W  +kavec (R )vec (R ) , W =R ®R,

T = vec ﬁm) et r(p) = vec (R (p)). Ainsi R (1) fournit
une estimée structurée de R,. L’algorithme SESAME est
résumé dans encadré Algorithme[I] En pratique, on choi-
sit R = Ry et on minimise la fonctionnelle 75 5 ().

Etant donné R,, et R, la fonction Tz 7(m)est convexe

par rapport & R (u). Ainsi, pour R € . sous-ensemble
convexe, la minimisation de @ par rapport a R (u) est
un probléeme convexe qui admet une unique solution. Par
conséquent, la bijectivité de la paramétrisation garantit
l'unicité de p.

3.2 Analyse asymptotique

Cette section fournit une analyse statistique des perfor-
mances asymptotiques de I’estimateur proposé, i1, dans un



cadre de modele mal spécifié, i.e. la fonction gy0q pouvant
étre différente de la vraie fonction g.

Dans ce contexte, on introduit classiquement le pseudo-
parameétre p, [9H11] pour mener une analyse asympto-
tique. Ce dernier est défini comme le minimiseur de la
divergence de Kullback-Leibler (DKL) entre la vraie dis-
tribution et celle supposée., i.e.,

Mo = argrrgn D (pyllfu) = arg max Epy [log fx (s )], (7)

. . Py (¥ni M)
ot D (py | fu) 2 E [1og”€
( YH “) P fr (yn;ﬂ)

suppose toujours l’existence et I'unicité de p (voir [10]
pour des conditions nécessaires et suffisantes).

]. Dans la suite, on

Théoréme 1. L’estimée, u1, obtenue par 7 est consis-
tant vers p, défini par (respectivement R (1) vers

o IR (1)),

Preuve succincte. Gréce a la consistance de f{m LS o 1R,
on peut montrer celle de @ vers un vecteur p, défini par
R (pn,) = 0 'R (u,). Ensuite, en explicitant le minimum
de la DKL de et en utilisant I'unicité de la solution de
(4), on montre que py = p,. [

Théoréme 2. Soit g1 'estimateur SESAME de p, obtenu
avec I’Algorithme [I} Alors, on a

VN (fi — o) 5 N (0, BCRM), (8)
avec BCRM est la BCRM dérivée & partir de [11].

Preuve succincte. La premieére étape consiste a montrer
que la distribution asymptotique de g est de la forme

VN (= 1) 5 N (0,T,). (9)

Ceci s’obtient a partir de la distribution asymptotique de
R, [15] et de la méthode delta |16, Chapitre 3] sur une
paramétrisation bijective et différentiable. La deuxieme
étape consiste a montrer 1’égalité entre I',, obtenue pré-
cédemment et BCRM donnée dans [11] en utilisant no-
tamment la formule de Sherman-Morrison [17]. ]

Par manque de place, nous ne présentons que les étapes
principales des preuves des Théorémes|[I]et[2] Le détail des
calculs sera disponible dans un prochain papier de revue.

3.3 Cas particuliers

Dans des cas particuliers, on peut relier I’estimateur SE-
SAME a des méthodes déja existantes dans la littérature.

Le premier cas concerne I’hypothese d’'un modele gaus-
sien pour les données. Ce choix assez courant mene gé-
néralement & une dérivation plus simple des algorithmes,
notamment utile pour une implémentation en temps réel.
Cependant, leurs performances peuvent étre fortement dé-
gradées en présence de données aberrantes ou d’hétérogé-
néité dans les données. La méthode COMET introduite

dans [12] s’avére étre un cas particulier de SESAME. En

effet, elle est obtenue en minimisant le critere J= ~
RscMm;Rscem

dans lequel kK1 =1, ko =0 et ﬁSCM est la matrice de co-

N
. . = 1
variance empirique, Rgom = N E ynyf .
n=1

Le deuxiéme cas est celui d’une connaissance correcte du
modele, ainsi celui supposé pour ’algorithme correspond
au vrai modele des données. Dans ce cas-la, la méthode
SESAME équivaut alors au principe EXIP |13] dérivé pour
les distributions CES (voir [8] pour la ¢-distribution). On
retrouve donc les performances asymptotiques garanties
par 'utilisation de ce principe, en particulier py = p, et :

m(ﬁ_p’e) ﬁ)N<07F71>’

ou F est la matrice d’information de Fisher, dont ’expres-
sion est donnée dans [18].

(10)

4 Reésultats numériques

Dans cette partie, on illustre les résultats de I'analyse
théorique précédente pour la structure Toeplitz avec m =
5 et 10000 Monte-Carlo. Les données suivent une loi de
Weibull mulitvariée de parametres b = 2 et s = 0,8 [4].
On considere 2 scénarios de malspécifications :

x Cas 1 : le modele supposé est gaussien. On utilise
donc Talgorithme COMET de [12], donnant ’esti-
mateur noté ﬁ(l) et le pseudo-parametre uél).

x Cas 2 : le modele supposé est une t-distribution a
dmod = 2 degrés de liberté, donnant ’estimateur
noté ﬁ(Q) et le pseudo-parametre uéz).

On calcule aussi l'estimateur pour le modele bien spéci-

fié noté ﬁ(E), i.e., celui obtenu avec le principe EXIP. On

compare enfin les performances des différents estimateurs

SESAME avec les BCR(M) associées aux modeéles res-

pectifs & travers la Pseudo Erreur Quadratique Moyenne

(PEQM) définie par rapport au pseudo-parametre pt :

PEQM,,, (i) = E [(7 — ) (7 — o)

Sur la Fig.[I} on peut voir que les différents estimateurs
SESAME atteignent asymptotiquement leur BCR(M) res-
pectives. La consistance des estimateurs peut aussi étre
observée sur la Fig.

5 Conclusion

Dans ce papier, nous avons introduit une classe d’al-
gorithmes d’estimation de matrices de dispersion struc-
turées dans un cadre de modéles bien/mal spécifiés. De
plus, nous avons conduit une analyse théorique des per-
formances asymptotiques de la méthode proposée. Enfin,
des méthodes déja existantes dans la littérature s’averent
étre des cas particuliers de notre approche.

(k)
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Fig. 1 — PEQM des estimateurs SESAME
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