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Résumé — Dans cet article, nous proposons une nouvelle approche pour transporter un signal d’un graphe source & un graphe cible. Pour ce
faire, nous créons sur le graphe cible un signal proxy ayant les mémes propriétés de concentration, dans le graphe et dans le spectre, que le
signal sur le graphe source. Le signal proxy ainsi créé pourra ensuite étre, par exemple, utilisé afin de mesurer une distance entre le signal qu’il
représente et un autre signal sur le graphe cible, et ainsi permettre d’identifier un méme phénomene observé sur deux graphes différents.

Abstract — In this article, we propose a novel approach to transport a signal from a source graph to a target graph. To do so, we create a signal
on the target graph that serves as a proxy for the signal on the source graph, with the same localization properties as the signal it represents, both
in the graph and spectral domains. The proxy signal can then be used to represent the source signal, for instance in the computation of a distance,
in order to identify a same phenomenon measured over two different graphs.

1 Introduction

Les graphes fournissent un cadre idéal pour I’étude de nom-
breux domaines, allant par exemple d’un réseau routier, aux
liens d’amitié au sein d’un réseau social. Le domaine du trai-
tement du signal sur graphe (TSG) complémente ce cadre, en
permettant d’étudier des valeurs réelles observées en chaque
nceud d’un graphe, i.e., un signal sur le graphe. Un signal sur
un graphe de réseau routier peut, par exemple, représenter le
nombre moyen de véhicules transitant par chaque carrefour,
et donc encoder des informations sur le trafic et la conges-
tion. L’analyse et le traitement de tels signaux permet d’étendre
I’approche classique en traitement du signal a de nouveaux do-
maines, et d’expliquer des phénomenes complexes via des ou-
tils analogues a ceux utilisés pour les signaux temporels [8, 5].

Classiquement, les signaux sur des graphes sont étudiés et
traités sur une topologie unique. Le probleéme ou 1’on souhaite
comparer divers signaux (modélisant possiblement un méme
phénomene) sur des graphes différents, n’a a notre connais-
sance pas été étudié. La comparaison de signaux vivant sur des
graphes distincts pourrait, si I’on reprend I’exemple du graphe
routier énoncé ci-dessus, permettre de déterminer qu’une situa-
tion de congestion observée dans une ville est équivalente a une
autre telle situation dans une autre ville, et donc de développer
des modeles d’étude de la densité de trafic. Un autre exemple
d’application possible est le transport de signaux définis sur
des graphes irréguliers vers des espaces réguliers, afin de les
classifier via des outils type réseaux de neurones convolutifs.

*Ces travaux ont été financés par la Fondation Hasler, Suisse, dans le cadre
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Nous introduisons une nouvelle méthodologie qui permet, a
partir d’un signal x; sur un graphe G, de créer un signal proxy
x/ sur un graphe G, de telle sorte que x; et x} offrent le méme
compromis en terme de localité au sein des graphes et de leurs
spectres. Le signal x} peut ensuite étre comparé a un signal sur
G- via une fonction de distance sur un graphe (e.g., [7]).

Cet article est organisé comme suit : la Section 2, introduit
les notions nécessaires a la compréhension de 1’approche pro-
posée ; ensuite, la Section 3 donne les détails de notre contribu-
tion ; enfin, la Section 4 illustre I’intérét de notre méthode via
un exemple de partitionnement de signaux.

2 Travaux connexes

Notre objectif dans cet article est de proposer une méthodo-
logie pour transporter un signal x; € RV* d’un graphe G, =
(V1,&1) d’ordre | V1| = N1, vers un autre graphe Go = (Va, E2)
d’ordre [Vo| = N, avec possiblement N1 # No. Ce probleme
est mal posé, ainsi on peut imaginer un grand nombre de ma-
nieres d’atteindre ce but, comme par exemple approximer le
spectre de x; par une fonction continue, que 1’on discrétise en-
suite en chaque valeur propre du spectre de G,. Des auteurs
se sont penchés sur la transférabilité de certains signaux d’un
graphe a I’autre [4], mais ils ne fournissent qu’une borne sur la
déformation d’un signal généré par un méme filtre en fonction
de la différence entre les graphes respectifs.

Dans I’approche proposée ici, nous choisissons de créer pour
x1 un signal proxy x| € RN? sur G, qui préserve le compro-
mis de localité de x; dans les domaines du graphe du spectre.
On peut ensuite traiter x; comme un signal sur G, via son re-



résentant x, pour, par exemple, partitionner des observations
1
d’un phénomene similaire sur deux graphes distincts.

2.1 Le principe d’incertitude sur graphe

En traitement du signal classique, le principe d’incertitude
énonce qu’un signal ne peut étre a la fois localisé en temps et en
fréquence [2]. Des auteurs se sont penchés sur 1’identification
d’un principe similaire dans le cadre du TSG (e.g., [1, |1, 6]).
Nous considérons ici 1’approche proposée en [ 1], qui a ’avan-
tage d’étre analogue au principe d’incertitude classique, et offre
certaines propriétés que nous exploiterons par la suite.

Considérons un graphe G = (V,€) avec |V| = N nceuds.
L’ étalement graphique d’un signal x € RY, qui mesure a quel
point il est concentré sur G, est défini par :
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ou v, € V est un nceud de référence, dg est la distance géodé-
sique sur le graphe, et x[v] est la valeur du signal observée en
v. Le choix du nceud de référence est ici arbitraire, et a comme
conséquence de changer la valeur d’étalement graphique d’un
signal. Ainsi, un signal impulsionnel en v, aura un étalement
graphique nul, alors qu’un tel signal sur un nceud distant aura
un étalement graphique positif. Dans cet article, nous choisi-
rons comme noeud de référence celui qui minimise 1’étalement
graphique du signal pour lequel on cherche a créer un proxy.
Ainsi, v, peut étre vu comme le nceud ou 1’on centre le signal,
a la maniere de 1’opérateur de translation en TSG [&].

Soit L = VAV la matrice Laplacienne (normalisée) as-
sociée au graphe G, avec V sa matrice de vecteurs propres et
A sa matrice diagonale de valeurs propres. 1’ étalement spectral
d’un signal x, qui mesure sa concentration dans le spectre de
G, est défini par :
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ol X = V " x est la transformée de Fourier sur graphe de x [&],
et X[\] est la valeur du spectre du signal associée a .
Il a été montré en [1] que I’ensemble des paires
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nommé région d’incertitude, est convexe, borné, et délimité par
quatre points (ou paires d’incertitude) associés a des signaux
bien identifiables entre lesquels la frontiere de la région d’in-
certitude est une courbe convexe ou concave :
— p,,. = (1,0), associé a un signal impulsionnel en v, ;
— P = (0,Ag,0,(v1)), associ€ au vecteur propre vi du
Laplacien associé a la plus basse valeur propre;;
— P, = (1,Ag,.(x)), associé a un signal impulsionnel
au neeud le plus éloigné (au sens de dg) de v, ;

_ pdmile
v du Laplacien associé a la plus haute valeur propre.

= (ﬁg (Vn), Ag o, (VN)) , associé au vecteur propre

L’algorithme du sandwich introduit en [ 1] permet d’estimer
un nombre arbitraire de points localisés sur la frontiere convexe
de la région d’incertitude entre les paires d’incertitude p, et
P e~ 11 €Xploite la propriété que le vecteur propre associé a la

plus petite valeur propre d’une matrice M,, = Pvc2 —alL, avec
P, la matrice diagonale des distances géodésiques a v. et o le
coefficient de la pente entre deux points de la courbe, minimise
I’étalement graphique pour un étalement spectral fixé.

Ce résultat implique que la frontiere de la région d’incer-
titude entre les paires d’incertitude p, et p, ~peut également
étre estimée directement par I’algorithme du sandwich. De méme,
les deux segments restants peuvent étre aisément estimés en
considérant la négation de L dans le calcul de M,,.

3 Méthodologie

Considérons comme donnés un graphe G; = (V1, &) d’ordre
[Vi| = Ni, sur lequel un signal x; € RN est défini, ainsi
qu’un graphe Go = (V3,E2) d’ordre |Vo| = Ns. On choisit
comme nceud de référence v., € V; celui qui minimise 1’éta-
lement graphique de x;, et comme autre nceud de référence un
sommet arbitraire v., € Va. L'objectif des étapes détaillées
ici est de générer sur Go un signal proxy x} € RN2 ayant les
mémes propriétés de localité (i.e., une paire d’incertitude équi-
valente) que x;, relativement au choix de v, .

3.1 Mettre en relation les régions d’incertitude

La région d’incertitude d’un graphe caractérise, pour tout si-
gnal sur ce graphe, son compromis en termes de localité sur le
graphe et dans son spectre. Une particularité des équations (1)
et (2) est leur continuité, au sens qu’une légére modification
d’un signal ne change que peu la paire d’incertitude associée.
En conséquence, on s’attend a ce qu’un signal plutdt localisé
a la fois sur le graphe et dans son spectre soit associé a une
paire d’incertitude dans la zone inférieure gauche de la région
d’incertitude. De mé&me, un signal trés éparpillé sur le graphe
et dans son spectre se verra attribuer un point dans la zone su-
périeure droite. Afin de garantir qu’un signal x} conserve les
propriétés de localité du signal x;, on s’attend donc a ce que
sa paire d’incertitude se trouve dans la méme zone de la région
d’incertitude de G, que celle de x; dans la région de G; .

Une premiere étape de notre méthodologie est donc de ga-
rantir ce lien entre les portions des régions d’incertitude. Pour
ce faire, on se propose d’associer chacun des quatre points
identifiables (introduits en Section 2.1) de la région d’incer-
titude de ’'un des graphes, a leurs équivalents dans la région
d’incertitude de 1’autre graphe, puis d’étendre cette association
a I’intégralité des frontieres des régions d’incertitude.

Comme indiqué en Section 2, une simple extension de 1’al-
gorithme du sandwich permet d’identifier un nombre arbitraire
de paires d’incertitude a la frontiere de la région d’incertitude.
Soit Bg, la liste ordonnée des B paires d’incertitude estimées
a la frontiere de la région d’incertitude du graphe G1, données



dans le sens des aiguilles d’'une montre, et ayant comme pre-
mier €lément D,..- De la méme maniere, on calcule Bg,, avec
|Bg,| = |Bg,| = B, de telle sorte que la bijection ¢ : Bg, —
Bg, telle que Vi € {1,...,B} : ¢(Bg,[i]) = Bg,[i] associe
bien chaque segment de la frontiere de la région d’incertitude
du graphe G, au segment correspondant dans la frontiere de la
région d’incertitude du graphe G- (cf. Figure 1).

On s’intéresse aussi aux paires d’incertitude b; et by asso-
ciées aux barycentres des régions d’incertitude de G; et G5 :

1 1 &
=5 > Bg,li] et by= 5 D Bglil. 4
=1 =1

Ces points particuliers seront utilisés par la suite comme les
origines respectives de systtmes de coordonnées pour les ré-
gions d’incertitude. On suppose donc implicitement que le ba-
rycentre d’une région d’incertitude devrait étre associé a celui
de I’autre, i.e., qu’un signal sur Go de paire d’incertitude bs est
un proxy pour un signal sur G; de paire d’incertitude b;. Si
cette hypothese reste & prouver, nos expériences suggerent que
des signaux issus d’un méme processus aléatoire correspondent
A des points se distribuant similairement autour du barycentre '.

3.2 Trouver la paire d’incertitude équivalente

Une fois la bijection ¢ définie, on cherche a identifier un
point pj = (ﬁg(xﬁ), Ag ., (x’l)) dans la région d’incerti-

tude de G qui soit équivalent a p; = <ﬁg(x1), Ag ., (x1)>

dans la région d’incertitude de G;. Pour forcer p} a se trouver
dans la méme zone que p;, on procede par triangulation :

1. On identifie I'indice ¢ € {1,..., B} définissant le tri-
angle (by, p;, p;41) incluant p, , avec p; = Bg, [i] etp;,, =
Bo [(i+ 1)%B + 1]:

—

2. On calcule le ratio d’angles § = pibapy ;

P;bip; gy

3. Soit p, le point a I'intersection des droites (b1,p;) et
_ llpy —ball, .

(s, Pis1)- On calcule le ratio des normes p = T
x 2

4. On identifie le triangle équivalent au sein de la région

d’incertitude de G : (bg, o(p;), ¢(pi+1)) ;
¢(@Pe —0-
¢(Pi)b2¢(Pi+1) ’
6. Soit p’, le point a I'intersection des droites (b2, py) et
(¢(p;), #(p;41))- On identifie le point p; sur la droite
b2H2

[Py = _
(b2, pg) tel que o, —all, — p-

5. On identifie un point p, tel que

3.3 Générer le signal proxy x/ associé a p|

Une fois le point pj déterminé, on cherche a identifier le si-
gnal x| € RNz qui le réalise. Pour ce faire, on résout le pro-

1. Le code permettant de reproduire ces expériences est disponible sur
https://github.com/BastienPasdeloup/gretsi2019.

TABLE 1 — Résultats du partitionnement des signaux X'.

K=5| K=20
Rappel 0.848 0.908
Précision | 0.902 0.857

bleéme suivant, par optimisation quadratique successive [3] :

X] € Argmin H(x) Q)

Ix[l, =1,
tq. -~ ,

xeRN2 { (AQ(X), Ago., (X)) =7,
ol H (x) est une fonction encourageant des propriétés désirées
sur le signal x} a créer. Un choix relativement générique pour
H estla somme des différences absolues des premiers moments
statistiques entre x et x;. D’autres propriétés, comme la bande
passante du signal, peuvent aussi étre encouragées ici.

S’il parait évident que la solution n’est pas unique, une ma-
niere simple de le montrer est de considérer un graphe unique
g1 = G, et un signal aléatoire x; sur G, ' Dans la majorité
des cas, le signal x} obtenu par résolution de (5) n’est pas x;.

4 Expériences

Afin d’illustrer notre approche, nous considérons le cas par-
ticulier de signaux localises dans le domaine du graphe, obte-
nus par filtrage d’un signal impulsionnel par un polynéme de
Chebyshev [9]. De tels signaux trouvent un cadre d’application
dans I’apprentissage automatique sur graphe [10].

Nous considérons ici un graphe géométrique aléatoire G; =
(V1,&1) d’ordre N3 = 100, sur lequel on choisit aléatoire-
ment un neeud de référence v, € V1. On considere x; € RN
comme le signal obtenu par convolution d’un filtre de Cheby-
shev d’ordre 5 et d’un signal impulsionnel en v.,. Le graphe
Go = (V2,&2) est d’ordre No = 150, et suit le méme modele
aléatoire. On y choisit aléatoirement un nceud v, € V2 comme
référence pour le calcul de la région d’incertitude de Go. Enfin,
on choisit la somme des différences absolues des 10 premiers
moments statistiques comme fonction H a minimiser en (5).

Afin d’illustrer la qualité de la solution, on génére sur G5 un
signal x, € R™2 obtenu par convolution d’un filtre de Che-
byshev d’ordre 5 avec un signal impulsionnel en v..,. Intuitive-
ment, on s’attend a obtenir un signal proxy x| proche de x5.

La Figure 1 illustre les résultats obtenus pour une instance
aléatoire du probléme avec ces parametres. Comme attendu, le
signal x} obtenu est proche du signal x5 généré directement
via un filtre de Chebyshev en v.,, et possede un spectre plus
similaire que ce dernier a celui du signal d’origine sur G .

Considérons a présent un probleme de partitionnement de
signaux définis sur les graphes G; et Go donnés en Figure 1.
Notons X' g i ’ensemble des signaux obtenus par filtrage d’un
polyndme de Chebyshev d’ordre K de signaux impulsionnels
en chacun des sommets d’un graphe G, et X’ Qj x 'ensemble des
signaux de Xg g transportés sur G, par notre méthode. Consi-
dérons I'ensemble X = Xg sUXG UXg, sUXg, 20. Onse
propose de partitionner les signaux de X en deux ensembles, de
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FIGURE 1 — Exemple du transfert d’un signal x; d’un graphe
G; en (a) a un autre graphe G, en (c). Les spectres associés a x;
et au signal proxy x sont donnés en (b) et (d) respectivement.
Enfin, (e) et (f) donnent un signal sur G5 et son spectre, obtenu
par filtrage d’un signal impulsionnel en v., par un polyn6me
de Chebyshev de méme ordre que celui utilisé pour créer x;.
La bijection ¢ utilisée, ainsi que la détermination du point p7,
sont respectivement données en (g) et (h).

maniere non supervisée. Pour ce faire, on utilise un algorithme
de partitionnement hiérarchique [12], en utilisant comme dis-
tance entre deux signaux de X la norme /o de la différence
entre leurs spectres, donnés en valeur absolue et normalisés.
Les résultats obtenus sont donnés en Table 1, et montrent une
bonne capacité de I’algorithme de partitionnement a séparer les
signaux selon I’ordre du polynome utilisé.

5 Conclusions

Nous avons proposé une premiere méthode permettant de
comparer deux signaux définis sur des graphes différents, via
une approche visant a créer un signal proxy de I’un des signaux
sur autre graphe, tout en préservant ses propriétés de loca-
lité. Nos expériences illustrent 1’applicabilité de notre approche
pour détecter un méme phénomene sur deux graphes distincts.

Ces travaux en étant encore a leur phase préliminaire, de
nombreuses extensions sont prévues. Entre autres, il sera essen-
tiel d’étudier la distribution des points dans la région d’incerti-
tude, et de complémenter nos expériences avec une plus grande
variété de signaux. Une autre direction majeure est I’extension
de I’approche proposée afin de s’abstraire du choix d’un nceud
de référence pour le calcul de 1’étalement graphique.
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