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Résumé — Cette communication concerne la conception, I’implémentation et 1’analyse d’algorithmes gloutons pour la reconstruction parci-
monieuse sous contrainte de positivité. Ces algorithmes, con¢us pour minimiser un critere quadratique sous contraintes de parcimonie et de
positivité, généralisent les algorithmes Orthogonal Matching Pursuit et Orthogonal Least Squares valides dans le cas de la régularisation par-
cimonieuse seule. Intégrer la contrainte de positivité implique des difficultés pour maintenir une implémentation récursive rapide d’algorithmes
mais aussi pour 1’analyse théorique de reconstruction exacte d’un support. Nous présentons des contributions originales pour ces deux problémes.

Abstract — We address sparse approximation under non-negativity constraints, formulated as an £o minimization problem. We introduce a
family of greedy algorithms, so-called Non-Negative Orthogonal Greedy algorithms generalizing Orthogonal Matching Pursuit and Orthogonal
Least Squares to the non-negative setting. Taking the non-negativity constraint into account yields important challenges both in terms of fast
recursive implementation and of K -step exact recovery analysis of a sparse representation. We present novel contributions regarding both issues.

1 Reconstruction de signaux parcimo-
nieux positifs

[De nombreux domaines applicatifs conduisent a résoudre
des probleémes inverses ou le signal ou ’image a reconstruire
sont a la fois parcimonieux et positifs. Citons les exemples de
la télédétection [1], de I’analyse de signaux audio [2]], de la chi-
miométrie [3] ou de la reconstruction tomographique [4]. La
reconstruction d’un signal parcimonieux et positif est naturel-
lement formulée comme un probléme de minimisation ¢; sous
contrainte de positivité, du type :

min ||y — Hz|?> sc. x>0, (1)
llello<K
ol ||| et ||.]lo représentent respectivement la norme eucli-

dienne et la « norme » ¢y, correspondant au nombre d’éléments
non-nuls d’un vecteur.

Ce probléme est connu pour étre NP-difficile [5)]. On dis-
tingue plusieurs catégories d’approches allant des méthodes
de relaxation convexe (via les algorithmes proximaux notam-
ment) aux méthodes d’optimisation non-convexe d’un critere
continu et non-différentiable approchant [[6] ou reformulant [[7]]
le critére ([I]) et aux méthodes abordant directement 1’ optimisa-
tion du critere £o non-modifié via une stratégie d’optimisation
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exacte [8] ou sous-optimale. Les algorithmes gloutons font par-
tie de cette derniere catégorie. Leur principe est de partir d’une
solution nulle et de construire progressivement une solution K-
parcimonieuse en sélectionnant un a un des atomes du diction-
naire H, avec une mise a jour des amplitudes associées et du
résidu d’approximation » = y — Ha au fur et a mesure que les
nouveaux atomes sont sélectionnés.

Les algorithmes gloutons orthogonaux comme Orthogonal
Matching Pursuit (OMP) et Orthogonal Least Squares (OLS)
mettent a jour les amplitudes par un calcul de projection ortho-
gonale. En notant S le support courant, les amplitudes asso-
ciées x(S) sont celles pour lesquelles le résidu d’approxima-
tion rg = y — Hgx(S) est minimum en norme {2, ot Hg est
la sous-matrice de H réduite a .S. Leur calcul nécessite la réso-
lution d’un probléme de moindres carrés non-contraints (ULS
pour Unconstrained Least Squares). Les implémentations effi-
caces des algorithmes gloutons reposent sur 1’idée que la so-
lution de ce probleme de moindres carrés peut étre mise a
jour rapidement lorsque le support est augmenté d’un élément
(S «+ S U {¢}), modulo la mise a jour d’une factorisation ma-
tricielle de type Gram-Schmidt ou de Cholesky [9].

Les algorithmes gloutons généralisés a la reconstruction
de signaux positifs possedent une structure proche des algo-
rithmes gloutons standard, avec a chaque itération, la sélection
d’un nouvel atome et la mise a jour des amplitudes en résol-
vant un probleéme de moindres carrés sous contrainte de posi-



tivité (NNLS pour Non-Negative Least Squares) [10]. Cepen-
dant, leur implémentation pose une difficulté majeure liée au
fait que les problemes NNLS ne possedent pas de solution ex-
plicite. Dans la littérature, ces algorithmes sont réputés lents
et des solutions récursives approchées ont été privilégiées [11].
Dans [12], nous montrons que des implémentations récursives
exactes sont possibles sans nécessiter de surcolit calculatoire
substantiel. Cette contribution est résumée dans la section

L’ analyse théorique des algorithmes vise a caractériser leur
capacité a reconstruire le support d’une représentation K-
parcimonieuse. Les analyses classiques d’algorithmes glou-
tons en K-itérations cherchent & prouver que chaque itéra-
tion sélectionne un atome dans le support du vecteur parcimo-
nieux inconnu [13]]. Elles ne s’étendent pas directement aux
algorithmes gloutons non-négatifs, car les propriétés géomé-
triques sur lesquelles elles s’appuient (en particulier, 1’ortho-
gonalité entre le résidu et I’espace d’approximation) ne sont
plus valables. Il est donc nécessaire de repenser ces analyses.
Dans [14]], nous proposons une analyse basée sur I’hypothese
de cohérence mutuelle faible 4 < 1/(2K — 1) pour analyser
de fagon unifiée différents algorithmes proposés dans la littéra-
ture [10,111]. Les mécanismes sur lesquels cette analyse repose
sont synthétisés dans la section 4]

2 Algorithmes gloutons positifs

La structure générale des algorithmes gloutons orthogonaux
positifs (NNOG pour Non-Negative Orthogonal Greedy algo-
rithms) est résumée dans 1"algorithme [T} Une itération de 1’al-
gorithme consiste en trois étapes :

1. Sélection d’un nouvel atome ¢ ¢ S pour enrichir le sup-
port S de la représentation parcimonieuse.

2. Mise a jour des amplitudes liées aux atomes sélectionnés
(i € S) via la résolution du probléeme NNLS associé au
support de x :

#& = argmin|jy — He|?> s.c. supp(z) C S. (2)
x>0

3. Compression du support.

La principale différence structurelle avec les algorithmes glou-
tons orthogonaux est la troisieme étape de compression du
support. On remarque en effet que les coefficients de la re-
présentation parcimonieuse obtenus apres 1’étape NNLS s’an-
nulent lorsque les contraintes de positivité du probleme (2)
sont activées. L’ étape de compression que nous avons proposée
dans [15} [12] vise a supprimer les indices correspondant aux
coefficients annulés, pour faire coincider S avec le support de la
solution courante x. La structure de I’algorithme est donc sen-
siblement différente des algorithmes gloutons classiques, qui
possedent une propriété d’emboitement entre supports.
L’algorithme|l|est congu comme un algorithme de descente.
Ses deux conditions d’arrét garantissent que le vecteur obtenu
est exactement K -parcimonieux (Card [S] = K') ou qu’aucune
décroissance du critére || y— Hx||? n’est possible en ajoutant un

Algorithme 1: Structure générale des algorithmes
gloutons orthogonaux pour minimiser (I). h; désigne
la 7-eéme colonne du dictionnaire H, et iﬂg représente la
solution NNLS associée au support S.

entrées: y, H, K
sorties : x
1Lz 0,5« 0;rs+y;
2 tant que Card [S] < K et max;¢g hirg > 0 faire

3 Sélectionner un atome £ ¢ S';
4 S+ Su{t};

5 z <+ &

6 S < supp(x);

7 rs=y— Hx;

8 fin

nouvel atome au support courant. La condition hirg > 0 ga-
rantit en effet que I’erreur quadratique peut décroitre en sélec-
tionnant I’atome %, ce qui nous a conduit a introduire le concept
d’« atome descendant » dans [12].

La structure des algorithmes NNOG dans le tableau |1] est
commune a différents algorithmes comme Non-Negative Or-
thogonal Matching Pursuit (NNOMP) [10], défini comme
une généralisation d’OMP, Non-Negative Orthogonal Least
Squares (NNOLS) et Suboptimal Non-Negative Orthogonal
Least Squares (SNNOLS), qui sont deux généralisations
d’OLS [16]. Dans leur principe, ces algorithmes différent uni-
quement par leur regle de sélection du nouvel atome :

(NNOMP  arg max hirg, 3)
¢S

(SNNOLS € argmax birg, 4)
¢S

PNNOLS arggmin ||7°;§U{i}||27 (3)
igS

ol r;ru{i} =y — Haﬁjgu{i} désigne le «résidu positif » 1ié a la
solution NNLS pour le support S U {i}, et b; représente le pro-
jeté orthogonal normalisé de h; sur le sous-espace orthogonal
aux atomes h;, j € S.

La regle de sélection de NNOMP est une extension directe
de celle d’OMP, qui maximise |h{rg|. De méme, NNOLS suit
le mécanisme d’OLS, ou I’atome sélectionné est celui qui en-
gendre une décroissance maximale du résidu d’approximation.
Finalement, SNNOLS est inspiré d’une vision géométrique
d’OLS en terme d’angle maximal entre le projeté orthogonal
b; de I’atome candidat et le résidu courant. Si les deux inter-
prétations d’OLS en terme d’optimisation et de géométrie pro-
jective sont équivalentes, cette équivalence n’est plus valable
dans le cas des algorithmes gloutons positifs, ce qui conduit a
deux algorithmes distincts SNNOLS et NNOLS [12].

NNOMP est clairement le moins coiiteux des trois algorith-
mes, car sa regle de sélection ne repose que sur le calcul d’un
produit scalaire par atome. Néanmoins, ses limites de perfor-
mance pour des problémes mal posés nous ont poussé a nous
intéresser aux algorithmes inspirés d’OLS, dont la complexité
calculatoire est accrue. La différence de complexité entre NN-



OLS et SNNOLS s’avere délicate a analyser a partir des expres-
sions (@) et (3). Nous avons montré que (@) équivaut a [12] :

SNNOLS e arg min{ min |y — Hsu — hw||2}. (6)
i¢S u,v>0

Il apparait alors que le test de sélection d’atome de SNNOLS
est largement moins coliteux que celui de NNOLS, car (6)
est un probleme de moindres carrés non-contraint par rapport
a w; la contrainte de positivité porte sur variable scalaire v
seulement. Par opposition, le calcul de rgu ;1 dans le cas de
NNOLS nécessite de résoudre un probléme NNLS avec des
contraintes de positivité sur u et v.

3 Implémentation rapide

Dans I’édition précédente du Gretsi [15], nous avons pré-
senté une implémentation rapide de NNOMP basée sur la ré-
solution récursive des sous-problemes NNLS par 1’algorithme
des contraintes actives [17] avec un démarrage a chaud cor-
respondant a une initialisation par I’itéré courant de NNOMP.
L’ algorithme des contraintes actives résout le probleme NNLS
de facon exacte en un nombre fini d’itérations. Comme il pos-
sede une structure gloutonne, les implémentations qui résultent
de son couplage avec les algorithmes NNOG sont pleinement
récursives. Nous avons constaté empiriquement que 1’algo-
rithme des contraintes actives avec démarrage a chaud converge
en un tres faible nombre d’itérations.

Dans [12], nous avons proposé une série d’améliorations
supplémentaires visant a résoudre les problemes de sélection
d’atomes (3)-(3) de maniere rapide. Il s’agit (i) de prédétec-
ter que certains atomes candidats ne sont pas descendants et
donc les écarter; (ii) pour les atomes restants et dans le cas
de NNOLS (qui requiert la résolution répétée de problemes
NNLS), un précalcul des solutions du probleme ULS pour le
support candidat S U {i} permet de détecter des atomes non-
optimaux au sens de (), ce qui nous évite des appels a NNLS.

A titre d’exemple, les tests effectués dans [12]] pour un pro-
bléme de déconvolution impulsionnelle de taille =z € R!'!40
avec un filtre passe-bas montrent que pour un support S de
taille 80, il y a 30 % d’atomes candidats (i ¢ S) non testés,
68 % d’atomes candidats pour lesquels seule la solution ULS
associée a S U {i} est calculée, et seulement 2% des atomes
candidats pour lequel un appel a NNLS est requis.

4 Analyse d’algorithmes gloutons or-
thogonaux positifs

L analyse théorique des algorithmes NNOG en termes de re-
construction exacte du support d’une représentation parcimo-
nieuse y = Ax (avec > 0) est un probleme ouvert. En effet,
a notre connaissance, il n’existe pas d’analyse mathématique
des algorithmes NNOMP, NNOLS et SNNOLS. Néanmoins,
Bruckstein er al. [10] ont conjecturé que NNOMP présente des

garanties de reconstruction exacte en K itérations si la cohé-
rence mutuelle du dictionnaire 1 = max;»; |(h;, h;)| vérifie :

< 1
2K —1°
Dans [14], nous avons prouvé cette conjecture non seule-

ment pour NNOMP mais aussi pour NNOLS et SNNOLS.

Notre technique de preuve s’appuie sur une analyse de préser-

vation de signe par les algorithmes OMP et OLS. Nous avons
d’abord établi le résultat suivant.

W (7)

PIRY 1 .
Théoreme 1. [l/4, Cor. 1l1.1] Supposons que p < sz—. Soit
y = Hx une représentation K-parcimonieuse avec x > 0.
Alors OMP et OLS reconstruisent correctement le support de x
en K itérations. De plus, pour chaque itérationk =1,... K,

les poids des k atomes sélectionnés sont positifs.

La premiere partie de ce résultat est bien connue. En ef-

fet, est une condition nécessaire [[18] et suffisante [13} [19]
de reconstruction exacte quelles que soient les amplitudes non
nulles des poids dans . La deuxiéme partie du théoréme in-
dique qu’en régime de reconstruction exacte, I’itéré courant
d’OMP/OLS a des coordonnées positives. Comme cet itéré cor-
respond a la solution du probléme des moindres carrés (ULS)
associé au support courant S, la solution NNLS correspondant
au méme support coincide avec la solution ULS. La trés grande
proximité entre les regles de sélection d’atomes d’OMP et de
NNOMP (B) nous permet de conclure que les itérés de NNOMP
et OMP coincident. De facon parallele, ceux de NNOLS, SN-
NOLS et OLS coincident, d’ou le résultat suivant.
Théoreme 2. [[[4, Cor. I11.2] Supposons que p < ﬁ Soit
y = Hx une représentation K-parcimonieuse avec x > 0.
Alors les itérés de NNOMP coincident avec ceux de OMP. De
plus, les itérés de NNOLS et SNNOLS coincident avec ceux
de OLS. Par conséquent, NNOMP, SNNOLS et NNOLS recons-
truisent tous le support de x en K itérations.

Notons enfin que NNLS étant des problémes d’optimisation
contraints, certaines contraintes de positivité sont susceptibles
d’étre activées a chaque itération des algorithmes NNOG, en-
trainant I’annulation des poids correspondants dans la repré-
sentation parcimonieuse. Dans ce cas, 1’algorithme NNOG doit
effectuer un nombre d’itérations supérieur & X pour pouvoir re-
construire une représentation réellement K -parcimonieuse. Le
théoréme |2 indique que le phénomene d’annulation des poids
ne se produit pas en régime de reconstruction exacte.

5 Conclusions

Nous avons présenté un panorama unifié des algorithmes
gloutons orthogonaux non-négatifs (NNOG), congus comme
des algorithmes de descente pour le probleme de minimisation
Lo (@), ainsi qu’une analyse de leur propriété de reconstruction
exacte d’un vecteur K -parcimonieux positif sous 1’hypothese

de cohérence mutuelle inférieure & 52—



Du point de vue pratique, nous avons développé un logiciel
Matlab en acces libre qui integre les implémentations récur-
sives proposées en Section [3][20]. Nous avons effectué des si-
mulations numériques extensives [[12] visant a comparer les al-
gorithmes NNOMP, SNNOLS et NNOLS pour des problemes
difficiles de type déconvolution impulsionnelle avec un filtre
passe-bas, pour lesquels la cohérence mutuelle est proche de
1. 11 ressort d’abord de ces tests que bien que les algorithmes
non-négatifs sont plus coliteux que les versions standards OMP
et OLS, le surcofit n’est pas rédhibitoire grice aux implémen-
tations rapides proposées (le ratio en temps de calcul entre les
versions standards et non-négatives n’excede jamais un facteur
5 pour des problemes de taille 1200 avec K = 80). NNOMP
s’avere plus rapide mais nettement moins précis que SNNOLS
et NNOLS pour reconstruire le vecteur parcimonieux. La pré-
cision est évaluée en termes d’erreur quadratique sur x et de
nombre de vrais positifs dans le support trouvé. Ces deux al-
gorithmes fournissent des reconstructions parcimonieuses de
qualité comparable, SNNOLS étant sensiblement plus rapide.
Plus précisément, on peut noter que le nombre d’itérations de
NNOLS pour atteindre un support de taille K est sensiblement
plus faible que celui de SNNOLS (en moyenne 120 itérations
contre 150 sont nécessaires pour obtenir un support de taille
K = 80 pour I’exemple donné dans [20]) mais le colt par ité-
ration de NNOLS reste plus important. En revanche, les défauts
de SNNOLS semblent &tre plus prononcés pour des problemes
de type « super-résolution » en utilisant des grilles fines (impli-
quant des dictionnaires plus gros et plus corrélés), oi le nombre
d’itérations de SNNOLS augmente significativement, induisant
un colt calculatoire qui devient globalement supérieur a celui
de NNOLS.
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