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Résumé — Contrairement au cas ol toutes les données sont observées, le probléme de factorisation non-négative de tenseur partiellement
observé n’admet pas nécessairement d’optimum global. Néanmoins, en imposant des contraintes de régularité sur les facteurs 1’existence d’un
optimum global peut étre prouvée. Nous proposons un algorithme d’approximation de la complexité maximale garantissant I’existence d’un tel

optimum ainsi qu’un algorithme d’optimisation sous cette contrainte.

Abstract — Contrary to the case where all entries are observed, the non-negative matrix factorization problem is not guaranteed to have a global
optimum when the observed tensor has missing entries. This existence can however be proved in the case where some smoothness constraints
are imposed on the factors. We propose an algorithm to estimate the maximal complexity constraint which guarantees the existence of such a
global optimum as well as an optimization algorithm to solve the tensor factorization problem under this constraint.

1 Introduction

Les modeles de factorisation de tenseur sont répandus dans
des domaines variés allant de la psychométrie et la chimiométrie
au traitement du signal et a I’apprentissage machine. Cette po-
pularité s’explique en partie par leur flexibilité et leur facilité
d’interprétation. Néanmoins, 1’étude théorique de telles facto-
risations est encore limitée car elles nécessitent de résoudre des
problémes d’optimisation non-convexe. Il a de plus été observé
que ces méthodes peuvent étre sujettes a des dégénérescences
comme c’est le cas de la décomposition PARAFAC (voir [9]).
Dans ce cas particulier, I’ajout de contraintes de positivité des
facteurs permet d’éviter ces dégénérescences et il a été prouvé
dans [10] que le probleme de factorisation non-négative de ten-
seur admettait un optimum global du fait que sa fonction objec-
tif est coercive. Dans [4], nous montrons que, si le tenseur n’est
que partiellement observé, la coercivité n’est plus vérifiée, mais
qu’elle peut étre rétablie par 1’ajout de contraintes de régularité
sur les facteurs. Nous y introduisons une contrainte de com-
plexité maximale garantissant la coercivité de la fonction ob-
jectif. Cette complexité maximale est notamment utilisée pour
prouver I’existence d’un optimum global au critere pénalisé.
De plus, le calcul de cette complexité maximale peut étre un
outil intéressant pour obtenir une bonne initialisation de 1’algo-
rithme d’optimisation et/ou guider le choix de ses parametres
de pénalisation. Dans le présent article, nous proposons, dans
un premier temps, un algorithme calculant une approximation

(inférieure) de cette complexité maximale. Dans un second temps,

nous proposons un algorithme de résolution du probleme d’op-
timisation sous cette contrainte. La suite est organisée comme
suit. Dans la Section 2, nous décrivons le probléme traité apres
avoir introduit les notations et résultats nécessaires. Les sec-
tions 3 et 4 contiennent la description des algorithmes de cal-
cul de la complexité maximale et d’optimisation du probléme
contraint. Enfin des expériences numériques sont briévement
décrites en section 5 et nous concluons en section 6.

2 Description du probleme

2.1 Notations

L’intervalle d’entiers entre i et j est noté [i,j]. Les ten-
seurs et matrices sont représentés en gras majuscule et les vec-
teurs en gras minuscule. Pour les coordonnées, nous utilisons
la police standard. Pour indexer les tenseurs, nous utilisons
un grille d’entiers i = 41, := (i1, - ,in) € ZouZ =
HTJLI [1,1,]. Le déroulement d’un tenseur X sur son n-éme
mode est noté X(n), les notations o, ® et ® sont respective-
ment utilisées pour le produit tensoriel, le produit d”Hadamard
et le produit de Khatri-Rao et (-, -) ., |||  désignent le produit
scalaire et la norme de Frobenius (voir [8]). La norme de va-
riation totale d’ordre p > 1 d’un vecteur a € R’ est définie

1/p
par [[af|py , = (Zf;ll la; — ai+1|p) . Enfin, nous notons

ST, = {a eRi : all, = 1} la sphere du cone positif as-



sociée a la norme ||-|,, qui désigne la norme ¢ usuelle sur R
pour ¢ € [1, ).

2.2 Probléeme considéré

Le probléme de factorisation non-négative d’un tenseur X €
RIXXIN peut s’exprimer comme 1’approximation de X par
un tenseur du type Zf‘zl )\Tagl) o-- ~oa7(~N) ou)\,. >0et aﬁ") S
S}rmq pour 7 € [1,R] etn € [1, N]. Les données manquantes
sont encodées par un masque binaire W € {0, 1}71%>In et
le probléme se traduit par la minimisation d’une erreur quadra-
tique pondérée. Le Théoréme III.2 de [4] montre qu’en ajoutant
une pénalité sur les facteurs, par exemple par leur norme de va-
riation totale, il est possible de garantir que la fonction objectif
sous-jacente admet un minimum global. Les arguments utilisés
dans la preuve de ce résultat (voir [4, Section 6]) permettent
de montrer que, pour C > Oet p € (0, +oo}N choisis, le

probleme (minimisé en ((al™),cp1.r]nep.n1> (Ar)reqra])

R 2
W ® <XZ)\Ta§1)O...Oa£N)>

min
r=1 F
(D
t.q Vr € [1,R], A\ >0
Vn € [[I,N]],ain) € S}L q’ et Hagn) < pnc
" V7p

admet un optimum global. Il est notamment montré dans [4]
qu’a p fixé, il existe une borne supérieure stricte a I’ensemble

des C' pour lesquels la fonction objectif contrainte du probleme (1)

est coercive. Le Lemme V1.4 de [4] montre que cette borne est
égale alaconstante Cp, o(p, Zw) avec Iw = {i€ Z : W; > 0},
ot la grandeur C, ,(p, Z") est définie pour Z' C 7 de la maniere
suivante. Tout d’abord, nous définissons, pour tout n € [[1, N]
et J C[1,1L,],

Mip.q(T) := inf {||a||Tv7p acSh Vi€J,q = o} .

Ensuite, pour Z' C Z, et n € [1, N], nous notons m,(Z') :=
{in, : 1€ I’} la projection de Z’ sur la n-eme coordonnée et

définissons
Vn € [[].,Nﬂ y Jn - 71—n(-zl)7
I/ = . M
ST) {j“v VieZ',3ne[l,N], i, < T

la classe des N-uplets /1.y = (J1, - , Jn) ol chaque élément
Jr, est un sous ensemble des n-emes coordonnées des vecteurs
d’indices appartenant a Z' et tels que chaque vecteur d’indice i
appartenant & 7' admet au moins une coordonnée, par exemple
la n-&me, dans le 7,, correspondant. Enfin, pour p € (0, +oo]N
et Z' C T, nous définissons

Cp)q(p,I/) = min {Cp7q(pa jl:N) : JiN € j(zl)} , @)
ol

00 sidn, J, =[1, 1],
Cpqg(p, J1:N) = max Mn,p,q(Tn) Sinon.
n€[1,N] Pn

Dans la prochaine section, nous proposons un algorithme
itératif convergeant en temps fini vers C), 4(p,Z’) de maniere
croissante.

3 Calcul de la complexité maximale

Dans un premier temps, nous supposons m,, ,, ,(J) connue
et nous nous intéressons au calcul de C, 4(p,Z’) pour Z' C Z,
p,q > letp € (0,4+0c]™ donnés. En d’autres termes, nous
cherchons a minimiser la fonction J1.x — ¢ q(p, J1.n) sur
I’ensemble discret _# (Z'). En observant que cette fonction est
croissante si ’on munit ¢ (Z’) de I’ordre partiel défini, pour
tout J1.n, J{. - par

jl;N C jllN @Vn S Hl,Nﬂ,jn C jylL 5

nous pouvons restreindre la minimisation aux Ji.xy € _Z (Z')
vérifiant que, pour tout J{.x € Z(Z') \{Jun}, Ty &
J1:n. Nous notons _#'(Z") cet ensemble. Nous proposons alors
de construire itérativement les ensembles (7' (Z))ke[o,|z)']
ot 7, = {i® : ¢ < k} pour une énumération iV, - - - ,i(|I/|)
de 7’ donnée.

3.1 Algorithme proposé

L’algorithme se base sur la caractérisation de _#'(Z" U {i})
en fonction de #’(Z'). Par définition, il est déja clair qu’un
élément de #'(Z’ U {i}) s’écrit forcément J1.n +, 1 avec
Ji.n € _Z'(Z') et ou la notation J{.y = Ji.n +m 1 si-
gnifie que J,, = Jm U {im} et J, = T, pour tout n #
m. Néanmoins, nous pouvons étre plus précis. Afin de com-
prendre cela, considérons d’abord I’exemple ou Z = [1, 2]]2 et
7 = {iM,i® i®} = {(1,1),(1,2),(2,2)} comme illustré
en Figure 1. Tout d’abord, on commence avec Zg = (), puis on
ajoute i) = (1,1) et _#'(Z;) est alors donné par les noeuds
de la premiére couche de I’arbre de la Figure 1. Pour & = 2, on
construit Jy.o 4+, i®) pour tout Jy.0 € F'(T)etm € [1,2].
Cela engendre les 4 noeuds de la deuxieéme couche de 1’arbre.
Nous pouvons alors retirer les noeuds grisés car ils contiennent
tous les deux ({1},0) et donc ne sont pas dans ¢'(Z,). La
construction se poursuit en retirant a chaque itération les noeuds
non valides.

k= 0 1 2 3

({1,21,0)
({13,0) <
({13.0) < ({1}, 2))
(

({1}{1})
(07{1})< ({2}, {1,2})
04120 gy

FIGURE 1 — Illustration de 1’algorithme. Pour chaque colonne
les noeuds non grisés sont les éléments de ¢/ (Zy).

L’exemple illustratif montre qu’a chaque itération, pour m €



[1, N] seul un sous ensemble de _#'(Z;) doit étre considéré
pour construire des éléments de _#’(Zy1 ). La Proposition sui-
vante (cf [3, Proposition 8.6.1]) caractérise ce sous ensemble.

Proposition 3.1. Soient T’ C T eti € I. Alors

N
(T Uiy = (J{Aw 4mi s Jin € (T 0)}

ou Zm(T', i) est 'ensemble des J1.n € _#'(1") satisfaisant
au moins 'une des assertions suivantes.

(i) im & T (Z').
(ii) i € T
(iii) im € T (Z') et pour tout Jy.y € Z'(T') tel que i, €
TpponaJl.ny € JiN +m i

L’étape k de I’algorithme, i.e. la construction de ¢ (Z—1 U
{i)}), consiste alors a vérifier, pour tout J;.y € I (Zi—q) et
toutm € [1, N[, si Ji.n € Fm(Li—1, i(k)). La complexité al-
gorithmique du calcul obtenu pour (_#'(Zk))e(o,z7] dépend
de 7'. Elle peut étre trés élevée, par exemple, si pour tous i, j €
T’ distincts et tout n € [1, N] on a i,, # jy, alors I’algorithme

proposé effectue O(N ‘I,|) itérations. Néanmoins, lorsque les
éléments de Z’ ont beaucoup de coordonnées communes, 1’arbre
illustré en Figure 1 n’est pas entierement construit et la com-
plexité peut étre bien plus faible en pratique.

Un avantage déterminant de cet algorithme repose sur le fait
que, pour tout k € [1,|Z'| — 1], Cp 4(p, Zk) < Cp 4(p, Tii+1)-
Ainsi, si 1’algorithme est interrompu au bout de K itérations,
la constante obtenue est un minorant de la constante cherchée
Cp.q(p,I") et peut donc étre utilisée a sa place pour garantir
I’existence d’un optimum global au probleme (1).

Une autre observation intéressante est que la complexité de
I’algorithme est considérablement diminuée dans le cas ou tous
les facteurs ne sont pas pénalisés, i.e. si I'un des p,’s vaut
+0o. En effet, si p,, = 400 et m,(Z') = [1, ], on a (cf
[3, Lemme 8.6.3])

Cp,q(Pvz/) = min Cp, (p(_m%Ij{(*m)) ’

JE[L,Im]
oil p{~™) est le vecteur p privé de sa m-ieme composante
et I]'-(_m) est I’ensemble des i(~™) pour i parcourant Z’ et
vérifiant 7,, = j.

3.2 Approximation de m,, , ,(J)

Pour que I’approximation de Cp 4(p,Z’) fournisse une va-
leur garantissant que le probleme (1) admet un optimum global,
il est suffisant d’avoir une borne inférieure de m,, ,, (7). Dans
le cas ol p = ¢, une telle borne est obtenue par le résultat sui-
vant [3, Corollaire 8.7.4] ou, pour tout d > 1, B est la matrice
d x d triangulaire supérieure constante égale a 1 au-dessus de la

z € R, ||z, < 1}.
Dans le cas o p = 1, 2, une forme close de || Byl|,, ,, est facile-

ment obtenue. Pour p > 2, des bornes inférieures peuvent étre
obtenues a partir des inégalités (1.2) et (1.3) de [5].

diagonale et | B4||, , = sup{HdeHp :

Proposition 3.2. Soientp > 1, J = {j1,--- ,jx} C [1,1,]
avec j1 < --- < jix et K > 1. Alors

-1 -1
< mnypﬁp(j) < "BAf(j)_l

)

B—
H al(g)-1 D,p

P.p
avec HBOH;; = +oo et

oo o Jke = k-1 t1
Af(j) = maX{]h(In jK+1)’2§/€SK\‘ 2 J} ’

max

AT = (L — Jk =gk +1
A7 (J) = max {Jl» (I, —jx + 1),22}5%)([{ ’V 5 ,

oi pour tout x € R, |x| < x < [z] constitue I’encadrement
optimal de x par des entiers.

4 Algorithme HALS

Dans cette section, nous proposons d’utiliser un algorithme
HALS (Hierarchical Alternating Least Squares) pour la résolution
de (1), qui consiste a minimiser alternativement chaque aEf’) et

Ar. La minimisation en A, s’écrit simplement
<W XD We@o . o a$N>)>F
Ar =
T 2 )
HW ® (agl) 0---0 aSqN))HF

+
avec XM = X — Zsyér )\sagl) 0---0 agN). La minimisation

(n)

en a, = est équivalente au probléme

, 1
min —a'Ma+b'a, 3)
acsy llallpy,,<pnC 2

®2
(W33 (@) )

_ (r) ®2 (m)
b=\ (X[ WE2) @, 2™
Dans le cas ou p, = 400, la contrainte sur la norm TV

disparait et une approximation de la solution peut étre obte-
-M™'b N
PR ML

ot I’on a défini M = A\2diag

, il est aussi possible de minimiser le

probleme (3) sous contrainte a € Ri" puis de normaliser le
résultat. Dans le cas ou p, < +o00, en observant que, pour
a € R, allpy, = [|[Lal|, ou L est la matrice (I, — 1) X I,
ayant pour (¢, j)-eme entrée L; ; = 1sii = j, L; j; = —1si
j =i+ 1letL;; = 0 sinon, nous proposons de séparer les
variables a et La et de reformuler le probleme par

o1
min Za™Ma+b a+ly; (a)+Tp,,ci(el,) Loz = La,

a,z
ol Ic(x) = 0six € C et 400 sinon. Ce probleme peut étre
résolu par la méthode ADMM (Alternating Direction Method
of Multipliers), voir par exemple [6]. La mise a jour de a nécessite
alors de minimiser une fonction quadratique sur Slt, 4 €t nous
pouvons appliquer les méthodes décrites dans le cas p,, =
+o00. La mise a jour de z nécessite de calculer la projection
orthogonale sur une boule de la norme p. Pour p = 2 la pro-
jection admet une forme close, le cas p = 1 est traité dans [2]
et pour p > 2 des méthodes de Newton peuvent étre utilisées
comme dans la boite a outils Matlab BPDQ [7].



cpwopt swntf
Missing | R=3 R=6| R=3 R=6
25% 96.5 99.7 100.0  100.0
50% 98.1 100.0 | 100.0  98.5
70% 99.3 100.0 79.9 65.7

TABLE 1 — Accuracy (en %).

5 Résultats expérimentaux

Afin d’évaluer le modele proposé, nous construisons un ten-

seur Y = X +oE e R on =50, X =37 Nallo
a&z) o a7(~3) et E est un tenseur de variables normales centrées
réduites. L'écart type o > 0 est pris comme dans [1], i.e.
o = (100/v — 1)~V2 2 ayec 1 = 2. Les a'® sont tirés

11,
uniformément sur [0, 1] et les facteurs a! eta® sont les par-

ties positives de fonctions générées a partir de 7 fonctions B-
Spline d’ordre 4. Nous générons 60 tenseurs pour R = 3,6.
Parmi ces tenseurs, 30 sont tels que ag.l), a$.2) ne s’annulent
pas et, pour les 30 autres, on autorise les facteurs a s’annuler
sur des intervalles. Nous générons aussi 10 masques binaires
de valeurs manquantes tirées uniformément pour différentes
proportions. Ainsi, pour chaque rang et proportion de valeurs
manquantes, 150 expériences sont lancées (15 tenseurs et 10
masques). Dans tous les cas, nous prenons p = [I—1, I~1 o]
et p = ¢ = 2. Une borne inférieure de C) ,(p, Zw) est cal-
culée en utilisant les résultats de la section 3 et nous prenons
C =0.9x Cpq(p, Iw) dans (1).

Nous comparons notre méthode, que I’on nomme swntf (pour

Smooth Weighted Nonnegative Tensor Factorization), a la méthode

cpwopt de [1] dans laquelle nous utilisons L-BFGS-B comme
solveur pour traiter la contrainte de positivité. Dans les deux
cas, une initialisation basée sur la SVD est utilisée. Pour les
deux algorithmes le nombre d’itérations maximal est fixé a
103 et 1’algorithme est stoppé si I’évolution relative de 1’er-
reur devient inférieure a 1075. Les résultats sont évalués par
I’acurracy définie dans [1] qui calcule la proportion de bonne
reconstruction des facteurs dans les 150 expériences décrites
plus haut. Les résultats sont présentés dans le tableau 1. Les
deux méthodes donnent des résultats similaires jusqu’a 50% de
valeurs manquantes mais, pour 70%, notre méthode se dégrade
fortement contrairement a cpwopt. Cette différence peut s’ex-
pliquer par la robustesse de 1’algorithme L-BFGS-B utilisé pour
le critére non contraint.

6 Conclusion

Dans ce papier, nous avons proposé un algorithme permet-
tant d’approcher la constante optimale de régularité des fac-
teurs garantissant I’existence d’un optimum global au probleme
de factorisation non-négative de tenseur. Nous proposons aussi
de résoudre le probleme sous contrainte en se basant sur la
méthode ADMM. Les expériences montrent que cet algorithme
est moins robuste que I’algorithme L-BFGS-B utilisé dans 1’ état

de I’art. Néanmoins le calcul de la complexité maximale pour
la coercivité est une approche nouvelle intéressante a approfon-
dir pour évaluer les contraintes ou les pénalités de régularité
adaptées a un probléme donné de factorisation non-négative de
tenseurs.
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