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Résumé — La notion de tenseur a valeurs quaternioniques revét un intérét récent pour I’analyse et le traitement de signaux 3D et 4D. Nous
explicitons ici les difficultés théoriques relatives a la définition d’un tel objet mathématique, et proposons une solution permettant la conservation
des propriétés algébriques tensorielles usuelles. Ce nouveau modele autorise 1’extension au cas quaternionique des décompositions tensorielles de
Tucker et canonique polyadique. Pour cette derniére, nous introduisons un algorithme de type ALS dont la pertinence est validée numériquement.

Abstract — Quaternion-valued tensors are of recent interest for the analysis and processing of 3D and 4D signals. We explain here the theoretical
difficulties related to the definition of such a mathematical object, and propose a solution allowing the preservation of the usual tensor algebraic
properties. This new model allows the extension of Tucker and canonical polyadic decompositions to quaternion tensors. For the latter, we
introduce an ALS-type algorithm whose relevance is numerically validated.

1 Introduction

Les quaternions sont une généralisation des nombres com-
plexes en quatre dimensions, permettant une représentation na-
turelle géométrique et compacte des signaux multidimensio-
nels, en particulier 3D et 4D. De ce fait, les matrices a va-
leurs quaternioniques ont été utilisées avec succes en imagerie
couleur, séparation de sources polarisées, traitement d’antenne
vectorielle, etc. Cependant, on assiste ces dernieres années a
un accroissement de la complexité des données, qui requiert
Iutilisation de modeles prenant explicitement en compte de
multiples diversités : les tenseurs. Toutefois, malgré la popu-
larité des représentations et modeles quaternioniques en trai-
tement du signal/analyse des données, les travaux existants se
limitent a considérer des tableaux multidimensionnels de qua-
ternions, sans s’intéresser a la structure sous-jacente d’espace
tensoriel [[1,]2]]. L’absence de définition pour les tenseurs qua-
ternioniques peut en outre s’ expliquer par la noncommutativité
du produit quaternionique, ce qui interdit une extension directe
des définitions classiques du cas réel ou complexe.

Apres avoir explicité les difficultés inhérentes a la définition
d’un tel objet mathématique, nous proposons une définition
d’un tenseur quaternionique permettant la conservation d’un
nombre maximum de propriétés usuelles du calcul tensoriel.
Nous revisitons les principales décompositions tensorielles —
Tucker et la décomposition Canonique Polyadique (CPD) —
pour ce nouveau modele. Enfin, nous introduisons un algo-
rithme de type ALS pour I’estimation du modele CPD, dont
la pertinence est démontrée par une expérience numérique.

*Travail soutenu par I'INS2I dans le cadre du projet TenQ (2022).

2 Vecteurs et matrices de quaternions

Quaternions L’ensemble des quaternions H définit un corps
de dimension 4 de base canonique {1, 4, j,k} ou 4,7, k sont
des nombres imaginaires purs tels que i* = j? = k? = ijk =
—1,t5 = —jietij = k. En particulier, ces relations montrent
que H est un corps non-commutatif, c’est a dire que pg # gp
en général pour tout p,q € H. Tout quaternion s’écrit ¢ =
Qo +2qp+7qc+Kqgq 00 qq, G, Gc, g4 € R sont les composantes
de ¢. La partie réelle de q est Req = g, et sa partie imagi-
naire est Im ¢ = 4q + jq. + kqq. Un quaternion est dit pur si
Re ¢ = 0. Le conjugué de g est défini par ¢* = Re ¢—Im ¢. Son
module est |q| = /qq* = \/¢¥¢ = /a2 + ¢ + q2 + ¢>. Tout
quaternion ¢ # 0 admet un inverse donné par ¢~* = ¢*/|q|*.

Algebre linéaire quaternionique A !’instar des cas réel et
complexe, les notions de vecteurs et matrices quaternioniques
peuvent étre définis en considérant des tableaux 1D et 2D de
quaternions. Ainsi, un vecteur quaternionique ¢ € H” de di-
mension N est défini par ses entrées (q); = ¢; € H. De
méme, une matrice quaternionique A € HM*N a pour en-
trées (A);; = a;; € H. Sa transposée est notée par AT et sa
matrice adjointe est donnée par AH 2 (A*)T = (AT)*. La
définition du produit matriciel est toutefois compliquée par la
noncommutativité du produit quaternionique. Etant donné deux
matrices A € HM*N B ¢ HV*P, on distingue ainsi deux
types de produits matriciels — gauche et droit — définis par :

N N
(A ‘L B)ij £ Z aikbkj et (A ‘R B)ij £ Z bkjai;.c .
k=1 k=1



En particulier A -1, B # A -r B en toute généralité. Ces deux
produits vérifient différentes propriétés algébriques, dont les
plus importantes sont [3] :

— transposition: (A -, g B)' = BT .p; AT

— conjugaison : (A -p g B)" = A* -p; B*

— adjoint : (A ‘L.R B)H = BH ‘LR AN
Pour plus de détails sur le sujet de 1’algebre linéaire quaternio-
nique, on pourra se reférer a [4]] et références associées.

Espaces vectoriels quaternioniques Les quaternions H for-
mant un corps, I’extension de la notion d’espace vectoriel ne
pose pas de probleme particulier [5]]. Toutefois, la noncommu-
tativité du produit quaternionique impose de distinguer en es-
paces vectoriels a gauche et a droite, en fonction du c6té ou est
appliqué I’opération de multiplication par un scalaire quater-
nionique. On notera ainsi par un indice 7, ou g les espaces qua-
ternioniques gauche et droite, respectivement. Ainsi HY est un
espace vectoriel quaternionique gauche de dimension M : pour
tout ¢ € HM et tout A € H, la linéarité a gauche implique
Ag € HM. Le méme raisonnement s’applique pour I’espace
quaternionique a droite HYY , ot1 Vq € H%, VA e H, g\ e H%[ .

3 Tenseurs quaternioniques : définitions
et propriétés

Multilinéarité quaternionique : une chimere? Considérons
D espaces vectoriels quaternioniques S, 1 < d < D, sans spé-
cifier leur linéarité a gauche ou a droite pour le moment. Soit
f:81x82 x ... xSp — H une fonction de D variables qua-
ternioniques a valeurs sur H. Si a présent on cherche a se res-
treindre a des fonctions f multilinéaires, c’est a dire telle que f
est linéaire en chacune des variables quaternioniques, plusieurs
problémes apparaissent. Pour les illustrer, considérons le cas
simplifié D = 3 et supposons f(x1,x2,x3) linéaire a gauche
en chaque argument, ¢’est-a-dire Vo, 8 € H, V;, y;

Une classe générale de formes linéaires quaternioniques
Pour pallier ce probleme, nous proposons une classe générale
de formes (multi-)linéaires quaternioniques satisfaisant un cer-
tain nombre de propriétés élémentaires tout en autorisant une
multitude d’opérations algébriques propres au domaine quater-
nionique. Cette définition est au centre de la définition de la
notion de tenseur quaternionique, que nous détaillons ci-apres.
L’extension au cas quaternionique d’une notion de multilinéa-
rité pertinente impose de restreindre la nature des différents es-
paces vectoriels Sy associés a f. Plus précisément, supposons :
— & = HJLV ! un espace vectoriel quaternionique a gauche;
— Sp = HgD un espace vectoriel quaternionique a droite ;
— Sy =R ... Sp_; = RNP-1 des espaces vectoriels
réels.
Ce cadre définit une classe de formes a valeurs quaternioniques
frHM x RN2 x . x RNP-1 x HN? — H satisfaisant des
propriétés de multilinéarité propre a 1’algebre des quaternions :
— linéarité quaternionique a gauche pourd = 1 :

Va,B8 € H,x1,y; € ]H[g1

flaxy + By1,...) =af(xr,...)+ Bf(y1,...) @
— linéarité quaternionique a droite pour d = D :
Vo, 8 € H,Vxp,yp € HE? )
f..;epa+ypB)=f(...,xzp)a+ f(...,yp)B
— linéarité réelle pour2 < d < D —1:
Va,ﬂeR,Vazd,ydER%‘f
fl. axq+ Pya,...) = f(...,zaa+yaf,...) ©)
=af(...,xq,...)+Bf(..,Ydq,.-.)
=f(...,xq,-.)a+ f(-..,Yd,.-.)B

Il est a noter que, par définition, si f satisfait ces conditions
de multilinéarité, alors elle est également multilinéaire réelle.
Remarque. L’ordre des espaces vectoriels quaternioniques a
gauche et a droite, ainsi que des espaces vectoriels réels cen-
traux est complétement arbitraire et peut étre permuté si néces-

flaxy 4 Byy, o, x3) = af(x1, T2, 23) + Bf (Y1, T2, x3) (1)  Saire. Le choix fait ici permet de simplifier la présentation.

(
f(x1, axe + By2, x3) = af(x1, 2, 23) + Bf(@1,Y2, 23) (2)
(

Tenseurs quaternioniques vus comme formes multilinéaires
f(x1, @2, a3 + Pys) = af(x1, x2,23) + Bf(x1,22,93) (3) d d

L’évaluation de f(ax,Bxs,x3) pour o, 3 € H pose alors
aussitdt probleme. En effet, I’ordre dans lequel les proprié-
tés de linéarité (I) — (3) sont appliquées mene & des résul-
tats différents. Invoquer (I)) puis (2) donne f(axy, fas, x3) =
aB f(xy,x2,x3), et ordre inverse donne f(ax, fxa, x3) =
Baf(x1,x2,x3). En raison de la noncommutativité du pro-
duit dans H, on a alors o8 # SBa et donc Saf(x1, 2, x3) #
aff(x1,x2, x3), ce quin’est pas satisfaisant. Les mémes conclu-
sions négatives sont observées si 1’on choisit tout autre couple
de variables ou si I’on considere f linéaire a droite en chaque
argument. L’impossibilité d’une définition générale de la no-
tion de multilinéarité quaternionique est 1’une des raisons cen-
trale expliquant 1’absence d’une théorie globale des tenseurs a
valeurs quaternioniques.

Le cceur de 1’approche proposée repose sur 1’association d’un
tenseur quaternionique 7~ avec une forme multilinéaire mixte
f : en outre, cela permet d’interpréter les coefficients de f
une fois les bases des espaces vectoriels Sy fixées. Soit Ny =
dim S, et {egj) }i,=1:n, une base de S;. On définit alors
e(D)) 7

i1 2 €y 05 Cip

7;,11,2“.“3 A f (e(l) e(2)

ie. T € HN1 XN XNb représente le tableau des coefficients
de f dans la base produit {efj)}il:l% X...X {eE?}iD:l:ND.

Produit n-mode La définition d’un tenseur quaternionique
(7), notamment via le choix des espaces vectoriels associés,
permet de définir les différentes opérations et propriétés essen-
tielles associées a ce nouvel objet mathématique. En outre, la



nature différente des espaces vectoriels associés a chaque mode
impose de distinguer entre les produits 1-mode, D-mode et d-
mode pour2 <d < D —1.
— Produit 1-mode défini par le produit quaternionique ma-
triciel 2 gauche d’une matrice U € H/*MN ;

in Zujh 11%2...D " (8)

L1——
— Produit D-mode défini par le produit quaternionique ma-
triciel a droite d’une matrice U € H/xNp .

ZTM iptjin.  (9)

11) 1
— Produit d-mode défini par le produit matriciel réél clas-
sique d’une matrice U € ]RJXNd :

(T xku

('TxD

(T xaU),;, ;.. Z Tiy . ccigin Wjig
1 1
N, (10)
= Z (T F R
1q=1

Notons I'utilisation de I’indice ; ou r pour rappeler le type
de multiplication matricielle quaternionique associé. Le choix
particulier de la définition d’un tenseur quaternionique, en défi-
nissant un ensemble d’espaces réels, quaternioniques gauche et
droite permet alors de préserver I'importante propriété de com-
mutativité du produit n-mode dans le contexte quaternionique,
comme précisées par la proposition suivante.

Proposition 1 (Commutativité). Soit T~ € HN*N2X.-xNp
U c H N1 Up € H/p*Np ot Uy € R74XNa, Les proprié-
tés suivantes sont vérifiées :

T xtUu, xBUp =T xBUp xF Uy (11)
T xF U xqUy =T xqUy xF U,y (12)
T xqUs xBUp =T xBUp x4, Uy (13)

Les produits n-mode se composent de maniere similaire aux
cas rééls et complexes [6]], en tenant compte cette fois du sens
de la multiplication matricielle quaternionique :

TxFUuxtv=Txl(Vv.,U) (14)
TxBUXBV =T xE(V.zU) (15)
T xqU xqV =T x4 (VU) (16)

Les preuves de ces résultats sont obtenues par calcul explicite.

4 Décompositions tensorielles sur H

La représentation d’un tenseur 7~ par une succession de pro-
duits n-mode appliquée a un tenseur S, idéalement de plus
faible dimension, permet d’étendre les décompositions tenso-
rielles de rang faible au cas quaternionique. On présentera ici
deux cas, a savoir la décomposition de Tucker et la décompo-
sition canonique polyadique (CPD). Par souci de simplicité, on
se limitera ci-dessous au cas des tenseurs d’ordre 3, mais les
résultats présentés s’étendent facilement aux ordres supérieurs.

Décomposition de Tucker On considere ici un tenseur coeur
quaternionique S € HF+*F2xR2 et trois matrices facteurs A €
HN1 B B ¢ RN2xF2 C ¢ HNs>* ! tel que la décomposi-
tion de Tucker de T~ € HM *N2xNs ¢*écrive

T=8xfAxaBx}C-2[S;A,B,C]. (17)

Plus précisément, chaque élément 7;,;,;, de T s’écrit

Ri R» Rs

Z Z Z @iy 1 S jags Vi Cigja - (18)
J1=172=1js=1
Contrairement au cas réel, les quantités dans I’expression (I8)
ne commutent pas, a I’exception de b;,;, qui commute avec
toutes les autres.

7111213

Modéle CPD quaternionique Cette décomposition peut étre
déduite de celle de Tucker, en imposant un tenseur coeur diago-
nal & € HA*XEXE qyec R = Ry = Ry = Rs. On note alors
la CPD par T = [\; A, B, C], avec X un vecteur de taille R
contenant les valeurs sur la diagonale de §. Chaque élément
Tivizis de T s’écrit sous la forme :

Zam bisrCigr (19)

111215

ou A, € H est un facteur d’echelle quaternionique associé au
r-eme terme de la décomposition CP.

Ambiguités de la CPD quaternionique Pour faciliter la no-
tation et sans perdre de généralité, on note une CPD par T =
[A, B, C1], en considérant que le tenseur S est 1’identité. Dans
ce cas, I’eq. (I9), montre que si la décomposition CP quater-
nionique est unique, alors elle sera associée a des ambiguités
triviales. La premiere ambiguité de permutation de colonnes
est exprimée par : T = [A, B,C] = [AIL, BII, CII], ou
IT € R*E est une matrice de permutation. Cette ambiguité
s’exprime de la méme maniere que pour les CPDs réelles et
complexes. L’ ambiguité d’échelle, quant a elle, est différente
du cas classique, et nous avons : T = [A,B,C] = [A -,
I'y,BI';,C R I‘g]L avecI'1, '3 € HRXR, ety € REXE des
matrices diagonales vérifiant (I'y -, T'3)T's = Ig, ot Ig estla
matrice identité de taille R.

Algorithme pour la CPD quaternionique Notre approche
consiste 2 identifier H 2 R* et 4 réécrire la CPD quaternionique
de T comme une décomposition réelle inspirée de la décom-
position CONFAC [[7] et pouvant étre calculée simplement a
I’aide d’un algorithme de type Alternating Least Squares (ALS).
Pour cela commengons par définir TO, 7@ 76 ot 7O,
les quatre tenseurs réels de dimensions (N7, No, N3) tels que :

T=TW+iT® 457 + kTW, (20)
et T le tenseur réel de taille (N1, N2, N3,4) contenant ces

quatre tenseurs sur son dernier mode. De méme, pour les ma-
trices facteurs quaternioniques nous posons :

A=AW 14?4 5A®) L AW

Cc=cY+ic? 4500 4 kCW. @D



Enfin, nous définissons les matrices :
— © ¢ R*** la matrice identité de taille 4
— QM ¢ R4 nulle a ’exception de Qn =1let Qélz) =
) = 0l) = —1, 2® ¢ R4 nulle a I'exception de
9522) Q§21) -1 tQ(l) 9(2) ~1. Q® c Réx4
nulle a I’exception de ng = Q24 = (231 =1let Qg) =
—1. Q@ € R*** nulle a I’exception de Qg? = Qg;) =
QY =1e0ly) = —1.
— ¥r=1---R, UM € RN telles que U} = A et

1T
W) € RNs* telles que W) = O
Nous pouvons alors réécrire 1’équation (19) sous forme de 4
équations réelles. Ainsi, en identifiant avec (20) et (ZI)) et apres

quelques calculs, nous avons pour tout! =1---4:

Z Z Z Z U B, Wi o0l (22)

r=1 f=11;=113=1

Considérons maintenant Tl(l) T(l) et T(l) les matrices de dé-

7

112223

pliement du tenseur T suivant chacun de ses trois modes.
En notant ® le produit de Kronecker et ® le produit de Khatri-
Rao et en définissant les matrices U = [UM ... UW] ¢
RN1><4R7W _ [W(l) ’W(R)] c RN3><4R76 = Iz ®
© € RWH4AR Y — [p@[1111] € REUE oty =
O]

4, Q@ =Ip® Q0 e RAEXAR houg avons alors :
T
(Tf”) - ((pr) (W ))@ uT (23)
T —(1) —\ =T
(T;”) - ((WQ ) o (U@))\p VT (24)

T

(T?f”)T = (oo vy) (ﬁ(”) w25
On retrouve ainsi les expressions matricielles d’une décompo-
sition CONFAC de 7). Chacun des 4 tenseurs 7V) permet-
trait donc a lui seul d’estimer les matrices facteurs par ALS.
Cependant, on peut améliorer la précision de I’estimation, en
les traitant conjointement.

Soient 17, T et T} les trois matrices de dépliement du ten-
—(1) =(2) =(3)=(4)

seur 7. En posant alors © = [, Q Q2 Q '|et Q@ =
@ @@ @) i viem
T = (B o (Lew)@))e'uT, @6
77 = ((ew)@)owe)) ¥'BT, (@7
7 = (Le(U8oBY))a'w’, e

que 'on peut interpréter comme les expressions matricielles
d’une décomposition CONFAC étendue de T~ [8]]. On peut ainsi
estimer les matrices U, B et W par ALS d’oi I’on déduit U (")
et W) pour tout r = 1- - - R et enfin les matrices A et C.

5 Illustration numérique et discussion

Lalgorithme pour I’estimation de la CPD quaternionique
que nous venons de proposer a été validé sur des simulations

= erreur sur T
= = =erreur sur A
= = =erreur sur B

erreur sur C

erreur mediane (ech. log.)

10 15 20 25 30 35 40 45 50
RSB (dB)

FIGURE 1 — Erreurs médianes en fonction du SNR

numériques. Nous avons construit 100 tenseurs quaternioniques
de taille 10 x 10 x 10 selon le modele donné dans I’équation
(I9), avec R = 4. Les éléments des 3 matrices facteurs ont été
tirés aléatoirement suivant une loi normale centrée réduite, et
ont été corrompus par I’ajout d’un bruit blanc Gaussien de puis-
sance variable. On obtient ainsi 100 tenseurs bruités a décom-
poser. La figure [I] présente 1’évolution des valeurs médianes
des écarts relatifs entre le tenseur bruité et le tenseur estimé
par notre algorithme ainsi qu’entre chacune des matrices fac-
teurs vraies et estimées en fonction du SNR (par pas de 5dB).
L’écart relatif entre un tableau X et son estimée Y est défini
par || X — 1[r/[|X|lr.
Le bon comportement numérique de cet algorithme illustre
la pertinence de I’approche. En outre, cela nous permet d’en-
visager de nombreux développements futurs autour du modele
de tenseur quaternionique, tant sur les plans théoriques (ex.
idenfiabilité¢ des décompositions), algorithmiques (ex. optimi-
sation quaternionique) qu’applicatifs (ex. vidéo couleur).
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