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Résumé – Dans cet article, nous présentons une nouvelle méthode de node-screening permettant d’accélérer un algorithme de Branch and
Bound (BnB) résolvant le problème des moindres carrés avec pénalité `0. Notre contribution est un ensemble de tests permettant de détecter des
solutions réalisables qui ne peuvent pas être optimales. Cela permet d’élaguer des nœuds au cours du BnB, réduisant ainsi le temps de résolution.

Abstract – We present a novel node-screening methodology to safely discard irrelevant nodes within a generic Branch-and-Bound (BnB)
algorithm solving the `0-penalized least-squares problem. Our contribution is a pair of simple tests to detect sets of feasible vectors that cannot
yield optimal solutions. This allows to prune nodes of the BnB search tree, thus reducing the overall optimization time.

1 Introduction
Trouver une représentation parcimonieuse est un problème

fondamental dans le domaine des statistiques, de l’apprentis-
sage automatique ou des problèmes inverses. Cela consiste à
décomposer un vecteur de données y ∈ Rm comme une com-
binaison linéaire de colonnes (ou atomes) d’un dictionnaire
A ∈ Rm×n. Cette tâche peut être effectuée en résolvant

min
x∈Rn

1
2‖y −Ax‖22 + λ‖x‖0 (1)

où ‖x‖0 compte le nombre d’entrées non nulles dans x et où
λ > 0 est un paramètre à calibrer. Malheureusement, le pro-
blème (1) est NP-difficile dans le cas général [1]. Cela a conduit
les chercheurs à développer des procédures sous-optimales pour
approcher sa solution afin de traiter des problèmes en grande
dimension. Parmi les plus populaires, on peut citer les algo-
rithmes dits “gloutons” et les méthodologies basées sur la re-
laxation convexe de la norme `0 [2, Section 3].

Ces procédures sous-optimales ne sont toutefois garanties de
résoudre (1) que sous des conditions restrictives qui sont ra-
rement satisfaites en pratique. Cependant, il y a eu un récent
regain d’intérêt pour les méthodes résolvant (1) exactement,
comme par exemple dans [3, 4]. De nombreuses approches uti-
lisent le fait que le problème

p? = min
x∈Rn

1
2‖y −Ax‖22 + λ‖x‖0 t.q. ‖x‖∞ ≤M (P )

est équivalent à (1) à condition que M soit choisi suffisamment
grand, et où ‖·‖∞ correspond à la norme `∞. Le problème (P )
peut alors être reformulé comme un “Mixed-Integer program”
(MIP) en introduisant des variables binaires codant la nullité
des entrées de x [4]. Il a été montré numériquement que (P )
pouvait être résolu pour des problèmes de taille modérée.

Dans un article récent, Atamtürk et Gómez ont étendu la
notion de screening, introduite par El Ghaoui et al. dans [5],
aux problèmes non convexes favorisant des solutions parcimo-
nieuses. Plus précisément, les auteurs ont décrit une nouvelle
méthodologie permettant de détecter (certaines) entrées nulles
et non nulles dans les minimiseurs d’un problème parcimo-
nieux non convexe particulier [6]. Leur méthodologie est en-
suite utilisée comme une étape de pré-traitement et permet de
réduire la dimensionnalité du problème.

Dans cet article, nous améliorons la méthode proposée dans
[6] en introduisant de nouveaux tests de “node-screening” qui
permettent d’élaguer des nœuds dans l’arbre de BnB. Contrai-
rement à [6], une propriété d’imbrication entre les tests de
node-screening à différents nœuds permet potentiellement d’éla-
guer de multiples branches de l’arbre à n’importe quelle étape
du processus d’optimisation, et ce à un coût marginal.

Notre article est organisé comme suit. Dans la Section 2,
nous décrivons un algorithme de BnB adapté à (P ). La Section
3 présente nos nouveaux tests de node-screening et explique
comment les implémenter efficacement dans le BnB. Dans la
Section 4, nous évaluons les performances de notre méthode.
Les détails techniques et les preuves de nos résultats sont ac-
cessibles dans le document suivant [7].

Notations. Dans cet article, les matrices et vecteurs sont res-
pectivement représentées par des lettres grasses majuscules et
minuscules. 0 désigne le vecteur nul. La i-ème colonne d’une
matrice A est notée ai. De même, la i-ème entrée d’un vecteur
x est notée xi. Les lettres calligraphiques sont utilisées pour
désigner les ensembles et la notation | · | fait référence à leur
cardinalité. De plus, xS désigne la restriction de x à ses élé-
ments indexés par S. De même, AS correspond à la restriction
de A à ses colonnes indexées par S.



2 Algorithmes de Branch and Bound
Les algorithmes de BnB désignent une famille de méthodes

pour résoudre (entres autres) des problèmes MIPs. Ces approches
consistent à énumérer (implicitement) toutes les solutions réa-
lisables et à appliquer des règles pour détecter les candidats non
pertinents. Particularisé au problème (P ), un BnB revient à par-
courir un arbre de décision binaire où chaque nœud correspond
à une nouvelle décision quant à la nullité (ou non) d’une entrée
de la variable x. Ce principe est illustré par la Figure 1a. For-
mellement, nous définissons un nœud comme un triplet ν =
(S0,S1, S̄) où S0 et S1 contiennent les indices des entrées de
x qui sont forcées à être nulles et non nulles et où S̄ rassemble
toutes les entrées de x pour lesquelles aucune décision n’a en-
core été prise. Dans ce formalisme, le principe d’un algorithme
BnB est le suivant : à partir du nœud ν = (∅, ∅, {1, . . . , n}), la
méthode alterne entre le traitement du nœud actuel (évaluation
ou bounding) et la sélection d’un nouveau nœud (branchement
ou branching). L’algorithme identifie le minimum global du
problème en un nombre fini d’étapes avec une complexité au
pire cas égale à celle d’une recherche exhaustive dans l’arbre.
En pratique, son efficacité dépend à la fois du nombre de nœuds
explorés et de la capacité à les traiter rapidement.

2.1 Étape d’évaluation
Lors du traitement du nœud ν = (S0,S1, S̄), on teste si un

vecteur x avec des zéros sur S0 et des valeurs non nulles sur
S1 peut être un minimiseur global de (P ). Plus précisément, on
cherche la plus petite valeur de la fonction objectif atteinte par
les candidats vérifiant ces contraintes, i.e., la valeur de

pν = min
x∈Rn

1
2‖y −Ax‖22 + λ‖xS̄‖0 + λ|S1|

t.q. ‖x‖∞ ≤M et xS0 = 0.
(P ν)

On a pν ≥ p? puisque tous les minimiseurs de (P ν) sont éga-
lement réalisables pour (P ). De plus, l’égalité est vérifiée dès
lors que les contraintes induites par S0 et S1 correspondent à la
configuration de l’un des minimiseurs de (P ).

Si pν > p?, le nœud ν peut être élagué de l’arbre puisqu’au-
cun vecteur x vérifiant les contraintes définies à ce nœud (et
donc à tout descendant) ne peut aboutir à un minimum global.
Malheureusement, cette règle d’élagage présente un faible inté-
rêt pratique puisque p? n’est pas connu à l’avance. De plus, éva-
luer pν lorsque S̄ 6= ∅ est également un problème NP-difficile.
Il est toutefois possible de concevoir une version relâchée de
ce test : notons respectivement pνl et pu des bornes inférieure
et supérieure de pν et p?. Alors, une condition suffisante pour
élaguer le nœud ν est de tester si pνl > pu.

Pour obtenir pνl , une approche standard consiste à résoudre

pνl = min
x∈Rn

1
2‖y −Ax‖22 + λ

M ‖xS̄‖1 + λ|S1|

t.q. ‖x‖∞ ≤M et xS0 = 0
(P νl )

où la norme `0 a été remplacée par une norme `1. On a bien
pνl ≤ pν puisque M−1‖xS̄‖1 ≤ ‖xS̄‖0 pour tout vecteur

réalisable x. Remarquons que (P νl ) est un problème LASSO
contraint qui peut être résolu en temps polynomial en utilisant
l’une des nombreuses méthodes adaptées à cette classe de pro-
blèmes [2, Chap. 15].

La résolution des problèmes relâchés (P νl ) permet d’obtenir
à faible coût des valeurs pertinentes de pu. Plus précisément,
chaque évaluation de la fonction objectif de (P ν) fournit une
borne supérieure pνu de pν . La valeur de pu est alors mise à jour
selon pu ← min(pu, p

ν
u). Au cours de la procédure de BnB,

pu converge vers p? et les relaxations sont renforcées à mesure
que de nouvelles variables sont fixées, ce qui permet d’élaguer
les nœuds de manière plus efficace.

2.2 Étape de branchement
Si le nœud ν = (S0,S1, S̄) n’a pas été élagué pendant l’étape

d’évaluation, l’exploration de l’arbre se poursuit. Un indice
i ∈ S̄ est sélectionné selon une certaine règle et deux descen-
dants sont créés sous le nœud ν en imposant soit “xi = 0”, soit
“xi 6= 0”. Lorsque tous les nœuds ont été soit explorés, soit
élagués, l’algorithme de BnB s’arrête et tout candidat donnant
la meilleure borne supérieure pu est un minimiseur de (P ).

Le lecteur peut trouver une implémentation efficace de BnB
résolvant (P ) dans [4]. C’est cette implémentation que nous
considérons dans la Section 4 pour générer nos résultats.

3 Tests de node-screening
Dans cette section, nous présentons nos nouveaux tests de

node-screening. Ils visent à identifier, à faible coût, les nœuds
de l’arbre de BnB qui ne peuvent pas mener à un minimiseur
global de (P ).

3.1 Problème dual
Notre contribution repose sur l’identification d’une connexion

simple entre les fonctions objectif des problèmes duaux asso-
ciés à (P νl ) à deux nœuds consécutifs. Avant d’exposer ce ré-
sultat, définissons pour tout u ∈ Rm et i ∈ {1, . . . , n} trois
familles de valeurs pivots de la manière suivante

γi(u) , M(|aT
i u| − λ

M )

γ0
i (u) , M [|aT

i u| − λ
M ]+

γ1
i (u) , M [ λM − |a

T
i u|]+

(2)

où [z]+ , max(0, z) pour tout scalaire z. Nous exprimons
maintenant le problème dual de (P νl ).

Proposition 1. Le problème dual de (P νl ) est donné par

dνl = max
u∈Rm

Dν
l (u) , 1

2‖y‖
2
2 − 1

2‖y − u‖22

−
∑
i∈S̄ γ

0
i (u)−

∑
i∈S1 γi(u)

(Dν
l )

et la propriété de dualité forte est vérifiée pour (P νl )-(Dν
l ),

i.e., pνl = dνl . De plus, si (x?l ,u
?
l ) est un couple de solutions

primale-duale, on a

u?l = y −Ax?l . (3)
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FIGURE 1 – Premiers nœuds explorés dans l’arbre de BnB. Le nœud ν(0) correspond au problème (P ) et chacun de ses descendants corres-
pond au problème (P ν ) avec différentes variables fixées. (a) Implémentation standard d’un BnB où tous les nœuds sont traités. (b) Impact de
l’application des tests de node-screening sur l’arbre de recherche : au nœud ν(0), le test (6b) est passé pour les entrées i1 et i2 ; on peut donc aller
directement au descendant incluant les contraintes “xi1 = 0” et “xi2 = 0”, à savoir ν(3). Les nœuds transparents ne sont donc pas explorés.

Par conséquent, à un nœud donné ν, l’objectif du dual de (P νl )
est la somme d’un terme commun à tous les nœuds et de valeurs
pivots. Il est intéressant de noter que la fonction objectif ne dif-
fère que d’une seule valeur pivot entre deux nœuds consécutifs,
comme le montre le résultat suivant :

Corollaire 1. Soit ν = (S0,S1, S̄) et i ∈ S̄, alors ∀u ∈ Rm,

D
ν∪{xi=0}
l (u) = Dν

l (u) + γ0
i (u) (4a)

D
ν∪{xi 6=0}
l (u) = Dν

l (u) + γ1
i (u) (4b)

où ν ∪ {xi = 0} et ν ∪ {xi 6= 0} sont les deux descendants de
ν pour lesquels l’indice i a été échangé de S̄ à S0 ou à S1.

3.2 Tests de node-screening
Nous exposons maintenant notre stratégie de node-screening

permettant d’identifier des nœuds de l’arbre qui ne peuvent pas
mener à un minimiseur global de (P ). Soit ν un nœud et soit pu
une borne supérieure sur p?. Par dualité forte entre (P νl )-(Dν

l ),

∀u ∈ Rm, Dν
l (u) ≤ dνl = pνl ≤ pν . (5)

En combinant (5) avec le Corollaire 1, on a le résultat suivant :

Proposition 2. Soit i ∈ S̄ un indice. Alors, ∀u ∈ Rm,

Dν
l (u) + γ0

i (u) > pu =⇒ pν∪{xi=0} > p? (6a)

Dν
l (u) + γ1

i (u) > pu =⇒ pν∪{xi 6=0} > p?. (6b)

Autrement dit, la Proposition 2 décrit une procédure simple
pour identifier certains descendants de ν qui ne peuvent pas
donner une solution optimale de (P ). Ils peuvent donc être éla-
gués. Si les tests (6a) et (6b) sont tout deux passés pour un in-
dice donné, aucun vecteur admissible par rapport aux contraintes
définies au nœud ν ne peut être un minimiseur de (P ). Le nœud
ν peut donc être lui-même élagué.

La procédure que nous proposons diffère de la méthodologie
d’élagage décrite dans la Section 2. L’évaluation des tests ne
nécessite que le calcul d’un seul produit scalaire. Ils peuvent
donc être implémentés avec un coût marginal par rapport au
coût global de l’étape d’évaluation. Ils bénéficient également
de la propriété d’imbrication suivante :

Corollaire 2. Soit ν = (S0,S1, S̄) un nœud. Si le test (6a)
ou (6b) est passé pour l’indice i ∈ S̄, alors il l’est également
pour tout descendant ν′ = (S ′0,S ′1, S̄ ′) de ν tel que i ∈ S̄ ′.

En particulier, le Corollaire 2 implique que si deux indices
distincts i et i′ passent le test (6a) au nœud ν, alors l’indice i′

passera également le test (6a) au nœud ν ∪ {xi 6= 0} (pour la
même valeur de u). La même conséquence s’applique pour le
test (6b) et pour le nœud ν ∪ {xi = 0}. En d’autres termes, si
plusieurs tests de node-screening passent à un nœud donné, on
peut élaguer simultanément plusieurs descendants de ν, comme
l’illustre la Figure 1b. Cela contraste avec la procédure d’éva-
luation décrite dans la Section 2 qui doit traiter chaque descen-
dant individuellement avant un potentiel élagage.

3.3 Implémentation
L’implémentation des tests de node-screening décrits dans la

Proposition 2 nécessite la connaissance d’une borne supérieure
pu sur p? et d’un vecteur u ∈ Rm approprié. La valeur de
pu peut être obtenue sans coût via l’étape d’évaluation. Nous
obtenons un candidat pertinent pour u de la manière suivante :
en supposant que la méthode utilisée pour résoudre (P νl ) génère
une séquence d’itérés {x(t)}t∈N, nous utilisons le vecteur dual
défini par

∀ t ∈ N, u(t) = y −Ax(t). (7)

Ce choix implique que les performances des tests de node-
screening dépendent de la séquence {u(t)}t∈N générée. Néan-
moins, il permet de bénéficier de deux propriétés intéressantes.
Premièrement, la séquence {u(t)}t∈N converge vers un maxi-
miseur de (Dν

l ) de par la condition d’optimalité (3). Deuxiè-
mement, u(t) et ATu(t) sont déjà calculés par la plupart des
méthodes de résolution de (P νl ) car ils correspondent respec-
tivement à l’erreur résiduelle et à l’opposé du gradient de la
partie quadratique de la fonction objectif. Ainsi, l’évaluation
des tests de node-screening pour n’importe quelle entrée de S̄
n’ajoute aucune complexité supplémentaire à l’algorithme de
BnB. Le choix de u(t) suggère d’effectuer des tests de node-
screening au sein de l’étape d’évaluation. Ainsi, lorsqu’une en-
trée de x passe un test au nœud ν, l’algorithme de BnB passe
immédiatement à un descendant, sans avoir besoin de terminer
la résolution de (P νl ).



4 Résultats numériques
Cette section décrit des résultats de simulation illustrant la

pertinence de la méthodologie de node-screening.

4.1 Schémas expérimentaux
Nous traitons un problème d’estimation de directions d’ar-

rivée. Dans ce problème, on considère un réseau linéaire uni-
forme dem antennes mesurant un signal provenant de k sources
situées à des angles différents par rapport à l’orientation du ré-
seau. Chaque antenne fournit une mesure exprimée comme la
somme des k signaux. Pour une source donnée, le signal capté
par deux antennes différentes est légèrement déphasé à cause
de la distance qui les sépare. L’objectif est de retrouver les
angles d’incidence des signaux grâce à ce déphasage.

Pour modéliser ce problème, on peut construire une discré-
tisation en n éléments des potentiels angles d’arrivée des si-
gnaux. Le vecteur x0 ∈ Rn représente les “vrais” angles des k
signaux : l’indice i de x0 est non-nul si et seulement si le i-ème
élément de la discrétisation correspond effectivement à un des
angles des signaux arrivant sur le réseau d’antennes. Ensuite,
on peut construire une matrice A ∈ Rm×n où chaque ligne
correspond à une des m antennes et où chaque colonne corres-
pond à un des n éléments de la discrétisation. Chaque entrée
aji de la matrice A correspond à la valeur du déphasage cor-
respondant au i-ème angle de la discrétisation arrivant sur la
j-ème antenne du réseau linéaire. Le signal y ∈ Rm résultant
des k signaux captés est alors

y = Ax0 + ε (8)

où ε ∈ Rm représente un bruit induit par la mesure. On va
donc résoudre (P ) pour retrouver x0 à partir de y et A. Nous
mentionnons qu’il existe également de nombreuses méthodes
heuristiques permettant d’approcher la solution de (P ) pour ce
type d’application [2, Chap. 3-4].

Dans notre scénario de simulation, nous fixons (m,n) =
(300, 1000), k est choisi parmi {5, 10, 15} et les entrées non-
nulles de x0 sont fixées aléatoirement dans {−1,+1}. Nous
générons également un bruit blanc gaussien ε avec une va-
riance menant un rapport signal-bruit de 10dB ou de 20dB.
Enfin, nous réglons λ et M en suivant le protocole décrit dans
[4]. Nous comparons trois méthodes de résolution pour (P ) :
i) Direct, qui utilise le solveur commercial CPLEX; ii) BnB,
l’algorithme de BnB présenté dans [4] ; iii) BnB+scr qui cor-
respond à BnB amélioré avec notre méthode de node-screening.
La version 20.1 de CPLEX est utilisée. BnB et BnB+scr sont
implémentés en Julia v1.6. Les résultats sont moyennés sur 100
instances du problème (P ).

4.2 Comparaison des méthodes
La Table 1 compare le nombre moyen de nœuds traités (i.e.

le nombre de relaxations (P νl ) résolues) et le temps de résolu-
tion pour les trois méthodes. On observe que BnB+scr obtient
toujours les meilleures performances. On constate également
que, par rapport à BnB, la réduction du temps de résolution est

plus importante que la réduction du nombre de nœuds traités.
Un examen approfondi de nos résultats indique que l’étape d’
évaluation est effectuée d’autant plus rapidement que de nom-
breuses variables sont fixées à zéro dans (P νl ). Les tests de
node-screening permettent d’atteindre rapidement des nœuds
de l’arbre où la plupart des variables sont déjà fixées à zéro, ce
qui accélère d’autant plus la résolution du problème.

Direct BnB BnB+scr
k N T F N T F N T F

5 64 528 0 48 3 0 33 0 0
10 985 2753 1 421 86 0 342 38 0

10
dB

15 4601 10034 71 4385 1529 32 3871 918 24

5 57 226 0 42 5 0 29 1 0
10 542 3830 1 180 35 1 145 14 0

20
dB

15 3073 8846 66 2984 1936 7 2362 982 4

TABLE 1 – Nombre de nœuds explorés (N), temps de résolution en
secondes (T) et nombre d’instances non résolues sous 3 heures (F).

5 Conclusion
Dans cet article, nous avons présenté une nouvelle méthodo-

logie visant à accélérer la résolution du problème des moindres
carrés avec pénalité `0. Notre contribution tire parti d’une pro-
priété d’imbrication entre des tests de node-screening à deux
nœuds consécutifs. Cela conduit à des améliorations significa-
tives en termes de nombre de nœuds explorés et de temps de
résolution de l’algorithme de BnB.
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