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Résumé — Dans un précédent article, nous introduisimes une représentation covariante qui s applique aux signaux discrets, et fait intervenir
les fonctions de Kravchuk symétriques, associées a la loi binomiale de parametre p = 0.5. Dans le présent article, nous montrons qu’étendre la
définition a p €]0, 1] revient a considérer la méme représentation, a une rotation pres dans 1’espace des phases, qui est la sphere. L’effet de ces
rotations est illustré sur une stratégie de détection de signal a partir de la distribution des zéros de la transformée de Kravchuk.

Abstract — In a previous article, we introduced a covariant representation that applies to discrete signals, and involves the symmetric Kravchuk
functions, associated to the binomial distribution of parameter p = 0.5. In the current paper, we show that extending the definition to p €]0, 1|
only amounts to composing the previous representation with a rotation in phase space, the latter being the sphere. We illustrate the effect of these
rotations on signal detection based on the distribution of zeros of the Kravchuk transform.

1 Introduction

Contexte. Des travaux récents [1-4] en analyse temps-fréquence
ont proposé d’étudier les zéros du spectrogramme, plutot que
de se concentrer sur ses maxima. Suite aux travaux de [1]],
démontrant que la configuration des zéros de la transformée
de Fourier a court-terme a fenétre gaussienne circulaire ca-
ractérisait le signal étudié, un lien statistique rigoureux a été
établi entre les zéros du spectrogramme gaussien du bruit blanc
et ceux de la fonction gaussienne analytique planaire [2} 4], et
étendu & d’autres représentations, comme le scalogramme ana-
Iytique [4. 5] et une transformée s’appliquant aux signaux finis
[4]. Des outils de géométrie stochastique [[6] permettent alors
de détecter et reconstruire des signaux dans du bruit, en se ba-
sant sur le processus ponctuel des zéros [1, 2, 15]].
Etat-de-I’art. Récemment, nous avons enrichi ces approches
par la construction d’une transformée covariante spécifiquement
adaptée aux signaux discrets, appelée transformée de Krav-
chuk et dont I’espace des phases est la sphere unité S2. Notre
transformée, initialement motivée par la recherche d’une in-
terprétation temps-fréquence de la transformée finie de [4} Sec-
tion 4.5], a les mémes avantages que cette derniere, a savoir de
ne nécessiter ni discrétisation, puisqu’elle s’applique a des si-
gnaux de CV*1, N € N, ni gestion des effets de bords pour le
calcul des statistiques spatiales des zéros, puisque son espace
des phases, compact, peut étre observé dans son intégralité.
Crucialement, notre transformée est en outre covariante sous

I’action des rotations de la sphere et dispose d’une implémentation
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numériquement stable. En suivant un raisonnement similaire
a [4]], nous avons établi un lien statistique entre les zéros du
spectrogramme de Kravchuk et ceux de la fonction gaussienne
analytique sphérique

GAFs(z) = Zﬁ[n} (N> 2", &[n] ~Ng(0,1) (1)

n

dont les coefficients sont des variables aléatoires indépendantes.
Nous avons ensuite proposé une stratégie de détection a partir
des zéros du spectrogramme de Kravchuk, s’avérant significa-
tivement plus robuste a un niveau de bruit élevé et a un faible
nombre de points dans le signal analysé que la méthode basée
sur les z€ros du spectrogramme gaussien [2], et moins sensible
a la connaissance a priori de la taille du support du signal.

Objectifs et contributions. L’ objectif de ce travail est de va-
lider théoriquement comme empiriquement que la transformée
de Kravchuk et ses versions étendues permettent de représenter
fidelement un signal discret en s’ adaptant automatiquement aux
échelles caractéristiques du signal. Pour cela,nous exhibons un
parametre p contrdlant la largeur de la fenétre binomiale sous-
jacente a la construction de la transformée de Kravchuk [7, Sec-
tion II1], fixé a p = 0.5 pour la transformée standard, et intro-
duisons la p-transformée de Kravchuk, étendue a p € 10, 1[.
Nous établissons ensuite théoriquement qu’un changement de
variance de la fenétre binomiale correspond, dans 1’espace des
phases S? a une simple rotation du spectrogramme de Krav-
chuk. Il n’y a donc pas de parametre de fenétre a régler dans
une analyse de Kravchuk, contrairement a, par exemple, la lar-
geur de la fenétre pour le spectrogrammme gaussien. Enfin,
nous étudions empiriquement I’influence de cette rotation sur
les performances de détection de signal a partir de la distribu-



tion des zéros du spectrogramme de Kravchuk.

2 Une famille de transformées discretes

Nous étendons la définition de la transformée de Kravchuk
[7] d’un signal de CNV+! en y ajoutant un parametre p €]0, 1].
Base de Kravchuk de parametre p. Les polyndmes ortho-
gonaux pour la loi binomiale de parametre p sont appelés po-
lynomes de Kravchuk de paramétre p. 1ls sont définis [8, Sec-
tion 6.2] par les relations d’orthogonalité

N
> (N>p£(1 — )N Qu(6; N, p)Qu: (4 N, p)
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olt 4, désigne le delta de Kronecker. En posant p = , /£
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Par (2), les vecteurs q (gn(6; N, p))Y +—o forment une base
orthonormée de CV+! appelee base de Kravchuk de parameétre
p, dont les éléments de plus bas (n = 0) et plus haut (n = N)
degrés sont représentés Figure[I|pour N = 32 et plusieurs p.

> ) 5n,n’a (2)

on définit alors les fonctions de Kravchuk par

w(l;N,p) =

0.5

0.0

a(l; N, p)
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(a) loi binomiale n = 0 (b) < ondelette meére > n = N

FIGURE 1 — Fonctions de Kravchuk extrémes pour N = 32.
Transformées de Kravchuk a parametre. La transformée de

Kravchuk des signaux de CV*+! introduite dans [[7, Section III]
pour p = 0.5 se généralise facilement a p €]0, 1].

Définition 1. La rransformée de Kravchuk de paramétre p d’un
signal y € CN*1 est définie comme TPy (09, @) =

N n N—n
500 ) (=) e
n=0

on (V,¢) € [0,7] x [0,27] sont les coordonnées sphériques
naturelles de I’espace des phases S?, et

(Q(p)y)[ | = (y,q%)

sont les coefficients de y dans la base de Kravchuk.

N
=> yllg.(N,p) 3
£=0

Etats cohérents de SO(3) généralisés. Pour 0 € [0, 7] et ¢ €
[0, 27], les vecteurs

( 9 n 9 N—n )
\Ilp) Z ( )(cosz) <sin2) e qP) | (6)

s’appellent états cohérents de SO(3). Par construction, la com-
binaison de (@) et (6) fournit par un calcul direct

TPy, ¢) = (y, ¥)) = (y, Ruwp)Blhy). (D

ou ¥y = qg\l;), représentée a la Figure est I’< ondelette
mere > associée a la transformée de Kravchuk, sur laquelle le
groupe des rotations agit au moyen des opérateurs R,y ) E]
Transformée d’un bruit blanc. En posant z = cot(1}/2)e'?,
qui correspond a la projection stéréographique de la sphere sur
le plan complexe étendu C U {oo}, on peut réécrire la trans-
formée de Kravchuk

=/ (1+[z2)- Z ()Q@ )[n)z". (8)

Pour un bruit blanc complexe ¢ € CV, Q(”)y est encore un
bruit blanc et la loi de 7P € est celle de /(1 + |2]2) =N GAFs(2)
En particulier, le processus ponctuel formé par les zéros du p-
spectrogramme de Kravchuk du bruit blanc est invariant sous
les isométries de la sphere, ce qui est permet de construire le
test de détection détaillé a la Section ]

3 Calcul du spectrogramme étendu

L’évaluation des fonctions de Kravchuk s’appuyant sur les
relations de récurrence satisfaites par les polyndmes de Krav-
chuk est numériquement instable [/, Section IV]. Le calcul
pratique de la transformée de Kravchuk repose sur une refor-
mulation de (@) ne faisant pas intervenir les fonctions qT(,,p ),
Comme dans [4]], nous utilisons la formule génératrice [8, For-

mula (6.2.43)] des polyndmes de Kravchuk.

Proposition 1. Pour p €]0,1[, n = /2, = = cot(d/2)e e
(14 [N

Jy(9,¢) = \/
120 \/1+77
&)

On remarque grace a la réécriture (9) que la p-transformée de
Kravchuk est essentiellement la transformée Ly(z) de [4, Sec-
tion 4.5], mais multipliée par /(1 + |2|?)~V. Ce préfacteur
apparait naturellement lorsqu’on construit la transformée de
Kravchuk avec des états cohérents. Il fait de 7() une isométrie
de CN*1 vers L2(S?)P| donne une formule d’inversion natu-
relle, et surtout garantit la covariance de la transformée [[7, Pro-
position 1]. En outre, il contribue a une implémentation robuste
de T(®)y, passant a I’échelle pour des signaux ayant jusqu’a
N = 2048 points d’échantillonnage.

Transformée d’un chirp linéaire. Nous allons considérer des
signaux de chirp, consistant en la modulation en amplitude et
en fréquence d’une oscillation sinusoidale,

z(t) = Ay (t) X sin (27r (f1 +(f2 — fl)(t;:/u)> t) (10)

1+ nz)N -t

a. Une description détaillée de 1’action du groupe des rotations sur les si-
gnaux de CN+1 est fournie dans [7L Annexe C]
b. L’ensemble des fonctions de carré intégrable sur la sphere.



(b)p=0.25
FIGURE 2 — p-Spectogrammes de Kravchuk d’un chirp linéaire de durée 2 = 30 s corrompu par un bruit blanc gaussien avec
snr = 2. Le module au carré de la transformée de Kravchuk est représenté en nuances de gris, les zéros du spectrogramme sont

(@p=0.1

indiqués par les points roses.
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FIGURE 3 — Chirp linéaire de durée 2v corrompu par un bruit
blanc gaussien avec un rapport signal-a-bruit snr = 2 et N +
1 = 513 points d’échantillonnage.
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ou la fréquence instantanée croit linéairement de f; a fo entre
les instants —v et v, tandis que I’enveloppe A, impose la nullité
du signal en dehors de cet intervalle. Un exemple de tel signal
de durée 2v € {30 s, 20 s}, échantillonné de maniére réguliere
sur une fenétre temporelle de 40 s, avec fi = 0.5, fo = 1,
dégradé par un bruit blanc gaussien est proposé en Figure 3]
Lien entre les p-transformées de Kravchuk. On observe a
la Figure [2] que la p-transformée de Kravchuk (@) semble ne
différer de la transformée de Kravchuk standard [7], corres-
pondant a p = 0.5, que par une rotation sur la sphere. Cette
observation est étayée par le résultat suivant.

Proposition 2. Soitr p €]0,1[, n = \/p/(1 — p). La fonction

hy(z) := %%ﬁ;:’l) est une isométrie du plan stéréographi-

que et [T(Py (h,,(z))’2 = IT(O'S)y(z)f.

Démonstration. h,(z) estde laforme z — (az+b)/(—bz+q)
aveca = (14n),b = (1—n) € Cetestdonc bien une isométrie
du plan stéréographique, c’est-a-dire que son action sur z =
cot(19/2)e' se traduit par une rotation du point (9, p) € S?
sur la sphere. En outre, par définition de A,

(1+7*)(1—2)

nhE) = A
e +n?)(1+ 2)
L) = A e
1 [y (2) 2 = Chn/i— LY

L= mz+ (L)

©)p=0.5

(d)p=0.75 (e)p=0.9

Ces formules, injectées dans le calcul du p-spectrogramme de
Kravchuk, permettent de conclure. O

Corollaire 1. L’ensemble des propriétés de la transformée de
Kravchuk standard [[7) Proposition 1] se transfére directement
aux p-transformées de Kravchuk, qui sont donc en particulier
covariantes sous ’action de SO(3) et préservent I’énergie.

4 Test de détection de signal

Le test de détection s’appuyant sur les zéros du spectro-
gramme de Kravchuk [7] s’inspire de celui pour le spectro-
gramme gaussien [2], qui permet de rejeter au niveau de confian-
ce 1 — a I’hypothese Hy : y = £ que le signal ne contient que
du bruit blanc gaussien. Pour ensuite étudier une mesure de
puissance du test, on cherche a détecter H; : y = snr x & + &,
avec snr > 0 et « un signal déterministe d’intérét, comme un
chirp linéaire (cf. Equation (10) et Figure [3)).

Test de Monte Carlo. Soient o > 0 et &k < m deux entiers
tels que @ = k/(m + 1) et s(y) une statistique résumante
de la distribution des zéros du p-spectrogrmme de Kravchuk
d’un signal discret y € CN*!, comme par exemple (TT). La
procédure de test consiste alors a : (i) calculer la statistique
résumante de 1’observation s(y); (ii) générer m échantillons
sous I’hypothése nulle, dans notre cas des bruits blancs gaus-
siens complexes &;,&s,...,&,,; (iii) calculer et ordonner de
maniere décroissante les statistiques résumantes des m simula-
tions, 1 > S9 > ... > S;,; (v) si s(y) > s rejeter Hy. Un
argument de symétrie garantit que la probabilité de rejeter Hy
a tort est plus petite que a.

Statistiques spatiales sur S2. Le lien avec GAFg (cf. Sec-
tion[2), assure que les zéros du p-spectrogramme de Kravchuk
du bruit blanc sont uniformément répartis sur la sphere. En
présence d’un signal des « trous > dans la configuration des
z€ros apparaissent (cf. Figure . La statistique résumante s(y)
doit donc refléter un changement dans la distribution des dis-
tances entre les zéros. Pour cela nous nous tournons vers une
fonctionnelle statistique de second ordre : la fonction d’espace
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FIGURE 4 — Puissance du test de détection s’appuyant sur la

distribution des zéros de la p-transformée de Kravchuk en fonc-

tion de p pour différents niveaux de bruit snr et durée du chirp

2v.

vide F(r) = P(b(0,7)NZ # 0), ou Z est le processus des
zéros et b(0, r) est la boule centrée en le pdle nord de la sphere
S? et de rayon r > 0 pour la distance de corde. L’écart par
rapport a la fonctionnelle statistique obtenue sous 1’hypothese
Hj est mesurée par la statistique résumante

s<y>—\//07r

ol F désigne un estimateur sans biais de la fonction d’espace
vide d’un processus ponctuel stationnaire sur la sphere [[7,9], et
Fo désigne la fonction d’espace vide sous Hy. Si cette derniere
n’est pas connue, on peut la remplacer par la moyenne des F
estimées sur les réalisations de bruit blanc et le signal d’intérét,
sans altérer la significativité du test [10].

Puissance du test. La Figure [4] illustre les performances de
détection du test s’appuyant sur les zéros du p-spectrogramme
de Kravchuk moyennée sur 200 réalisations du signal y =
snr X « + £ en fonction de p et pour plusieurs niveaux de bruit,
piloté par le rapport signal a bruit snr. Pour le signal de lon-
gueur 2v = 20 s (cf. Figure3b), les performances de détection
ne varient que tres peu en fonction de p, ce qui était attendu
puisque le spectrogramme de Kravchuk subit simplement une
rotation sur la sphere. Lorsque la durée du signal est plus im-
portante, pour 2v = 30 s (cf. Figure [3a), on constate a la Fi-
gure [4] que la puissance du test augmente avec p. Ce gain de
performance est purement lié aux propriétés d’implémentation
du calcul du p-spectrogramme de Kravchuk qui est évalué sur
une grille uniforme en les angles (19, ¢), donc beaucoup mieux
résolue au niveau des pdles qu’a 1’équateur. Ainsi, selon la
région occupée par le signal sur la sphere, la qualité de I’es-
timation de la fonction d’espace vide F' varie, conduisant a des
performances 1égerement meilleures pour un choix de p idoine.

~ 2
Fy(r) = Fo(r)| , (11)

5 Conclusion

Nous avons introduit une famille de transformées covariantes
agissant sur les signaux discrets et paramétrée par p €]0,1],
généralisant la transformée de Kravchuk que nous avions intro-
duite dans [7]]. Dans ce formalisme un signal est représenté sur
la sphere par son p-spectrogramme de Kravchuk. Nous démon-
trons que le choix du parametre p revient a effectuer une simple

rotation du spectrogramme, confirmant 1’assertion formulée
dans [7]], que la transformée de Kravchuk ne nécessitait pas de
connaitre a priori I’échelle caractéristique de variation du si-
gnal recherché mais au contrainte s’adaptait automatiquement
a I'information présente dans le signal échantillonné. Cette ca-
ractéristique est mise a profit pour fournir des procédures de
détection efficaces s’appuyant sur la distribution des zéros du
p-spectrogramme de Kravchuk a 1’aide d’outils récents de sta-
tistiques spatiales sur la sphere. La suite logique de ce travail
est d’élaborer un schéma numérique robuste d’inversion des
p-transformées de Kravchuk, pour pouvoir élargir le champ
d’application de cette transformée covariante, particulierement
adéquat pour traiter des signaux discrets, a des problemes de
débruitage et de démélange.
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