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Résumé – La restauration d’images corrigées par optique adaptative (OA) est particulièrement difficile, du fait de la méconnaissance de la
réponse impulsionnelle du système optique (PSF pour point spread function) en plus des difficultés usuelles. Une approche efficace est de
marginaliser l’objet et d’estimer la PSF et les hyperparamètres (liés à l’objet et au bruit) avant la déconvolution. Des travaux récents ont appliqué
cette approche, combinée à un modèle paramétrique de PSF, à des images astronomiques et de satellites. Nous proposons une extension de cette
méthode utilisant un algorithme Monte-Carlo par chaînes de Markov, afin d’inclure des barres d’erreur sur les paramètres. Nous présentons les
résultats obtenus sur des images astronomiques, simulées et expérimentales.

Abstract – Adaptive optics (AO) corrected image restoration is particularly difficult, suffering from the lack of knowledge on the point spread
function (PSF) in addition to usual difficulties. An efficient approach is to marginalize the object out of the problem and to estimate the PSF and
(object and noise) hyperparameters only, before deconvolving the object using these estimations. Recent works have applied this marginal blind
deconvolution method, combined to a parametric model of the PSF, to a series of AO corrected astronomical and satellite images. Our work
extends it thanks to Markov chain Monte Carlo methods to include error bars on the estimated PSF parameters as well as on object and noise
hyperparameters. Finally, we present the obtained results on simulated and experimental astronomical images.

1 Introduction

L’imagerie à haute résolution dans le visible depuis le sol,
pour l’astronomie ou l’observation de satellites, est limitée par
la turbulence atmosphérique. Si l’optique adaptative (OA) per-
met de la compenser partiellement, des résidus turbulents per-
sistent. On inclut donc une composante de traitement au sys-
tème d’observation afin de restaurer l’objet [1].

L’impact des résidus turbulents est décrit dans la fonction
d’étalement du point (PSF pour point spread function). Cette
dernière étant mal connue, l’objet et la PSF doivent tous deux
être estimés. Historiquement, en astronomie, les deux étaient
estimés conjointement [2], ce qui donne une solution dégéné-
rée en l’absence de contrainte forte [3]. Une autre manière de
faire est d’estimer d’abord la PSF en « marginalisant » l’ob-
jet avant de déconvoluer l’image avec la PSF estimée [3, 4].
Dans notre cas, la PSF est décrite par un modèle physique par-
cimonieux, et l’objet est décrit par un a priori gaussien avec
un modèle paramétrique pour sa densité spectrale de puissance
(DSP). La méthode que nous utilisions précédemment, AMI-
RAL (pour Automatic Myopic Image Restoration ALgorithm),
combine ces deux paramétrisations, ainsi que l’estimateur mar-
ginal maximum a posteriori (MMAP) [5].

Ce travail étend cette méthode Bayésienne afin de fournir des
incertitudes sur les paramètres de PSF et de DSP [6, 7]. Ces in-

certitudes permettent d’étudier la variabilité de la PSF estimée
puis l’impact de celle-ci sur l’image restaurée. Pour cela, nous
introduisons d’abord le nouvel estimateur minimisant l’erreur
quadratique moyenne (estimateur MMSE), i.e. l’espérance de
la loi a posteriori. Nous présentons ensuite l’algorithme Monte-
Carlo par chaînes de Markov (MCMC) qui nous permet d’échan-
tillonner la loi [8], puis nous calculons la moyenne et l’écart-
type empiriques (approchant l’espérance et l’écart-type de la
loi) pour chacun des paramètres. Enfin, nous présentons des
résultats sur des données simulées et expérimentales.

2 Estimateur MMSE marginal

2.1 Formation d’image et lois a priori
On considère que l’image i résulte de la convolution 2D de

l’objet o avec la PSF h, à laquelle s’ajoute du bruit n (principa-
lement du bruit de photon et de détecteur), donnant le modèle
de formation d’image suivant [9] :

i = h ∗ o+ n (1)

où ∗ désigne la convolution discrète, et i, o, h et n sont de
taille N ×N , avec P = N2 pixels.

Pour cette étude, on utilise une vue synthétique de l’astéroïde
Vesta, générée par le logiciel OASIS [10], pour simuler son ob-



servation par un télescope astronomique de 8m au sol, corrigée
par OA, avec les mêmes paramètres que [5]. Le bruit est consi-
déré indépendant de l’objet, additif, blanc, centré et gaussien,
de précision γn. La PSF est décrite en utilisant le modèle PS-
FAO19 [11], avec 2 paramètres principaux : le paramètre de
Fried r0, décrivant la force de la turbulence, et la variance de
la phase turbulente résiduelle vϕ, décrivant la qualité de correc-
tion de l’OA. Ce modèle a été validé sur des systèmes d’optique
adaptative et des télescopes très différents [11, 12].

FIGURE 1 – A gauche : objet vrai o (vue synthétique de Vesta).
A droite : image simulée i.

On choisit un modèle a priori gaussien et stationnaire pour
l’objet, dans lequel sa moyenne mo est uniforme sur tous les
pixels et égale à la moyenne empirique de l’image (puisque
l’incertitude sur mo est faible étant donné le grand nombre de
pixels). Pour la DSP objet So, on utilise le modèle paramé-
trique suivant :

So(f) = γ−1
o S̄o(f), avec S̄o(f) = 1/(k + fp) (2)

et f = |f | la fréquence radiale. Ce modèle à symétrie azi-
mutale reprend celui de Matérn [13]. Dans ce modèle, γo fixe
l’énergie globale de l’objet, p décrit la décroissance aux hautes
fréquences et k donne le point de rupture entre les deux régimes
du modèle. En faisant une approximation circulante par blocs à
blocs circulants de la matrice de covariance objet, la loi a priori
pour l’objet s’écrit :

p(o|γo, k) =
( γo
2π

)P/2 ∏
f

(
S̄o(f)

−1/2

× exp
[
− γo

2
S̄o(f)

−1|õ(f)− m̃o(f)|2
])

(3)

où .̃ désigne la transformée de Fourier discrète (TFD) et le
produit est sur l’ensemble des pixels dans le domaine des fré-
quences spatiales. Etant donné les hypothèses sur le bruit, la
vraisemblance se déduit du modèle (1), en faisant une approxi-
mation périodisée de celui-ci :

p(i|o, γn, r0, vϕ)

=
(γn
2π

)P/2 ∏
f

exp(−γn
2
|̃i(f)− h̃(f)õ(f)|2) (4)

avec h̃ la fonction de transfert optique discrétisée (FTO).
Les paramètres de PSF ainsi que les paramètres de DSP bruit

et objet, dénommés « paramètres » par la suite, sont considérés

indépendants a priori. De plus, on considère que chaque para-
mètre peut prendre n’importe quelle valeur dans un intervalle
donné. Ainsi, en suivant le principe d’indifférence, on utilise
des a priori uniformes pour chacun d’eux [14].

L’image i et les paramètres de DSP objet γo, k sont choisis
indépendants conditionnellement aux autres paramètres. Enfin,
l’objet et les paramètres de PSF et du bruit sont pris indépen-
dants conditionnellement aux paramètres de DSP objet.

D’après la règle de conditionnement, la loi jointe s’écrit :

p(i,o, γn, γo,k, r0, vϕ) = p(i|o, γn, r0, vϕ)
× p(o|γo, k)p(γn)p(γo)p(k)p(r0)p(vϕ) (5)

La loi a posteriori p(o, γn, γo, k, r0, vϕ|i) est proportionnelle
à la loi jointe ci-dessus.

2.2 Estimateur marginal
Comme dit précédemment, une manière d’estimer les para-

mètres et l’objet est de d’abord estimer les paramètres en mar-
ginalisant la loi a posteriori sur l’objet. De plus, la règle de
Bayes permet d’écrire la loi marginale a posteriori en fonction
des lois a priori et de la vraisemblance marginale :

p(γn, γo, k, r0, vϕ|i) ≜
∫

p(o, γn, γo, k, r0, vϕ|i)do (6)

=
p(γn)p(γo)p(k)p(r0)p(vϕ)

p(i)
× p(i|γn, γo, k, r0, vϕ) (7)

Les lois a priori pour γn, γo, k, r0 et vϕ ont été données
précédemment. Le bruit et l’objet étant modélisés gaussiens,
d’après (1) la vraisemblance marginale est gaussienne :

p(i|γn, γo,k, r0, vϕ) = (2π)−P/2
∏
f

(
Si(f)

−1/2

× exp
[
− 1

2
Si(f)

−1 |̃i(f)− m̃i(f)|2
])

(8)

avec Si la DSP image et mi l’image moyenne :

Si(f) = So(f)|h̃(f)|2 + Sn (9)

m̃i(f) = h̃(f)m̃o(f) (10)

La loi marginale a posteriori pour les paramètres se déduit
des équations (7) et (8).

2.3 Estimateur MMSE et échantillonnage
L’estimateur MMSE est l’espérance a posteriori et elle n’a

pas d’expression analytique vue la complexité de la loi. Une
possibilité consiste à tirer des échantillons et à calculer leur
moyenne empirique. La structure de la loi étant complexe, on
ne sait pas échantillonner directement et on utilise un algo-
rithme de Metropolis-Hastings (MH) : on tire sous une autre loi
(dite proposition) et on accepte avec une probabilité prescrite,
déduite des lois de proposition et a posteriori (ou alors on du-
plique la valeur courante). On peut en envisager deux formes :
tirer les paramètres simultanément (MH standard) ou l’un après



l’autre (MH-within-Gibbs). Le tirage simultané peut de faire
chuter la probabilité d’acceptation (sauf à utiliser des versions
plus avancées comme le MALA ou HMC exploitant le gra-
dient). Inversément, le traitement d’un paramètre après l’autre
peut également ralentir l’algorithme. Par souci de simplicité,
on utilise ici la seconde version. Dans un algorithme de Gibbs
usuel, chaque paramètre est tiré sous sa conditionnelle a poste-
riori, proportionnelle au posterior joint (7). Ici, ces condition-
nelles sont sucessivement considérées comme des lois cibles.
Asymptotiquement, les échantillons sont sous la loi a poste-
riori et leur moyenne empirique tend vers l’espérance [15].

3 Résultats
Les résultats ci-dessous sont obtenus avec l’image simulée

Fig. 1 droite : l’objet vrai est la vue synthétique de Vesta, sur
un fond noir de taille 512× 512 pixels. Les paramètres de PSF
vrais sont r0 = 0.15m et vϕ = 1.3 rad2. La variance du bruit
est prise égale à la moyenne de l’objet (comme approximation
du bruit de photon). Le flux total de l’objet est fixé à Fo =
109 ph (photons), donc γn = P/Fo = 2.62× 10−4 ph−2.

Les paramètres sont estimés avec la méthode proposée, l’hy-
perparamètre p est fixé à p = 2.9, correspondant au meilleur
réglage sur les données avec AMIRAL [5]. L’échantillonneur
de Gibbs est lancé pour 200 000 itérations (ce qui correspond
à quelques heures) pour vérifier la convergence. On trace les
chaînes des échantillons ainsi que les histogrammes correspon-
dants pour γn, r0 et vϕ (avec leur valeur vraie) dans la Fig. 2.

FIGURE 2 – De haut en bas : γn, r0, vϕ. A gauche : chaînes des
échantillons. A droite : histogrammes correspondants. (Valeurs
vraies en ligne pointillée.)

L’inspection visuelle de la Fig. 2 suggère que les chaînes ont
un temps de chauffe court, suivi d’un état stationnaire, où les
échantillons sont concentrés dans un intervalle petit compara-
tivement à leur moyenne.

Les moyennes empiriques m et écarts-types σ calculés, ainsi
que les valeurs vraies, sont récapitulés dans le Tab. 1. La pré-
cision du bruit est correctement estimée, avec une erreur d’es-
timation plus faible que 0.2%. Pour les paramètres de PSF, on
constate que les vraies valeurs de r0 et de vϕ sont comprises
dans l’intervalle m ± 2σ. Les valeurs estimées sont à compa-
rer aux résultats obtenus avec AMIRAL, avec lequel les para-

TABLE 1 – Moyennes m, écarts-types σ et valeurs vraies.
Paramètre m± σ Valeur vraie
γn (ph−2) 2.62×10−4 ± 7.98×10−7 2.62×10−4

γo (ph−2) 2.65×10−13 ± 5.39×10−14 -
k 0.619 ± 0.469 -
r0 (m) 0.141 ± 0.006 0.15
vϕ(rad

2) 1.33 ± 0.02 1.30

mètres de PSF estimés sont r0 = 0.142m et vϕ = 1.13 rad2

pour les mêmes conditions de simulation à l’exception de p,
fixé à 3 [5]. De plus, les erreurs sur ces paramètres sont as-
sez faibles (6% d’erreur pour r0, 2% d’erreur pour vϕ). On
peut aussi juger de l’estimation de la FTO au global : sur la
Fig. 3, on constate visuellement que les FTO estimée et vraie
sont proches.

FIGURE 3 – A gauche : FTO estimée (et vraie en ligne poin-
tillée). A droite : objet restauré (filtrage de Wiener) à partir de
l’image de la Fig. 1 droite.

FIGURE 4 – A gauche : DSP objet. A droite : DSP image. Pour
chacune, DSP empirique moyennée azimutalement en ligne
pointillée, modèle en train plein.

Etant donné que l’objet vrai n’est pas une réalisation d’un
champ gaussien suivant le modèle de DSP objet, pour regarder
la qualité de l’estimation de γo et k, on peut vérifier l’adéqua-
tion du modèle et de la DSP objet empirique, moyennée azi-
mutalement. On compare aussi la DSP image empirique et son
modèle pour juger de la qualité de l’ajustement. On constate vi-
suellement dans la Fig. 4 que les DSP objet et image estimées



FIGURE 5 – A gauche : Vesta observé par SPHERE/Zimpol
sur le Very Large Telescope (VLT) européen au Chili [16]. A
droite : objet restauré (filtrage de Wiener).

sont en adéquation avec les DSP empiriques.
La Fig. 3 montre l’image de la Fig. 1 restaurée avec les para-

mètres estimés. On reconnaît des détails de la surface de Vesta
(de la vue synthétique) qui n’étaient pas visibles sur l’image.

Enfin, on applique notre méthode à une image expérimen-
tale de Vesta [16], en fixant p = 3, valeur adoptée dans [5], et
on lance l’échantillonneur de Gibbs pour 100 000 itérations.
Fig. 5, on retrouve sur l’objet restauré des détails de l’asté-
roïde présents sur la vue synthétique de la Fig. 1 qu’on ne voit
pas sur les données. Pour les paramètres de PSF estimés, la
moyenne et l’écart-type obtenus sont : r0 = 0.26(±0.04)m
and vϕ = 2.62(±0.06) rad2. Ces valeurs sont proches des va-
leurs obtenues avec AMIRAL dans les mêmes conditions, soit
r0 = 0.32m et vϕ = 2.78 rad2 [5].

4 Conclusion

Nous avons développé une extension de la méthode margi-
nale de déconvolution aveugle appliquée à des images astro-
nomiques. En plus de l’estimation des paramètres de PSF et
des hyperparamètres combinée à la restauration d’image, nous
avons désormais une loi a posteriori étendue et pouvons l’ap-
procher, ce qui nous permet d’estimer des barres d’erreurs sur
nos paramètres. Cette nouvelle méthode a été validée sur une
image d’astéroïde simulée, donnant des résultats satisfaisants
pour l’estimation des hyperparamètres et des paramètres de
PSF. Cette méthode a aussi été appliquée à une image expé-
rimentale de Vesta acquise sur le VLT [16].

Dans cette étude, le paramètre p est fixé à une valeur « op-
timale », discutée dans [5]. Sa valeur impacte l’estimation des
autres paramètres. Ceci explique en partie l’erreur sur les para-
mètres de PSF, comme cela a pu être vérifié dans [17]. Dans la
suite, nous prévoyons d’essayer d’inclure l’estimation de p.

Enfin, un travail futur sera consacré à l’accélération de la
convergence. Une possibilité est d’utiliser un algorithme de
Metropolis-Hastings pour échantilloner la loi a posteriori jointe.
Cela permettrait d’utiliser des méthodes de gradient comme les
méthodes Metropolis-adjusted Langevin algorithm [15, 18].
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