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RÉSUMÉ
Dans de nombreuses applications (radar, sondage ionosphérique, communications à spectre étalé), se pose le
problème suivant : trouver un ensemble de séquences (codes de phase) dont l'intercorrélation soit faible, et
l'autocorrélation en forme de pic .
Les cas des séquences binaires et p-aires (p un nombre premier) ont été abondamment traitées dans la littérature .
Cet article présente une construction de séquences q-aires (q, une puissance de 2), où les q valeurs prises sont
des nombres complexes quelconques. On utilise la Transformation de Hadamard, et les propriétés des formes
F 2 bilinéaires sur F q .
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SUMMARY
In many applications (radar, ionospheric studies, spread spectrum communications), arise the following problem :
how to find a set of sequences (phases codes) with low crosscorrelation and peak-shaped autocorrelation .
The binary and p-ary cases (p, a prime integer) have been extensively studied in the literature . This paper presents
an algebraic construction of q-ary sequences (q a power of 2), where the q values taken are arbitrary complex
numbers. Hadamard Transform, and bilinear forms over GF q properties are used .
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Introduction

Considérons le problème suivant : trouver un ensem-
ble de séquences (codes de phase) dont
- les maximums secondaires de l'autocorrélation de
chacune d'elles soient les plus faibles possibles ;
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- les maximums absolus de l'intercorrélation de
l'une gtielcorlque avec tonte autre soient les plus fai-
bles possibles.
Les principales applications viennent de
- la diminution des interférences inter-usagers en
communications à spectre étalé ;
- la discrimination d'échos multiples successifs en
radar ou en sondage ionosphérique .
Les principales recherches dans le domaine concernent
les m-séquences binaires et leurs propriétés de corréla-
tion périodique [1] . On s'est intéressé également au
cas des longueurs non primitives [2]. Les principaux
résultats dans le cas des séquences p-aires (p, un
nombre premier) sont dans [3] .
Le but de cet article est de donner la représentation
la plus générale d'une séquence à valeurs dans F q par
une séquence à q valeurs complexes distinctes (q, une
puissance de 2) en vue d'une représentation dans le
plan complexe par des modulations du type MD P2,
MDP4, et ou même, plus généralement du type
MAQ. Puis l'on montrera, dans le cas particulier
d'une m-séquence à valeurs dans F q , comment calculer
l'autocorrélation périodique, grâce aux propriétés des
codes sur Fq .

1. Représentation des injections de F q dans
Cq

Dans toute la suite q=2" . Pour plus de détails sur
l'algèbre de groupe, voir [4] .

1 . 1 . L'ALGÈBRE DE GROUPE

E a g X 9 ,
gEFq

où ag e C, corps des complexes .
La somme est définie par

A(X)+B(X)= Y_ (aq +bg)Xg
gEFq

et le produit par

A (X) * B (X)

-

	

( E a(,,-h)bh) Xg.
geFq hEFq

1 . 2 . LES CARACTÈRES DU GROUPE ADDITIF (F q, +)

A tout scalaire u dans F q, on associe un caractère
dans Fq , groupe dual de Fq, pris comme groupe additif
par

Y" (v)=(-1)Bl" . V)
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1 . 1 . L'algèbre de groupe
1 . 2. Les caractères du groupe additif (Fq, +)
1 . 3 . La transformation de Hadamard



où B (u, v) est une forme F2 bilinéaire, à valeurs dans
F 2 , non dégénérée .
On vérifie aisément que Xu est bien un caractère i . e.

`d g, h e Fq ,
et (g + h) = en (g) Y (h)

B (u, v) sera choisie au paragraphe 2, et définie indé-
pendamment de la base de projection, ce qui facilitera
les calculs.

1 . 3. LA TRANSFORMATION DE HADAMARD

A tout élément de C F., on associe une bijection de
Fq sur une partie (quelconque) de C à q éléments

ag XgH ( .~u)neFq ~
gEFg

` u -

	

a, et (g) .
gEFq

Les propriétés de cette transformation sont
- bijectivité (utilise : B non dégénérée) ;
- transforme le produit de polyn mes en produit
« composantes à composantes » (produit de Hada-
mard) .

2. Étude de la forme trace

2 . 1 . DÉFINITIONS

On appelle trace de Fq sur F 2 la forme F2-linéaire
suivante

n-1

(a)_ a2=.V a e Fq, Tgiz
i=0

J'appelle forme trace la forme F 2-bilinéaire suivante

(u, V) t-a Tq/2 (u, V)-

2 . 2. NON-DÉGÉNÉRÉSCENCE DE LA FORME TRACE

On rappelle qu'une forme B est dite non dégénérée
si

bveF q,

	

B(u, v)=0 => u=0 .

Supposons

dv, Tg12 (uv)=0,

et montrons u=0 .
Il existe w dans F q tel que Tq 2 (w) = 1, sinon la trace
serait un polyn me de degré q/2 avec q racines !
Si u # 0, en posant v = w/u, on obtient T q 2 (w) = 0 !
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2 . 3. EXISTENCE D'UNE BASE TRACE ORTHOGONALE

Une base (a,) de Fe sur F2 telle que

Vi, je[1, 11], Tq/2 (ai aj)= ij,

(6g , symbole de Kronecker) est dite trace orthogo-
nale.
Soit (a,) une base quelconque de F q sur F 2 , et A la
matrice de la forme trace sur cette base : A est symétri-
que. A est régulière car la forme trace est non dégéné-
rée. A n'a pas sa grande diagonale nulle, à cause de
w du paragraphe précédent (supposer oc, =w) .
Alors, d'après [6], A se factorise : A=B. B', B binaire
n par n, B' = transposée de B. En posant
C=inverse B', on a : I n =C'AC, où I n est l'identité.
Si C est la matrice de changement de base de (ai) à
([3 i), alors ([3i) est trace orthogonale .

2 .4. CONCLUSIONS

Dans toute la suite B (u, v)=forme trace.
Sur une base trace orthogonale

n

B(u, v)= E uivi .

3 . Codes sur Fq

3 . 1 . DÉFINITIONS

On appelle trace de Fqm sur Fq , l'application F 2 -
linéaire suivante

m-1

Tgm 1 q (a) =

	

a4' ,
i=o
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i=1

VreF gm

On appelle m-séquence à valeurs dans F g une séquence
q-naire engendrée par récurrence linéaire à polyn me
caractéristique primitif à coefficients dans F q .

3 . 2. REPRÉSENTATION D'UNE m-SÉQUENCE

Soit ui m-séquence à valeurs dans Fde longueur
q'- 1, il existe a primitive, et (p dans i q m, tels que

V I e [1, n], u i = Tqm 1 q ((pa`) .

preuve : Soit a une racine du polyn me caractéristique
de la récurrence linéaire associée . a est donc primitive
sur Fq mF

	

i H a` vérifie la récurrence linéaire sur F qm .
Par linéarité de la trace de Fgm sur Fq, Tqm 1q 4a`)

aussi. En faisant (p=Œ', on a bien tous les décalés
circulaires de u i .



3 . 3 . TRANSITIVITÉ DE LA TRACE

« La projection sur F2 d'un projeté sur Fq d'un vec-
teur de Fqm est le projeté sur F 2 du même vecteur de
Fqm »

V ,y e F qm,

T q/2 [T qm/q (y)] = Tg m/2 (y) .

Preuve
n-1 m-1

1 y 2nj

i=o j=0
n-1 m-1

	

nm-1

_

	

y2nj+i- E y2k

1=0 j=0

	

k==0

(k=nj+i).

4. Autocorrélation périodique projetée

4 . 1 . DÉFINITIONS

Soit x une séquence à valeurs complexes de longueur
N. Sa fonction d'autocorrélation périodique est alors

d1E7L,
N-1

exx (1) - E xi x i+l
1=0

(indices pris modulo N) .
Soit u une séquence à valeurs dans F g, de longueur
N. Par abus de notation, je pose

OU. (1) = O,h .mo u (1)
N-1

ui

	

Ui+1
i=0

Par interversion de E : 0,,,, (1) _ ~ ag a,*, 01" (1) où
g"

corrélation projetée sur q et h s'écrit

N-1

euu (1) _

	

Xu, (g) . .~ ui + , ( h) .
1=0

4 . 2. CALCUL DE LA CORRÉLATION PROJETÉE

Exprimant les caractères par la forme trace

N-1

eûu(1)= E (-1)T412(uig+ui+, . h) .
i=0

Comme u est une m-séquence :

ulg + u;+ 1 . h = T gm1q [(p a` (g +
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Utilisons alors la transitivité de la trace

Tg /2 [u1 . g+ui+1 . h]

= T gmI2 [(pot' (g + a` h)] .

Deux cas se présentent

q # u' . h : On reconnait l'expression en fonction de la
trace d'une m-séquence binaire de longueur
qm-1=2mn-1, avec 2mn -1 « 1 » et 2nm-1 -1 « 0 »

euh (1) _ - 1 .

a = a' . h : Comme T gm /2 (0) =1 on a une somme de
qm-1 « 1 » :

euu (1) = 2" -1 .

Si (g, h) # (0, 0), cela se produit pour a` =g/h dans F g
soit 1 multiple de (qm-1)/(q-1)=?, .
En effet si l'on pose y = a`, on a : yq -1 =1 donc y est
dans Fq, et, comme a est primitive sur F qm, a l'est sur
Fg.
Pour 1 # 0, cela se produit q-2 fois (0 pour q = 2,
cas des m-séquences binaires) .

4 . 3 . GÉNÉRATION DES SÉQUENCES

Rappelons que

J7. ' Lr ag Xu (g)
geFq

= E a g (- 1)B (h, g) .

gEFq

En utilisant la transitivité de la trace, il est facile de
prouver, que, si le code u est cyclique sur Fg , B (u, g)
est cyclique sur F2 .
Par exemple, si u est une m-séquence de polyn me
caractéristique h sur F4, B (u, g) est une m-séquence
associée à hh (h=conjugué de h) .

5. Corrélation périodique totale

5 . 1 . HYPOTHÈSES

On suppose que les q valeurs prises par les 97 . sont
(sans préciser leur ordre) les q racines q-ièmes de
l'unité sur C.
On utilise les propriétés de la transformée de Hada-
mard pour essayer d'évaluer 0 h.

5 . 2. PROPRIÉTÉS DES ag

a0 =0 : En utilisant la formule d'inversion

ao=
1
E u X(e)

qucF4
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1

queFq

ag I2 =1 : La matrice de Hadamard étant ortho-
gEFq
gonale (à q près)

EIa,I2=1 E I ~F I2 = 9
=l.

9

	

qu

	

q

E ag a,*, =0 Pour 1=0 on a
geh

et

Or :

Posons

On suppose 1 # 0

5 . 4. CALCUL DE Sr

En utilisant la formule d'inversion de la transforma-
tion de Hadamard, il vient

q-1

Sr=
1

C1
+ 1

q

	

Ftik

	

+r ,
k=0

où Y=Œ'.

09' (0) _ - 1

euu (0) = qm - 1

0,,,, (0) = qm -1

(qm-1)x 1-

	

ag ati .
g#h

5 . 3. CALCUL DE LA CORRÉLATION

On calcule 0,,,, (1) pour 1 # 0.
ai e Fq

0,,,,(1)=(EIagI2)X(-1)
9

+(J ag ah)X(-1),
g#h

pour g# h .

euu (1) = - 1 .

a` E Fq : Comme a0 = 0 on peut supposer g # 0 et h # 0 .
Alors

3re[1, q-2], l=rX.

Sr =

	

a.r h . ah .
heFq

euu ( 1 I = -1+q-S,.)
I
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Se pose ainsi le problème de trouver la (ou les) permu-
tations des racines q-ième de l'unité sur C qui donne
(nt) Sr le plus gaible possible. Exemple
n=2= >q=4, au mieux on a s 1 =1/2 .

6. Bornes et exemple

6 . 1. GÉNÉRALISATION

Dans le paragraphe 5 . 1 on a supposé que les .9
étaient à enveloppe constante ; calculs et résultats
demeurent inchangés, si l'on suppose seulement

E ~Fu =0 et EI'.12=q.
U

	

u

Ce qui est vérifié par de nombreuses modulations
MAQ.

6 . 2 . BORNES SUR L'INTERCORRÉLATION PÉRIODIQUE

Rappel

Rappelons que pour deux séquences u et v
N-1

euv (4 _

	

iv, `
G
~ vi+l

i=0

= L., ag ah OÛhv (l),

gheFq

N-1

avec
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eav(4= E Xui (g) xvi+i (h) .
i=0

Supposons, que la corrélation projetée soit bornée

dl, IOûh(l)I_ M.

Par exemple, si les projections sur F 2 de u et v sont
des paires préférées, on a : M = t (k) (voir [1]) .
La corrélation totale est alors bornée par

IO,,,,(1)ISME Iagl
g, h

x1ah l=M(EIag 1)2 ,
9

appliquons l'inégalité de Schwarz dans ftq

(~Iag l) 2 <qE Iag 1 2 .
9

	

9



N-1-i

Cûû (1) _

	

XD (g) .Y" (h).

Les mêmes majorations suivent

Cuv ()LM,~
d1,

	

dg, h => I C"v(l)I <_q M .

En particulier la borne de McEliece appliquée à la
corrélation apériodique projetée donne

CUV
(l) I <2k/2 (1 + Log N)

IC"u(l)I<_2" /N+1(1+LogN) .

6 .4 . CONCLUSION

Ces bornes sont peu fines, en effet, pour
n=2= >q=4, on a

l+i 1-i
ag = 0, 0,	

2 ' 2
(y1a.1) 2 =2

	

(MDP2").
9

Cependant, elles indiquent que, asymptotiquement,
les séquences q-paires ont des propriétés analogues à
celles des séquences binaires .
D'autre part, elles suggèrent de prendre, des séquences
sur F., telles que leur projection sur F 2 donnent de
« bonnes » séquences binaires .
Il semble intéressant, mais assez difficile d'établir un
lien entre la borne sur la corrélation d'une famille et
la distance minimale du code associé .

6 . 5 . EXEMPLES NUMÉRIQUES

Considérons F4 =0, 1, a, a 2 } avec a 2 =1+a .
Choisissons les .F" qui minimisent S, (voir § 5 .4)

J57 1=-i;

~Fa =-1;

	

Sai=i.
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et

Conclusion

ce qui donne
6 . 3 . BORNES SUR L'AUTOCORRÉLATION APÉRIODIQUE

De même que dans le cas périodique, on peut poser

volume 1 - n° 2-2 -1984

aa =
2 ,

aa2 = 0 .

La suite q-aire s'exprime alors en fonction des projec-
tions binaires

a g (- 1)T4 / 2 (Di 9)
geF4
1-i

(--
2

	

1)T4/2 (ut)

+
C

1 + l J (- 1)T4/2(Œ ui)
2

Supposons maintenant que u i soit une m-séquence sur
Fg, de longueur 4'- 1

ui T4m/4 (yt ),
où y e F 4m, y primitive .
Utilisons maintenant la transitivité de la trace, pour
exprimer les projections

T4/2 (ui) = T4m/2 (y 1)
et

T4/2 (a u . ) = T4m/2 (ay`)-

En remarquant que

a = Y N/3 ,

où N=2"m- 1=4m-1 .
On voit que les projections sur F 2 sont des m-séquen-
ces binaires de même polyn me générateur, décalées
circulairement de N/3

T4/2 (ui)=T22 m/2 (Y`)

T4/2 (a ui) = T2 2 M/2

On a montré comment construire des suites complexes
a q valeurs complexes quelconques en utilisant les pro-
priétés des corps finis F 9 pour q=2". Cependant ces

Or :

	

Les Ag et les FD sont reliés par une transformation
de HadamardEIag1

2=1,
9 ao 1 1

	

1 1 1
a1 1 1 -1 -1 -i

donc

	

4
aa

-
1 -1 -1 1

X
-1

I 0"v (1)I<qM . aa2 1 -1

	

1 -1 i



séquences se calculent simplement à partir de codes
cycliques sur F 2 .
On a calculé pour une m-séquence q-aire la corrélation
périodique. Le calcul théorique est susceptible de géné-
ralisation à d'autres codes cycliques, via le polyn me
de Mattson-Solomon. Les performances obtenues se
rapprochent de celles des m-séquences binaires .
D'autres recherches sont possibles
Étude de l'intercorrélation périodique (décimation) .
Ensemble de séquences à performances garanties
(cf. Gold, Kasami) .
Propriétés de corrélation non périodique .
Généralisation à pm valeurs, pour p premier .
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