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RÉSUMÉ
On détermine un algorithme récursif (sur l'ordre du modèle) d'estimation des coefficients d'un modèle autorégress

if au sens du maximum de vraisemblance. Les coefficients ainsi estimés servent alors à estimer les densités
spectrales des sources par la méthode du maximum d'entropie . Enfin, on présente des résultats de simulation
permettant de comparer cet algorithme avec l'algôrithme de Durbin-Levinson .
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A recursive algorithm (the recursion is on the order of model) related to the estimation of the coefficients of an
autoregressive model based on maximozation of likelihood is presented . The estimated coefficients are used to obtain
the soatial power densities by means of maximum of entropy method. Lastly, simulation results are presented for
comparison with Durbin-Levinson's algorithm .
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Principales notations utilisées
A (n, m), matrice à n lignes et ni colonnes ;
A',

	

transposée de la matrice A ;
A

	

vecteur de dimension dim A + 1, sa dernière
p

	

ligne étant 0;
défini par : Â (i) = A (n + 1- i) pour un vec-
teur de dimension n, c'est le vecteur obtenu
en inversant l'ordre des éléments puis en
les conjugant;
matrice ligne transposée conjuguée du vec-
teur A;
distribution de Dirac;
conjugué de x;
déterminant d'une matrice;
matrice élément neutre de la multiplication.

A*

s
X*,
det,
Id,

1. Introduction et motivations
Le but de cet article est d'expliciter un algorithme
d'estimation des coefficients d'un modèle autorégressif
(AR) au sens du maximum de vraisemblance pour le
traitement de signaux d'antennes .
Cet article n'a pas pour objet d'ajouter une méthode
nouvelle aux déjà nombreuses méthodes d'analyse
spectrale; il répond au besoin de déterminer un estima-
teur des paramètres AR possédant une meilleure stabi-
lité statistique que l'estimateur déduit des équations
de Yule-Walker .
Cette recherche de stabilité a déjà fait l'objet de
nombreux travaux pour l'analyse spectrale d'un signal
monodimensionnel parmi lesquels on peut citer l'algo-
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rithme de Burg utilisant les prédictions aller et retour
[1, 3, 7] . Ce type d'algorithme a été étendu à l'estima-
tion des paramètres d'un modèle AR multidimension-
nel [l1] . Mais le but poursuivi ici est l'utilisation d'une
modélisation AR des capteurs d'une antenne en vue
de l'estimation des densités spectrales des sources .
La méthode du maximum d'entropie [7, 3] nécessite
le calcul des coefficients déterminés par l'équation de
Yule-Walker . Elle possède un pouvoir de résolution
angulaire élevé mais présente l'inconvénient de
conduire à des estimations très peu stables des densités
spectrales des sources. C'est pourquoi on développe
ici un algorithme d'estimation des paramètres d'une
modélisation AR des sorties de capteurs au sens du
maximum de vraisemblance . Pour arriver à des calculs
assez simples, on ne considère qu'une méthode
récursive de maximisation de la vraisemblance, la
récursion portant sur l'ordre du modèle . Ce n'est
donc pas une méthode de maximisation globale de la
vraisemblance, mais comme on le verra, le volume de
calcul nécessite est guère plus important que celui
nécessité par l'algorithme de Durbin-Levinson utilisé
pour résoudre l'équation de Yule-Walker . Cette
méthode a été développée dans le cas monodirnension-
nel par Kay et Clergeot [9, 4], la formulation et les
développements sont cependant assez différents dans
ce cas .
L'estimation des paramètres AR par la maximisation
de la vraisemblance peut en général conduire à de
meilleures estimations (au sens sens statistique) que
celles obtenues par une méthode du type moindres
carrés (Yule-Walker) et ceci explique l'intérêt de la
méthode même si la borne de Cramer-Rao (pour les
paramètres d'un modèle AR) ne peut être atteinte
qu'asymptotiquement .
Le plan de cet article va être le suivant : après une
présentation du problème, on étudie les implications
des équations de Yule-Walker, de ceci on dérive le
problème de maximisation sous forme récursive, puis
la résolution explicite de ce problème . Enfin on étudie
sur des signaux simulés les propriétés statistiques des
estimateurs obtenus .

2. Présentation du problème
On considère une antenne linéaire constituée de N
capteurs équirépartis, celle-ci fournit après transforma-
tion de Fourier, un vecteur appelé par la suite vecteur
d'observation X (f) (f, fréquence considérée, dans la
suite, la fréquence considérée étant constante, le terme
f ne sera pas indiqué) . On suppose en outre que les
divers vecteurs X (f) sont indépendants (nombre de
points de FFT suffisants par exemple) et gaussiens .
Le but est de déterminer un modèle AR décrivant le
vecteur X, i . e.

n-1
(1)

	

xn=

	

. a i x„_ i +e
i=1

A nr =(1, a 1 , . . ., an

(X,,,
blanc) .

sortie du n-ième capteur de l'antenne; e, bruit
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Ce modèle est caractérisé par la matrice de covariance
(inconnue) du vecteur X qui sera notée M (A, ae), A
étant le vecteur des paramètres AR et ae la variance
du bruit blanc d'entrée . Alors la fonction de log-
vraisemblance d'une observation constituée de m vec-
teurs { X 1, X 2 , . . . , X,„ } conditionnelle à (A, a e)
s'écrit

(2) Log p (X 1, X 2 , . . . , X./A, ci,,)
_ -m . N Log x-m Log det M (A, ae)

'n

-

	

X* . M -1 . X;.
+= 1

Nous allons maintenant développer une méthode de
maximisation récursive de la log-vraisemblance relati-
vement à (A, o ) .

3 . Implications des équations de Yule-Walker

Rappelons quelques implications simples des
équations de Yule-Walker qui s'écrivent

(3)

	

M. A=

(4)

d'où

a n =-K„ . a„

et
ci„ + Kn . a,* = an (1 - I K n 1 2),

d'où on déduit l'expression récursive de la variance
de l'erreur de prédiction

( 5 )'

	

an+1=Cri, .(1-1Kn l z) .

à l'ordre n.

Par identification on obtient la première partie des
formules de Durbin-Levinson [1, 7]

A n+1=(
0

n
)+K„( A„~

Kn étant le coefficient de réflexion. Cette équation est
vérifiée par le modèle AR véritable (et inconnu) . On
déduit de (4)

Mn +1 • A n +1

= Mil +1 . On l +Kn . M n+
Il )C A,,

Traitement du Signal

RECHERCHES

293

Par ailleurs, on déduit directement des équations de
Yule-Walker une décomposition de Choleski de Mn,soit

avec

avec :

A` - 1,

Cette équation sera notée sous forme plus condensée

(6)

	

Mn • Tn,

d'où

M„ 1 =Tn . A-' . Tn .

4. Maximisation récursive de la fonction de
la log-vraisemblance

Nous allons maintenant effectuer une maximisation
récursive de la log-vraisemblance en utilisant les
expressions précédentes . Pour cela, nous allons établir
une expression récursive des deux termes de la vraisem-
blance fonction d'un seul paramètre inconnu .
Il importe de préciser les hypothèses du calcul récursif
présenté ci-après, on fait donc les hypothèses
suivantes :
- on suppose connus les prédicteurs optimaux exacts
jusqu'à l'ordre (n- 1) (donc les coefficients de réfle-
xion jusqu'à K,_2) .
On veut estimer à l'ordre n, par maximisation de la
vraisemblance, Kn-1 (d'où l'on déduira A n ) et 6n _ 1 ,
qui sont ici traités comme des variables indépendan-
tes .
L'approximation consiste à utiliser la relation ainsi
établie de façon récursive, le calcul à l'ordre n étant
effectué non pas à partir des prédicteurs exacts
d'ordre inférieur, mais à partir des prédicteurs estimés
aux ordres précédents . Ce type d'approximation
permet d'ailleurs un certain nombre d'approches diffé-
rentes du problème de maximisation de la vraisem-
blance .

0

a, 0

an-1

1

n
an-p

0

1)
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Le calcul développé dans le paragraphe suit le schéma
suivant
1 ° Grâce à la décomposition de Choleski (6) de M„,
on obtient une expression explicite de det M n en
fonction de K„ _ 1 et a,-, et du terme quadratique.
2 ° On maximise la fonction ainsi déterminée en fonc-
tion de an _ 1 , la log-vraisemblance n'est plus alors
qu'une fonction de Kn _ 1 .
3 ° On maximise cette fonctionnelle relativement à
Kn_ 1, Kn- 1 est déterminé par résolution d'une
équation du troisième degré à coefficients réels .

4 . 1. EXPRESSION RÉCURSIVE DE det M

D'après (6)

det A n = det T n . det M n . det(T„),

or Tn étant triangulaire (diagonale formée de 1), det
Tn =1, d'où

n-1
det M„=det On= fl ai,

I=o

cri=a;-1.(1- Ki _ 1 I 2),

or (5)

d'où

an-L

an-2=an-1 • \ 1- I Kn_1 I 2 ) -1 = an-t

	

2 ,

-1a 1 =unKn-SI )

	

X . . .

X(1-IK2 I 2 ) -1 =an
ao = an-1 •( 1- K„-1 I 2)-1 X . . .

X(1-I K 1 I2)-1=an-L fo,

on en déduit que :

(7) Log det Mn = n Log an-1
-(n-1) . Log(1- IKn-1 I 2)- . . . -Log (1 -J JK, 12) .

4. 2. MAXIMISATION RELATIVE A a„ _ 1

De la formule (6), on déduit que

X* .M-1 .X=(T„X)* . An 1 •( T,,X)
= an1 1(T„ X) * 8, (Ti, X),

où S„ est une matrice diagonale ne faisant pas intervenir
an-,
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0

fi- 1 0

fn L

(8)

Yn = 0
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D'où l'expression suivante de la log-vraisemblance

Ln (X 1 , . . . , X./A, ae)
=-m .n Log(ai _ 1 )

m

-(an-1)-1 . ~, (TnXi)* . Sn(TnXi)+CO .
i=1

Co ne dépendant pas de an_ 1 .
Par dérivation de l'expression précédente, on obtient
l'estimation au sens du maximum de vraisemblance
de an _ 1 , soit

On_1=
1

	

E,(Tn Xi)* -Ô n .(Tn Xi) .

On en déduit une expression de Ln relative à K n-,
seulement, i . e .

(9) L„ (X1 , . . . , Xn,/A, ae)

1=-M . n Log
(

	

. E (Tn X i)* . 6 n (T n XI)
Jm .n i = 1

+m .(n-l) Log(1-IK n _ 1 I 2)+C 1 .

C 1 ne dépendant pas de Kn _ 1 .

4. 3. DÉTERMINATION DE Kn _ 1

Il reste à expliquer (T n X i )* . S n . (T„X I) en fonction de
K,-, . Or :

Sn = (l - I Kn-1 12) • Yn,

avec y„ matrice diagonale définie par

/(l - IKn -2
12)

	

. . .

	

(1-IK 1 I 2 )

0

1

(1- K„-1I z
)
-1

y n , matrice diagonale
~Ln (X 1 ,

(10) =-mnLog(1 . > (T, .X1)* .yn .T,, .Xi
m I=1

-m Log(1-I K„-1 I 2)+C1 .

L'avantage de la formulation (10) de L n est le suivant
seule la dernière ligne de T„ (notée A ;,) et l'élément
de la dernière ligne et dernière colonne de y n dépen-
dent de Kn _1, d'où
Ln (X 1 , . . . , Xm/A)

=-mnLog(A,* .( 1 . E X; .X*l .A„1
m I=1

+m (n-1)Log(1-IK n - 1 I 2)+C 2 .

C 2 ne dépendant pas de K„ _ 1 .



De plus, A„ s'exprime en fonction de K,,-, et A,,-,
(supposé connu) par la relation vectorielle (4)

C AS
	 ')+K.-,( A'

1~

rn
Soit r la matrice 1/m .

	

X1 . X*, r correspond à une
1=1

estimation de la matrice interspectrale obtenue par la
méthode du périodogramme. (On verra au
paragraphe 5 que cette matrice doit être légèrement
modifiée pour s'adapter aux données du problème .)
La partition de A n donnée par la formulation (4)
impose de découper I' (n, n) en blocs afin d'effectuer
le produit A* .1 A„ par multiplication des blocs et
d'expliciter ainsi Kr _ 1 dans cette expression, on écrit
donc

(11) r=

A* . F . A„=

Il

n -0 n-1

n-2

rn-2

H*
71 -2

r (n, 1 ) I Hn*- 2

r(n, 1)

HI,-2

F (n, n)

r(n, 1)

Hn-2

r (n, n)

Où r(1, 1) est l'élément de la première ligne et
colonne de r, r i _ 2 est la matrice (n-2, n-2) obte-
nue en extrayant les éléments de f' par la
formulation :

r„ 2 (i,

	

+l, j+1),

1 <-i<_n-2,

	

1 <_j<_n-2

et L n - 2 et Hn_ 2 sont les vecteurs colonnes rèsultatns
du découpage précédent .
Mais surtout il importe de considérer que malgré son
apparence compliquée, ce découpage de r s'impose
naturellement en considérant la formulation (4) de A,, .
De (11) et (4) on déduit que

(12) A;* . r .A„=A*-1 rn-1 An-1

+IK„ i12 Â*_ 1 rn-2 Hl-2
Ân-1

H*- 2

	

F1
n, n)

+K,,-, • A*-1
(FL,*-2 r(n .

1) / An-1
rn-2 H(„-2)
An*-

1
r(n, 1) H*n-2

Ce qu'on écrit sous la forme suivante :

+2Re(K„-1 .Cn)+IKn_11 2 .D,,,

RECHERCHES

avec

Dn =A*-1 •
Crn-2

Hn_2 ` .
An-1,Hn-2 fin, n)

Ci , -A*-1 CLn-2 r(n, 1) 1
An-1 •rn-2 Hn-2

Alors L,, (X, . . ., X,,,) s'exprime comme une fonction
de Kn _ 1 (en négligeant les termes ne faisant pas inter-
venir K r - 1 ), soit

(13) L„ (X 1 , . . ., X./K.-,)
=-m .nLog(fn_1+ 2 Re(K„-1 , Cn)+j K,,-1I2 .D,)

+m . (n-1)Log(1-IK,_1 I2) .

Maintenant, L,, s'exprime comme une fonction expli-
cite de K n _ 1 et il s'agit donc de déterminer le coeffi-
cient de réflection K r - 1 maximisant (13) .

4 .4. MAXIMISATION DE LA LOG-VRAISEMBLANCE RELATI-
VEMENT A Kn-1
On peut remarquer que nécessairement K,-, se
trouve dans le disque unité, de plus, si ( Kn _ 1 I -~ 1
alors la log-vraisemblance tend vers - co, Ln possède
donc au moins un maximum dans le disque unité
puisqu'elle est continue dans le disque (théorème des
valeurs intermédiaires) .
Posons

Kn-1 = x+iy,
Ci , =a+ib.

En dérivant L,, par rapport aux parties réelles et
imaginaires de K n_ 1 , on obtient que nécessairement
en un extrémum

(14)

	

y=- bx .
a

De (14), on déduit l'expression de L,, en fonction
du seul paramètre x, d'où l'équation nécessairement
vérifiée par x en un extrémum

(15) x3
(az

~bz ID, .(an -1 )
/a

2

	

2

+x2 . C a
+b

	

(2a„-1)
a
+x . (an .

	

+Dn)+a =0,

où
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Cette équation du troisième degré à coefficients réels
a une ou trois solutions réelles dans le disque (au
moins une!) . Sa résolution est obtenue par les formu-
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les classiques, s'il y a trois solutions dans D (0, 1) on
ne retient évidemment que la solution maximisant la
vraisemblance [dans tous les cas, sur des données
simulées et réelles, on n'a trouvé qu'une seule solution
de (15) dans D (0, 1) ce qui n'est guère surprenant si
on considère (13) et le théorème des valeurs intermé-
diaires] .
On peut remarquer de plus que la solution du maxi-
mum de vraisemblance fait appraître le terme
correctif m (n-1) Log (1-1Kn _ 1 (2) par rapport à la
solution des moindres carres . Ce terme correctif repré-
sente Log det M n (aux termes constants additifs près)
or d'après [8] le déterminant de M" a une formulation
simple en fonction des racines de A (Z), i . e .

det M,,= a,", .

	

1
= „(1 - Z2)fl (1-Z 1Zj)

j#i

[Zi, racines de A (Z)] .
On voit sur cette expression que det Mn tend vers
l'infini lorsque les racines se rapprochent du cercle
unité [5], ce terme apparaît donc comme un facteur
stabilisant (cf. fig. 8) .

5. Utilisation en traitement spatial

Considérant une antenne à N capteurs la récursion
se fera donc de l'ordre 1 à l'ordre N avec les initialisa-
tions suivantes :

Oo =1'(0, 0),

et pour n=1,
d 1 =F (1, 1),

	

C1 =F(0, 1),
ai = K1 ,

	

K1 =x 1 +iy 1 ,

x1 étant la racine convenable de l'équation (15) .
De plus, le but de l'algorithme étant de « prédire »
la sortie d'un capteur à partir des sorties de n capteurs
consécutifs, on est amené à considérer tous les n-uplets
consécutifs de l'antenne ce qui conduit à remplacer la
matrice F„+1 (qui correspond à choisir le premier
capteur de l'antenne comme capteur de référence) par
la matrice Iii+1 (n+l, n+l) :

(16) I +1=
1

N-n
N-n

	

N-n

	

N-„

xiI 2 ,

	

xixi+l>

	

xi .X* n
i=1

	

i=1

	

i=1
N-n

	

N-n

Xi+1'Xi+n
i=1

N-n

E l xi+n z
i=1

(Cette matrice n'est pas une matrice de Toeplitz .)
L'expression de r„+1 peut être obtenue de façon plus
naturelle en considérant que M a la dimension N
maximale (nombre de capteurs) . La récursion se fait
sur l'ordre n du prédicteur optimal, qui varie de 1 à
N. A l'ordre n, la matrice T, de dimension N, a la
structure suivante

T„ -

et

Fao

0
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En développant l'expression

1 m

- E (Tn Xi)* 7n (Tn Xi)
Mi=l

(le vecteur Xi étant ici de dimension N), on fait appa-
raître directement la matrice rn définie par (16) [5] .
L'application de l'algorithme de maximisation
récursive de la vraisemblance conduit à l'estimation
du vecteur de prédiction à l'ordre N . On calcule alors
l'estimation correspondante de la densité spectrale
P(0) des sources dans le gisement 0, qui correspond
à une fréquence qpatiale égale à (d cos 0/a,) par la
formule [7]

(17)

	

P(6) = aN

0

(Y,. - 1

0

a"
n-P

na','. -1 `

	

an-P

an-1

ID*AI2'
0

D0 étant le vecteur de retard, soit pour une antenne
linéaire à capteurs équirépartis et d'espacement inter-
capteurs d (c =célérité du son)

(18) Dl= 1, exp(-2in fil cos01

/
/c

exp (_2 in f (N-1) d cos 0
//

.
C
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6. Performances de l'algorithme

On utilise pour cela une simulation définie de la façon
suivante
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i=1
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Données des simulations des figures 1 et 2

Figure 1
NMOY =300

b=5
ns=S

a 1 = 3, 0 1 =35
a 2 = 2, 03 =42
a3 = 7, 03=67
a4=15, 04 =73
a 5 = 1, 0 5 =90

Figure 2
NMOY = 50

b=3
ns=5

a1 = 3, 0 ) =33
O 3 = 2, 03 =38
a 3 =14, 0 3 =56
a4= 7, 04=64
a5 = 1, 03=80 .

On peut remarquer que les calculs nécessaires ne sont

	

X est un vecteur gaussien dont la matrice de cova-
pas beaucoup plus importants que ceux nécessités par

	

riance s'écrit
l'algorithme de Durbin-Levinson .

On fait l'hypothèse que X est gaussien centré, cette
hypothèse semblant justifiée dans le cadre de l'écoute
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passive (en acoustique sous-marine) par les résultats
d'expérimentations, où : ns est le nombre de sources
simulées; {(ai, a r)}ts 1 , les densités spectrales et les
gisements des sources ; b, la densité spectrale du bruit .
La simulation du vecteur X correspondant est obtenue
par décomposition de Choleski de la matrice C. On
indiquera sur les résultats de simulation ns, les
couples : {o j , 0 ;} ;s 1 et b, ainsi que le nombre de
moyennages utilisés pour estimer r' (ce qui détermine
le facteur BT correspondant et donc la variance d'esti-
mation des éléments de r') .
On a cherché à comparer les propriétés de deux estima-
teurs des paramètres d'un modèle AR des sorties des
capteurs de l'antenne. L'un est celui développé au
cours de cet article (maximisation récursive de la
vraisemblance), l'autre est celui obtenu par la résolu-
tion des équations de Yule-Walker par l'algorithme
de Durbin-Levinson appliqué à 1a matrice de Toeplitz
obtenue par moyennage des diagonales de la matrice
du périodogramme [7] .
Sur les figures 1 et 2, on présente les résultats obtenus
par les deux méthodes, P(0) est représentée avec une
échelle linéaire et les sources sont représentées avec
leurs gisements et leurs puissances par un trait vertical
dont la longueur représente la puissance de la source .
Les gisements sont représentés de 0 à 180 0 . La courbe
en tirets courts (notée Kay) correspond à la courbe

Fig. 3 . - Comparaison des deux méthodes.
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obtenue par la maximisation de la vraisemblance et
celle en tirets longs correspond à l'application de
l'algorithme de Durbin-Levinson .
Sur la figure 1, il y a cinq sources dont deux fortes,
la puissance des trois sources faibles est mal estimée
par Durbin-Levinson, par contre, elle est bien estimée
(relativement aux sources fortes) par la maximisation
de la vraisemblance.
Ce résultat est confirmé sur la figure 2 où de plus la
source forte dans le gisement 56 est très mal estimée
par Durbin-Levinson, quant à la source dans le
gisement 80, elle n'est pas vue par cette méthode .
On présente sur les figures 3 et 4 les résultats obtenus
pour dix réalisations d'une simulation dont les paramè-
tres (puissances et gisements des sources, niveau du
bruit ambiant, facteur BT) sont indiqués en haut des
figures .
La mention « Max entropie » correspond à l'applica-
tion de l'algorithme de Durbin-Levinson, alors que la
mention « Max vraisemblance » correspond à l'appli-
cation de la méthode développée dans le présent arti-
cle. On peut noter la stabilité de la méthode du
maximum de vraisemblance pour l'estimation des puis-
sances des sources qui contraste avec l'instabilité de
la solution directe des équations de Yule-Walker . Ceci
étant particulièrement visible pour les deux sources
fortes (dans les gisements 75 et 82) .
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FSg. 4 . - Comparaison des deux méthodes .
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L'ordre 15 est l'ordre maximal (il y a 16 capteurs) ;
suivant une idée répandue en analyse spectrale, on a
donc réduit l'ordre du modèle jusqu'à l'ordre 8 (ce
qui correspond au nombre de capteurs divisés par 2) .
On peut constater sur la figure 5 la dégradation du
pouvoir séparateur, alors que par contre, les pics
parasites semblent moins importants (ceci est surtout
visible à faible rapport signal sur bruit) .

MAX VRAISEMBLANCE 3
16 CAPTEURS ORDRE - B
BRUIT - 32 MOY -100 5/B 7 .0
MATRICES SK

~

		

-T.

0 10 120 30 40
.

50
.

6H 70 90 9
1
0 100110120130140150160170190

Mg. 5. - Influence de l'ordre du modèle.

Enfin sur les figures 6 et 7, on présente les résultats
obtenus par les deux méthodes avec des sources de
faible niveau (par rapport au bruit ambiant) . Dans
ce cas, les résultats apparaissent semblables, en parti-
culier les pics parasites sont semblables . La solution
directe des équations de Yule-Walker présente une
bonne stabilité (cette stabilité est-elle due au niveau
élevé du bruit ambiant?) . Dans le cas d'un bruit
(ambiant) élevé, la modélisation AR ne paraît pas
appropriée, ce qui a été démontré par de nombreux
auteurs ; et le fait d'estimer les coefficients du modèle
AR par maximisation approchée de la vraisemblance
ne change pas le fond du problème qui est l'adé-
quation de la modélisation .
La figure 8 utilise un autre type de présentation,
précisément on présente les pôles de la fonction de

29/ 1/B5
SOURCES :
GIS NIV
22.0 3 .0
30.0 2.0
75.0 7 .0
92.0 5 .0

120.0 L0
140.0

	

3 .0
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Mg. 6 . - Influence du rapport signal sur bruit.
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Fig. 7. - Influence du rapport signal sur bruit .
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transfert du modèle AR . Ces pôles sont déterminés à
partir des coefficients AR par le calcul des racines du
polynôme en Z associée au modèle . Les racines étant
déterminées par un programme utilisant la méthode
de Laguerre .
Dans cette simulation, il y a 3 sources, l'ordre étant
maximal, il y a donc 16 pôles . Les traites 1, 2, 3
correspondent aux positions exactes des bruiteurs
simulés qui sont définis par leurs gisements et leurs
puissances respectives . De plus, on considère
30 réalisations de cette simulation .

8 . - Influence de la méthode d'estimation des coefficients du modèle AR
sur la position des pôles du modèle estimé.
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On observe que les pôles s'accumulent autour des
pôles correspondants aux bruiteurs pour les deux
méthodes. Mais la méthode du maximum de vraisem-
blance ramène les pôles non liés aux sources vers
l'intérieur du cercle unité (sur une couronne de rayon
assez nettement inférieur à 1) . La méthode du maxi-
mum de vraisemblance apparaît donc comme stabili-
sante, ce qui n'est guère étonnant au vue de l'expres-
sion du déterminant de la matrice M,, .
Il faut toutefois noter que la méthode du maximum
de vraisemblance a tendance à ramener tous les pôles
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* IKAY 0P * MAX VRAISEMBLANCE

16 CAPT ORDRE = 15 MOY = 150

b Ï10 CC+
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.

	

eb .	11to	 130	

Gisement

à l'intérieur du cercle unité ; ainsi quand la puissance
du bruit augmente, les pôles dus aux bruiteurs sont
également ramenés vers l'intérieur du cercle unité .

7 . Application de la méthode a l'estimation au
sens du maximum de vraisemblance approché
d'une matrice de structure imposée

Une application de la méthode qui vient d'être décrite
peut être l'estimation d'une matrice de covariance (ou
interspectrale) de structure imposée (Toeplitz) au sens
du maximum de vraisemblance approché .
Pour cela, on considère la matrice I ;,+1 définie par
la formule (16), par application de la méthode on
obtient une suite de coefficients (1, a 1 , . . ., a„) décri-
vant la modélisation AR . Le problème est maintenant
d'estimer la matrice de covariance (ou interspectrale)
de Toeplitz, correspondant à ce modèle AR .
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b

Sources 1 2 3
Gisement 48 .0 55.0 62.0
Niveau
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Fig. 9 . - Localisation de sources par la méthode de Pisarenko en utilisant la matrice interspectrale approchée par moyennage des diagonales
(Gonio ST) ou par la méthode du maximum de vraisemblance (Gonio MR) .

Le problème est de calculer les covariances correspon-
dantes définies par

(19) rk=21~ H(Z) •H (Z-1) .ZkZ
où H (Z) est la fonction de transfert du modèle, soit

H(Z)=(ao+a1Z+ . . . +a"Z") -1 ,

Z=exp tin	C

	

fdcose

	

ao = l .~
C

La suite des réponses impulsionnelles correspondant
à H(Z) est la suite : {hk}t définie par

(20)

	

hk

	

8 (k)-

	

ai hi+k
i=1
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+ co
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(22)

	

h,.S(j+k),

	

k>_0.
t=o

	

=o
Cette expression peut encore s'écrire sous forme d'un
système linéaire

(23)

	

A . R=D,

avec

R'= (r.,(ro, r1, . . . , rn),
D' = (E, 0, . . . , 0) .

A étant définie par

(24)

	

A (1, j) =

	

ai-,

	

pour j=1,

i a;+J_2+a,_j

	

pour j> 1 .

Cette expression a été obtenue par Dugré, Beex et
Scharf [6] pour le calcul des covariances correspon-
dant à un modèle ARMA .
Dans le cas de covariances complexes (ce qui est le
cas du traitement spatial) l'expression (24) de A (i, j)
ne s'applique plus, l'approche qui nous a semblée la
plus simple a été de considérer (22) dans le cas com-
plexe (r_ k=rk) puis de décomplexifier le problème,
on obtient alors le vecteur R comme solution d'un
système linéaire du même type que celui défini par
(23), (24) mais de dimension double.
De plus, il a été prouvé que pour un modèle AR
stable la matrice A définie par (24) est inversible [6] .
Dans toutes les simulations effectuées, la matrice de
Toeplitz associée au vecteur R, i . e .

T (i, j)=ri-f

s'est avérée être positive.
Ainsi sur la figure 9, on présente les résultats d'une
simulation définie de la façon suivante

k>_0,
i=o

r k =r_ k (danslecasréel),

+ Co

rk = i h; h; +k
i=0
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1° Les sources et le bruit sont définis de façon identi-
que à celle employée au paragraphe 6 .
2° On applique la méthode de Pisarenko (projection
sur le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs
propres associés aux dix valeurs propres minimales)
concuremment à deux matrices de Toeplitz . D'une
part à la matrice projection orthogonale de la matrice
du périodogramme sur le sous-espace vectoriel des
matrices de Toeplitz . [Courbes de gauche notées ST
(moyennage) .] D'autre part, à la matrice de Toeplitz
obtenue à partir de l'estimation des coefficients AR
au sens du maximum de vraisemblance approché à
l'aide des formules (23) et (24) . [Courbes de droite
notées MR (max de vraisemblance) .]
On peut constater que les courbes de droite (MR)
semblent présenter une meilleure stabilité statistique,
de ce fait les deux sources faibles apparaissent plus
nettement (surtout celle dans le gisement 55) . Dans
ce cas, la méthode exposée dans le paragraphe apporte
une amélioration sensible de la méthode de Pisarenko,
au prix de calculs assez modestes vis-à-vis de ceux
nécessités par le calcul exact de la vraisemblance .
Toutefois, il faut remarquer que l'avantage n'est pas
toujours aussi marqué .

On présente sur le tableau, les résultats statistiques
obtenus sur un nombre donné de réalisations par les
deux estimateurs . On peut remarquer que la variance
d'estimation de la puissance des sources faibles est,
en général, bien plus petite pour la méthode du maxi-
mum de vraisemblance que pour la méthode de Levin-
son, le biais peut aussi être bien plus petit. Ceci est
en accord avec les résultats trouvés par Kay [9] en
analyse spectrale .

8 . Conclusion

L'algorithme présenté dans cet article conduit à une
maximisation récursive de la vraisemblance au prix
de calculs assez réduits. On peut rapprocher cette
méthode de celles développées en [10], puisqu'elle peut
conduire (cf. § 7) à l'estimation de la matrice du
modèle AR estimé (qui est de Toeplitz) au sens du
maximum de vraisemblance .

On peut remarquer la supériorité de cet algorithme
sur celui de Durbin-Levinson lorsque des sources for-
tes sont présentes, cela s'explique par l'influence stabi-
lisante du déterminant . Cette conclusion n'est plus
vérifiée lorsque toutes les sources sont de faibles puis-
sances relativement au bruit, mais là, le problème
réside dans l'inadéquation du modèle AR .
L'auteur tient à remercier les experts de la revue pour
leurs critiques qui ont permis d'éclaircir (l'espère-t-il)
et de compléter de nombreux points .

Manuscrit reçu le 4 mars 1985, version révisée le 30
septembre 1985 .
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SOURCE I

	

GIS INIT =33 .0 NIV INIT = 3 .0
KAY

	

MOY GIS =31 .1 SIG GIS -0 .24 MOY NIV = 3 .1 SIG NIV=0 .74
MAXENT

	

MOY GIS =33 .0 SIG GIS= 0 .69 MOY NIV = 4.9 SIG NIV=6 .07
SOURCE 2

	

GIS INIT =41 .0 NIV INIT = 2.0
KAY

	

MOY GIS =41 .5 SIG GIS= 0 .64 MOY NIV = 1 .8 SIG NIV=0 .43
MAXENT

	

MOY GIS =41 .3 SIG GIS= 0 .89 MOY NIV = 2.5 SIG NIV=4 .15
SOURCE 3

	

GIS INIT =67 .0 NIV INIT =17.0
KAY

	

MOY GIS =66 .5 SIG GIS =0 .50 MOY NIV =17.0 SIG NIV=0 .00
MAXENT

	

MOY GIS =67 .0 SIG GIS=0 .00 MOY NIV =14.4 SIG NIV=5 .41

SOURCE 4

	

GIS INIT =76.0 NIVINIT = 5.0
KAY

	

MOY GIS =77 .0 SIG GIS= 0 .20 MOY NIV 7 .9 SIG NIV=1 .87
MAXENT

	

MOY GIS =76.0 SIG GIS= 0 .22 MOY NIV 2 .3 SIG NIV=3 .26

SOURCE 5

	

GIS INIT =90.0 NIV INIT = 1 .0
KAY

	

MOY GIS =90,9 SIG GIS= 0.30 MOY NIV = 1 .7 SIG NIV=0 .37
MAXENT

	

MOY GIS =89,8 SIG GIS =0 .88 MOY NIV = 1 .0 SIG NIV=2 .36

TABLEAU

J KAY 1
NBRE CAPTEURS = 16
DIST. INTERCAPTEURS
NBRE DIAG. BRUIT

=LAMBDA/2
= 1

ORDRE DU MODELE = 15
NBRE RÉALISATIONS =100
SOURCE I GIS=33 .0 NIV= 3 .0
SOURCE 2 GIS=41 .0 NIV= 2 .0
SOURCE 3 GIS=67 .0 NIV=17,0
SOURCE 4 GIS=76 .0 NIV= 5 .0
SOURCE 5 GIS=90.0 NIV= 1 .0

	

SIG=ECART TYPE
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