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RÉSUMÉ
Après un rappel de la méthode classique de calcul du bruit d'arrondi dû aux multiplications dans un filtre numérique RII,
nous présentons une méthode faisant appel à la représentation des filtres dans l'espace d'états .
Les estimations théoriques du bruit sont vérifiées par comparaison avec des valeurs expérimentales obtenues à l'aide d'un
simulateur, pour trois structures de filtres, tous-pôles réalisant une même fonction de transfert H (z) .
Les résultats sont exprimés en fonction des pôles de H (z), ce qui permet une détermination immédiate de la structure la
moins bruyante .

MOTS CLÉS
Bruit d'arrondi, filtres numériques RII, espace d'état, simulation .

Traitement du Signal
65

volume 5 - n° 2 - 1988



SIMULATION DE FONCTIONNEMENT DE FILTRES NUMÉRIQUES RÉCURSIFS

SUMMARY
After recalling the classical method te , calculate roundoff noise into IIR digital filters, we present a method using state-space
filter representation . For three différent all poles structures, having the saine transfer function H (z), we compare the theoretical
estimations with results given by simulation . The results depend on poles of H (z), that immediately give us a determination of
the less noisy structure .
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1. Introduction

Dans le cadre de la conception des filtres numériques,
un des points importants à mettre en valeur est l'intro-
duction du bruit numérique résultant de l'arithméti-
que des mots de longueur finie .
Parallèlement, dans le domaine de l'enseignement des
circuits numériques en Électronique, il est indispensa-
ble de mettre l'accent sur ces effets.
Dans ce but, nous avons développé un simulateur de
filtres numériques que nous avons voulu d'orientation
didactique . La mesure par simulation, des puissances
de bruit recueillies en sortie des filtres est une de
ces utilisations possibles. Nous la présentons ici en
comparaison avec différentes méthodes théoriques
d'estimation de ces puissances .
Le développement de deux de ces méthodes permet
de mettre en évidence l'intérêt de la représentation
des filtres dans l'espace d'état .
Après avoir vérifié par comparaison une bonne
concordance entre les estimations théoriques et les
valeurs expérimentales obtenues à l'aide du simula-
teur, nous présentons pour une fonction de
transfert H (z) du deuxième ordre donnée, un exemple
de choix de la structure la moins bruyante parmi trois
types de réalisations possibles .

2. Rappel de la méthode classique d'éva-
luation du bruit de calcul dans un filtre numé-
rique récursif

La valeur à calculer est celle de la variance du bruit
global en sortie du filtre. Ce bruit résulte des différents
bruits dus aux opérations arithmétiques intervenant
au cours du calcul du filtre.
Parmi les opérateurs arithmétiques que l'on considère,
on suppose que la réalisation du filtre prévoit un
facteur d'échelle à l'entrée pour réduire au minimum
un éventuel dépassement de capacité en sortie des
additionneurs . L'effet de quantification des coeffi-
cients n'est pas pris en considération pour des filtres
à coefficients fixes. Dans l'étude que nous présentons,
nous ne considérerons que les sources de bruit engen-
drées en sortie des multiplieurs. Dans la technologie
moderne, l'arrondi est effectué après accumulation en
double longueur.
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Compte tenu des hypothèses communément admises
H . 1. deux échantillons différents d'une même source
de bruit sont supposés non corrélés ;
H . 2 . deux sources différentes de bruits (c'est-à-dire
associées à deux multiplieurs différents) sont suppo-
sées non corrélées ;
H . 3. chaque source de bruit est supposée non corré-
lée avec la séquence d'entrée,
et des propriétés des systèmes linéaires, la variance
du bruit en sortie d'un filtre possédant M sources de
bruit, est donnée par la formule [1, 2]
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où Hk (z) représente la transformée en z de la réponse
impulsionnelle du filtre qui aurait pour entrée la
k-ième source de bruit ek de variance cr . Ces bruits
sont classiquement modélisés par des variables
aléatoires uniformément réparties, ce qui conduit pour
une technique de quantification par arrondi, à des
variances de la forme q2/12, où q=2-b si l'on traite
des mots binaires de b + 1 bits .
Des formules analytiques ont été développées [3], qui
permettent le calcul des normes I IHk I I z pour toute
transmittance rationnelle jusqu'à l'ordre quatre . Nous
avons préféré, pour effectuer ce calcul, utiliser une
méthode qui fait appel à la représentation des filtres
dans l'espace d'état [4, 5, 6] et qui est applicable quel
que soit l'ordre du filtre .

3. Calcul de la variance du bruit en sortie
d'un filtre au moyen de sa représentation dans
l'espace d'état

3 . 1 . EXPRESSION DE LA VARIANCE DU BRUIT EN SORTIE
D'UN FILTRE

Soit le filtre de fonction de transfert en z

(2)

	

H(z)= E h(nT)z- "=
N

et ses équations d'état

(3)

	

$x((n+l)T)=A .x(nT)+B .u(nT)
y(nT)=C .x(nT)+D .u(nT)
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où x (n T) est le vecteur d'état du filtre à l'instant nT,
u (n T) est l'échantillon d'entrée à l'instant n T, y (n T)
est l'échantillon de sortie à l'instant n T .
On a alors

(4)

	

h(nT)=

	

D

	

pour n=0

t C . An-1 .B

	

pour n>0

et

(5)

Pour calculer le bruit à la sortie du filtre, dû aux
multiplications, nous devons considérer chacune des
réponses hk (n) de la sortie du filtre qui a pour entrée
la variable d'état correspondante, xk (n) .

Si x k (n) Sk
(n) on peut alors écrire

u(n)=O, dn

(6)

	

y(n)=C . An . x (0)=(C . A n)k

hk (n) est donc la k-ième composante du vecteur ligne
C . A n.

La variance de l'erreur en sortie du filtre, due aux V k
sources de bruit de multiplication, ramenées au niveau
de la variable d'état x k est alors donnée par

(7)

On définit alors une matrice de bruit W, symétrique,
de dimension N, qui vérifie l'équation

+~0

(8) W=ATWA +CTC= E (C . A k)T . (C . A k)
k=0

dont les éléments W ij sont donnés par les produits
h i . h i ,
La variance du bruit en sortie du filtre peut donc
encore s'écrire sous la forme

N
2

	

26 -q

	

Vk Wkk12 k=1!
(9)

où N est la dimension du vecteur d'état du filtre .

3 . 2. ALGORITHME DE CALCUL DE W

Le calcul des éléments de W est un problème bien
connu [7], [8], [9] . Nous présentons un algorithme
pratique donné par [4] qui permet d'obtenir ces élé-
ments aisément.
Soit D (z) le polynôme d'ordre N du dénominateur de
la fonction de transfert H (z) d'un filtre

N-1
(10)

	

D(z)=zN+ E b,ZN -i
i=1

On définit (r 0 , r1 , . . . , rN), N+ I inconnues vérifiant
la relation

N

	

1

	

pour i=0
(11)
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H(z)=D+C . (zI-A) -1 . B .

2
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Il hk 112 ..
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ainsi qu'une matrice R, symétrique, de Toeplitz de
dimension N dont le premier rang est donné par

[r0, r 1, r2 , . . ., rN _ 1]

On introduit d'autre part une matrice X dont les
vecteurs colonnes sont définis par

(12)

	

X(1)=C T

t X (k + 1)=AT . X (k) + bk
CT, dkdans [1,N]

W est alors donnée par la relation

(13)

	

W=X .R .XT .

4. Valeurs expérimentales de la puissance de
bruit d'arrondi en sortie d'un filtre

4 . 1 . DESCRIPTION DE L'INSTRUMENTATION DE CALCUL
DES VALEURS EXPÉRIMENTALES DE LA PUISSANCE DE BRUIT

L'étude théorique, précédemment décrite, demande
une confirmation expérimentale. Nous avons mesuré
la puissance de bruit d'arrondi en sortie de différents
types de filtres dans le but de vérifier l'exactitude des
résultats théoriques et nous permettre d'en apprécier
la portée pratique .
Ces mesures ont été faites à l'aide d'un logiciel de
simulation qui tient compte des caractéristiques réelles
des composants utilisés pour la réalisation des struc-
tures de circuits numériques.
Ce logiciel a été conçu et mis au point au laboratoire
sur une architecture VME (Microprocesseur
MC 68000) munie d'un système d'exploitation type
VERSADOS. Il comprend une capture de schéma
(logiciel écrit en Assembleur 68000) qui assure une
interactivité entre l'utilisateur et la structure de don-
nées qui décrit le schéma en mémoire, et un logiciel
simulateur (écrit en PASCAL) . Ce dernier fournit
à chaque instant, les valeurs des sorties de chaque
opérateur et à chaque période d'horloge, le vecteur
d'état du système (contenus des mémoires internes) .
Ce simulateur reçoit les échantillons d'entrée fournis,
soit par une fonction, soit par une liste de valeurs,
sous forme de mots binaires dont le format est à
définir. D'une manière générale, il tient compte des
formats finis des registres internes et des bus de
transfert de données, ainsi que des temps de propaga-
tion de chaque opérateur.
Ces paramètres ainsi que les valeurs des coefficients
du filtre sont fournis par l'utilisateur lors de la saisie
du schéma. Enfin, il est possible de le faire travailler
en utilisation au choix la technique de l'arrondi ou
celle de la troncature .
Grâce à ce simulateur, il nous a été très facile d'obte-
nir les valeurs expérimentales de la puissance de bruit
en sortie de différentes structures de filtres du
deuxième ordre (structures, directe d'ordre II, premier
ordre en cascade, treillis en cascade) (schémas A,
B et C) .
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Fg. 4 . - Comparaison entre résultats théoriques et expérimentaux de la puissance réduite de bruit
en fonction des pôles pour le filtre FTDIC.

Nous avons étudié systématiquement un filtre de fonc-

	

Ces résultats expérimentaux sont résumés par les
tion de transfert du type :

	

figures 6, 7 et 8 .
1

	

Nous avons choisi de représenter la puissance réduite
H (z) =		de bruit en sortie des filtres en fonction de L 1 et L 2 ,

1 +b 1 z -1 +b 2 z -2

	

les deux pôles de la fonction de transfert H (z) donnée .

que nous avons simulé suivant les trois types de réali-

	

Nous ne donnons ici que des courbes pour le pôle L 2
positif car on vérifie expérimentalement que la puis-sations représentées par les schémas a, b et c .

	

sance de bruit réduite 6 2/o présente une symétrie
Les coefficients K 1 et K 2 sont déterminés pour chaque

	

par rapport à l'axe L 1 =0, suivant la relation
structure de façon qu'elle soit une réalisation de la
même fonction de transfert .

	

6 2
Nous représentons pour cette raison, la puissance

	

2=f(Ll, L2) =f ( - L1, - L2)
réduite de bruit en sortie, dans les trois cas, en fonc-

	

Ge

tion des deux pôles de la fonction de transfert H (z)
qu'ils réalisent .

	

prévisible à partir des estimations théoriques .
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Fig. 3 . - Comparaison entre résultats théoriques et expérimentaux de la puissance réduite de bruit
en fonction des pôles pour le filtre FTDIIC .
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Fig. 5. - Comparaison entre résultats théoriques et expérimentaux de la puissance réduite de bruit
en fonction des pôles pour le filtre TFFC .

Fig . 6. - Puissance de bruit en sortie du filtre FTDIIC en fonction

	

Fig. 7 . - Puissance de bruit en sortie du filtre FTDIC en fonction
du pôle L, pour les valeurs 0,1, 0,4 et 0,65 du pôle L2.

	

du pôle L, pour les valeurs 0,1, 0,4 et 0,65 du pôle L 2 .
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critère de choix entre ces différentes structures qui
réalisent toutes la même fonction de transfert H (z),
mettant par là même en évidence la non-équivalence
entre les différentes réalisations d'une fonction H (z)
donnée .
Cette étude a été grandement facilitée par l'utilisation
du simulateur que nous avons mis au point . Outre
l'avantage de sa rapidité, il permet en plus de s'affran-
chir de toutes les hypothèses restrictives (H . 1, H .2,
H . 3) nécessaires aux calculs théoriques des puissances
réduites, confirmant encore ainsi, l'indispensable rôle
de la simulation en matière de réalisations des circuits
numériques .
La généralisation de cette étude à des structures
d'ordres plus élevés ne se conçoit bien entendu que
par la simulation, compte tenu de la relative lourdeur
des calculs théoriques.

Manuscrit reçu le 15 juin 1987 .
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Fig . 8. - Puissance de bruit en sortie du filtre TFFC en fonction
du pôle L, pour les valeurs 0,1, 0,4 et 0,65 du pôle L 2 .

De plus, si nous définissons une relation d'ordre
notée : « > » par
a> b : si la puissance réduite de bruit en sortie de la
structure a est plus faible que celle de b [pour une
même valeur du couple (L 1, L2 )] .
Nous constatons les relations suivantes
si L2>0
si L I < 0, FTTC > FTDIIC > FTDIC,
si L I > 0, FTDIC > FTDIIC > FTTC;
si L2<0 les résultats sont inversés (d'après les
remarques de symétrie)
si L I < 0, FTDIC > FTDIIC > FTTC,
si L1 > 0, FTTC > FTDIIC > FTDIC.

5 . Conclusion

Les représentations en fonction non plus des coeffi-
cients des filtres mais des pôles de la fonction de
transfert H (z) permettent de comparer immédiate-
ment les puissances réduites de bruit en sortie des
trois structures proposées . Nous définissons ainsi un
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