
L'ouvrage présenté par les auteurs vient tenter une
synthèse nécessaire entre les très nombreuses métho-
des de soustraction de bruit .

Ces méthodes sont originaires de domaines thémati-
ques très variés : optimisation classique en Moyenne
Quadratique dans le cadre stationnaire (filtre de
Wiener standard), méthodes adaptatives, filtrage
optimal (filtre de Kalman), etc. En ce sens, le travail
effectué dans cet ouvrage est d'une grande utilité
pour la communauté du Traitement du Signal .

Le lecteur de la revue y trouvera une vision synthéti-
que et surtout comparative de ces méthodes, qui ne
lui sont pas familières, en général, dans leur totalité .

Il est clair qu'une telle analyse, appliquée à un sujet
aussi vaste et aussi ancien (sinon plus) que le
Traitement du Signal lui-même, ne peut prétendre à
une complète exhaustivité ; mais le « pannel » de
méthodes choisi par les auteurs est très complet et
très représentatif des tendances actuelles de notre
discipline .
Dans la première partie, la problématique du filtre
de Wiener classique est rappelée, de façon claire et
simple . Cette simplicité se fait quelque peu au
détriment de la totale prise en compte des hypothè-
ses de validité ; en particulier les cas singuliers ne
sont pas évoqués, de même que le cas d'une
cohérence partielle .
La deuxième partie aborde l'aspect estimation de la
méthode précédente ; certains lecteurs pourront être
en désaccord sur l'emploi du terme « adaptatif » qui
n'est peut-être pas utilisé dans son acception habi-
tuelle. On relèvera que la présentation adoptée
pourrait entraîner une confusion regrettable entre la
nécessité d'introduire un facteur d'oubli et le carac-
tère éventuellement non stationnaire du signal ; de
même un certain flou demeure dans la définition des
transformées de Fourier directes des processus aléa-
toires : en toute rigueur elles n'existent pas, et leur
définition sur une tranche mériterait d'être précisée .

Nonobstant ces remarques de détail, l'ensemble est
clair et didactique .
Dans les troisième et quatrième parties, les estima-
teurs récursifs sont présentés, soit sous leur forme
optimale, soit sous leur forme gradient . Le parti-pris
des auteurs est de présenter en parallèle les formula-
tions temporelles et fréquentielles : ceci est très
intéressant, et permettra au lecteur d'avoir une
vision d'ensemble de ces méthodes, qui ne voisinent
pas en général dans la littérature . On doit cependant

(*) Directeur du Laboratoire d'Electronique de l'ENSEEIH,
Toulouse .
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relever des imprécisions dans les parties théoriques :
par exemple, la notion de « canal de fréquence »
reste assez vague, la distinction entre l'algorithme du
gradient (réservé ici au gradient à pas décroissant) et
l'algorithme de Widrow (réservé ici au gradient à pas
fixe) n'est pas acceptée par tous . Il manque sûrement
aussi quelques éléments de démonstration sur les
algorithmes fréquentiels, qui auraient aidé le lecteur
plus familier des formulations temporelles.

De la quatrième à la septième partie, les auteurs
s'intéressent aux algorithmes rapides associés aux
différentes méthodes : Fast-Kalman, FAEST, FTF,
formulation en treillis . Leur souci de clarté et de
concision est évident, et très méritoire, dans un
domaine où le nombre des algorithmes et de leurs
variantes est très grand, et où il est usuel de donner
des noms différents à de subtiles variations des
mêmes algorithmes. Le choix des algorithmes pré-
sentés est pertinent, et satisfera le lecteur à la
recherche d'une synthèse efficace . Cela se fait bien
sûr un peu au détriment de l'exhaustivité : on ne
traite pas ici d'algorithmes en racine carrée, ni de
méthodes de stabilisation récentes pourtant citées en
bibliographie (e.g. Benallal et al .) qui auraient pu
être utilement exposées . Les méthodes d'initialisa-
tion, si sensibles pour l'utilisateur débutant, ont une
place certainement insuffisante. Quant aux algo-
rithmes en treillis, qui sont en général perçus comme
« rapides », i .e. à complexité calculatoire plus faible
que les algorithmes transverses, ils auraient mérités
d'être examinés tant sous cet aspect là que du point
de vue de leur procédure d'initialisation, dont il n'est
pas fait mention .

La huitième partie rassemble des observations sur
l'ensemble des méthodes, qui sont plus la concaténa-
tion de remarques qui n'avaient pas leur place dans
les chapitres qu'une véritable synthèse ; celle-ci est
du reste très difficile à imaginer .

En conclusion, on doit relever tout d'abord que cet
ouvrage est le résultat d'un très volumineux travail
de synthèse, dans une bibliographie très dispersée ;
cette tâche sera ainsi épargnée au lecteur, et cela
constitue en soi un résultat important pour la Revue .
L'analyse est conduite de façon très didactique, et en
général très claire . Les aspects théoriques sont un
'peu sacrifiés dans l'ensemble du document, et l'on
peut n'être pas tout à fait d'accord sur les choix des
nécessaires omissions . Mais ces choix ont visiblement
été dictés par le souci permanent de clarté, qui
anime les auteurs tout au long de l'article. Il sera
sûrement un guide très utile pour le lecteur, dans la
jungle vraiment très foisonnante des méthodes de
réduction de bruit .

volume 6 - n' 5 - 1989



Analyse et synthèse bibliographiques (*)

SOUSTRACTION DE BRUIT

Soustraction de bruit

Noise cancelling

Bibliographie analysis and synthesis

Daniel BAUDOIS
Institut National Polytechnique de Grenoble, Centre d'Étude des Phénomènes aléatoires
et géophysiques, BP 46, 38402 ST MARTIN D'HÈRES CEDEX .
Ingénieur électricien, diplômé de l'École Nationale Supérieure des Ingénieurs électriciens de Grenoble (1970) et
Maître de Conférences à l'ENSIEG (Institut National Polytechnique de Grenoble) il anime au CEPHAG un
groupe de recherche concernant la réduction du bruit à l'aide d'algorithmes adaptatifs .

Christine SERVIÈRE

Institut National Polytechnique de Grenoble, Centre d'Étude des Phénomènes aléatoires
et géophysiques, BP 46, 38402 ST MARTIN D'HÉRES CEDEX .
Ingénieur ENSIEG (1986). Thèse de doctorat INPG (1989). Domaines de recherche : filtrage adaptatif,
soustraction de bruit .

André SILVENT

Institut National Polytechnique de Grenoble, Centre d'Étude des Phénomènes aléatoires
et géophysiques, BP 46, 38402 ST MARTIN D'HÈRES CEDEX .
Ingénieur de l'ENSERG ; Attaché au Service Technique des Armées (DCN) .

RÉSUMÉ

Les auteurs ont effectué un large tour d'horizon des méthodes d'identification de filtres applicables à la soustraction de
bruit. La première partie du travail est consacrée à la présentation théorique, la seconde comporte l'algorithmique
correspondant aux grandes classes de méthodes d'identification et la troisième, enfin, présente une abondante
bibliographie .
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SUMMARY
A wide analysis offilters identification methods has been achieved. Il emphasizes the peculiar noise cancelling application . The
first part of the paper is devoted to theoretical results ; the second part in volves algorithms of main classes of identification

methods ; the third part consists of an abundant bibliography .
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L'élimination de brouilleurs reconnus, présents sur
une ou plusieurs voies d'une antenne préformée
peut être abordée sous deux angles différents
- la soustraction de bruit ;
- la formation de directivité .
Depuis une vingtaine d'années, de nombreux travaux
ont été conduits, couvrant très largement les domai-
nes de l'estimation des signaux et du traitement
d'antenne adaptatif.
La présentation de ce travail comporte trois volets

1 . Le premier est un exposé général de l'estimation
d'un signal additivement perturbé, mettant l'accent
sur les particularités du traitement en présence de
«références-bruit-seul » .
Les raisons du choix du critère d'écart quadratique
moyen minimal étant données, les cheminements
qui, à partir de la formule de Wiener conduisent,
tant dans le domaine temporel que dans le domaine
fréquentiel, aux différentes approches du problème
sont présentés .
2. Il a paru utile de préciser sous forme synoptique,
les différentes formes de traitement, en s'attachant
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plus à la logique de leurs relations qu'à la chronolo-
gie de leur apparition .
Le diagramme synoptique comporte également
- les renvois aux annexes où le lecteur trouvera les
développements du ou des algorithmes de traitement
associés à chacune des méthodes ;
- les coûts de calcul ;
- les renvois à la bibliographie (publications à
caractère fondamental) .
3. Le troisième volet est la bibliographie qui a été
établie
- d'abord à partir

•

	

de la base de données INSPEC (accès CEDO-
CAR)

•

	

des actes de colloques du GRETSI
•

	

des actes des conférences IEEE (particulière-
ment ICASSP)

- puis, à partir des publications citées par les
premières .
Ainsi, sans prétendre à un résultat exhaustif, il nous
a semblé avoir « ratissé » finement le domaine
concerné .
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1 . Introduction

Un des problèmes majeurs du traitement du signal
est l'extraction de l'information contenue dans un
signal bruité .
Dans le cas de la soustraction de bruit, il s'agit
d'estimer le bruit perturbateur à l'aide d'une procé-
dure adaptative, puis de retrancher cette estimation
au signal bruité . On obtient alors à la sortie de ce
soustracteur une estimation du signal .

2. Hypothèses

Fig. 1 . - Observation effectuée à l'instant k.

Le bruit V (k) est supposé réel, scalaire, discret
[k = - oo, . . ., + oo ], stationnaire au second ordre
et centré, i .e . .

E {V(k)} = 0 Vk
E{V(k)V(j)} =I'v,d(k-j)
V (k) est non observé

Afin d'estimer V (k), c'est-à-dire d'estimer la valeur
du bruit parasite {V (k) } à l'instant k, on dispose de
N + 1 observations Y0 (k), . . ., Y N(k) corrélées à
V(k) . Cet ensemble constitue l'information disponi-
ble à l'instant k et sera appelé dans la suite observa-
tion vectorielle Yk .
Les N + 1 composantes de Yk sont réelles, aléatoi-
res, stationnaires au second ordre, conjointement
stationnaires au second ordre et centrées .
Les intercorrélations E {Y,,(k) Yq (k) } sont suppo-
sées connues. On se propose d'estimer le bruit
perturbateur V(k) à partir de la connaissance de
Yk
Cela signifie qu'à l'instant k, on dispose d'une
information vectorielle (à N + 1 composantes) nous

Traitement du Signal r

1 SOUSTRACTION DE BRUIT

Estimation adaptative d'un signal
en présence d'une référence bruit seul

Première Partie
CADRE THÉORIQUE

ESTIMATEUR LINÉAIRE EN MOYENNE QUADRATIQUE
FORMULE OPTIMALE DE WIENER

397

permettant, au sens d'un critère à déterminer,
d'estimer V (k) .

3. Estimation optimale
3 .1 . CHOIX DE LA FORME DE L'ESTIMATEUR

La dépendance entre V (k) et les différentes observa-
tions Yo (k), . . ., Y N (k) est caractérisée par la donnée
des intercorrélations

E{V(k)Yp(j)} ,(p=0, . . . . N ) .

Cette information traduit le fait qu'il existe un
filtrage, éventuellement non linéaire, entre V et
chaque observation Y, . On peut alors toujours
définir un filtrage linéaire et homogène équivalent
au second ordre, tel que les sorties des deux filtres
aient même statistique au second ordre . On choisit
alors un estimateur linéaire . L'estimation V (k) est
obtenue par combinaison linéaire des N + 1 compo-
santes de Yk .

Fig . 2. - Estimation de V (k).

(I)

	

/(k) _

	

Wp Y, (k)
p=0

ce qui peut s'écrire sous forme matricielle

(2)

expression dans laquelle

W- T = [Wo Wi . . . WNI
Yk = [Yo(k) Y, (k) . . . YN(k)] -
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Les coefficients W P sont supposés indépendants du
temps. On dit dans ce cas que l'estimateur est
homogène.

3 .2 . CHOIX DU CRITÈRE D'ESTIMATION

3.2 .1 . Approche déterministe
V (k) étant considéré comme un signal déterministe
[réalisation particulière du signal aléatoire V (k)], on
calcule les coefficients du filtre qui minimisent
l'erreur quadratique cumulée

(3)

	

RD =

	

IV (i) - V (j) ] 2
=o

3 .2 .2 . Approche statistique
On utilise une approche Baysienne qui consiste à
minimiser l'écart quadratique moyen, appelé aussi
Risque Quadratique

(4)

	

R s = E {[V(k) - V(k) ] 2 }

Le choix d'une fonction de coût quadratique est
souvent justifié par des raisons techniques (calculs
simples), mais également par des considérations
théoriques : il s'agit en réalité du critère de minimisa-
tion de la distance entre V(k) et V(k) dans l'espace
vectoriel des variables aléatoires .

3.3. RÉSOLUTION (APPROCHE STATISTIQUE)

Les coefficients Wo , . . ., W N sont tels que

Rs = E { [V (k) - V(k) ] 2} est minimal
N

(V(k) _

	

Wp Y,(k)) .
p_o

On peut

- soit écrire que
a Rs
W = 0 Vq e [0, N]

9

- soit utiliser le théorème de la projection orthogo-
nale qui exprime que V (k) est la projection orthogo-
nale de V (k) sur l'espace engendré par
[Yo(k), . . ., Y N(k)] .
On obtient alors (N + 1) équations linéaires à
(N + 1) inconnues

(5) E { [V (k) - V(k) ] Y q (k) } = 0 q = 0, . . ., N .

q=0, . ..,N .

Cet ensemble d'équations peut être décrit à l'aide
d'un système matriciel. En posant

- I'vyg(0) = E {V (k) Y, (k»

	

[intercorrélation
entre V(k) et Yq (k) pour le retard nul],
- rypyq (0) = E {Yp(k) Yq (k)}

	

[intercorrélation
entre Yp (k) et Y q (k) pour le retard nul],
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l'ensemble des (N + 1) équations (6) peut s'écrire

(7)

c'est-à-dire : fyy . W = Fyy où
ryy est la matrice de corrélation des observations
Yp (k) .
I'yy est le vecteur d'intercorrélation entre V (k) et
les Yp(k) .
On peut écrire

(8)

	

TYY = E {Yk Yk}
(9)

	

TvY = E {V(k) Yk}

Sous réserve d'inversibilité de ryy, on obtient la
formule de Wiener

(10)

	

W = [TYY] I TvY

Dans ces conditions, en remplaçant dans (4) 'V(k)
par son expression {f (k) = Yk [Tyy ]- i I ,y}

(11)

	

RS minimal = TvV (O) - WT TVY

4. Cas particulier important : utilisation
d'un seul signal d'observation

L'information disponible à l'instant k peut être
obtenue à l'aide de N + 1 observations simultanées à
l'instant k (issues de N + 1 capteurs), mais le plus
souvent (pour des raisons de moyens) résulte de
l'observation d'un seul processus b(j) aux instants
j =k-N, k - N + 1, . . ., k - 1, k .
Les formules précédentes sont modifiées, en posant
par exemple

Yo(k) = b(k)
YI (k) =b(k-1)

YN(k) =b(k-N) .

b (k) b (k-1)
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b ( k-2)e- b (k N)

À WN .

00

V (k )

EI

Fig. 3. - Estimation de V(k) à partir d'un seul signal observé .

En utilisant (1), il vient

(6) E {V (k) Yq (k)} _

:
N
Wp E {Yp(k) Y q (k)}

L'estimateur linéaire en moyenne quadratique est
un filtre classique - dit « transversal » de mémoire
N + 1 (i .e., constitué de N + 1 cellules)	 (fig . 3)

p=o

TYQY o(0 ) . . . TYpYN(0 ) W() IVYp(0)

TY,Yp(O) . . . TY,YN(O)

	

Wi TvY, (0)

TYNY o (0) . . . F NYN (O) hvYN(O)



Dans ces conditions

E{V(k)Yq(k)} =E{V(k)b(k-q)} =Tvb(q)
E{Y,,(k)Yq(k)} =E{b(k-p)b(k-q)}

= Thb(P - q)
Tbb(0)Tbb(1) . . . rbb(N)

r y =

5. Mise en aeuvre

L'utilisation de la formule (10) nécessite la connais-
sance de ry,, et de rvy .
Lorsque les connaissances a priori ne permettent pas
de modéliser ces deux quantités, on est conduit à les
estimer à partir de mesures .
ryy peut être estimé puisque les Yp (k) sont obser-
vés .
En revanche l'estimation de rvy nécessite l'observa-
tion de V, ce qui n'a pas de sens, puisque la méthode
présentée a précisément pour objectif son estima-
tion !
Le problème est résolu expérimentalement si l'obser-
vateur dispose d'une N + 2-ième observation scalaire
X(k) réelle, telle que

X (k) = S (k) + V (k) .

S(k) est dans le cas de la soustraction de bruit, le
signal utile recherché .
L'estimation f7 (k) de V (k) retranchée à X(k)
fournit alors une estimation de S (k) .
S(k) est aléatoire, scalaire, réel, stationnaire au
second ordre et centré (de fonction d'autocorrélation
rss (i ))
S(k) est statistiquement indépendant de V (k) et des
Yp (k) .
En résumé, l'observation de {V} est constituée de
N + 2 quantités scalaires Y o(k), Y, (k), . . ., Y N(k),
X(k) .
Les liaisons statistiques de chacune d'entre elles avec
V (k) se traduisent différemment
- par leur corrélation avec V (k) dans le cas des
Yp

(par le modèle analytique (observation additive-
ment bruitée) dans le cas de X(k), ce qui constitue
une information plus contraignante .

Dans ces conditions, en calculant le Risque Quadra-
tique vis-à-vis de {X} il vient

E{[X(k)-V(k)]2} =E{[V(k)-7(k)+S(k)]2}
= Rs + E { [S(k)] 2 } + 2 E {S(k)[V(k) - Q(k)] } .

0rbb

(matrice d'ordre N + 1)
TVb(0)

rvy =

	

. . .

	

làrVb .
Tvb (N)

I SOUSTRACTION DE BRUIT I
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Or

	

E{[S(k)] 2} = rss(0) = Cte
E{S(k)[V(k)-1(k)]} = 0 .

Ainsi, minimiser le Risque Quadratique /X revient à
minimiser Rs (Risque Quadratique /V) .
Ayant de plus

Tvy = E {V (k) Yk} = E {[X (k) - S(k)] Yk}
= E {X(k) Yk} - E {S(k) Yk}
= rxy

puisque E {S(k) Yk } = 0 ,

la formule de Wiener (10) peut être écrite

(12) W = [EYYI -1 rxy .

Le schéma de la soustraction de bruit est alors décrit
figure 4

Fig. 4. - Modélisation de la (N + 2 }ième observation .

Ce schéma peut être contracté suivant la figure 5

	 'i	,
X (k) . S (k) + V (k) ( X (k) - V (k) = V (k)-V(k)+S(k)=S(k)

V (k)

	 =

Fig. 5 . - Schéma de principe du soustracteur de bruit .

X(k) est appelé « Voie Signal » ou « Entrée Pri-
maire » .
Yk est appelé «Référence-Bruit-Seul » (ou « Entrée
Secondaire ») parce qu'indépendante de S(k) et
corrélée uniquement au bruit perturbateur V (k) .
En définitive, la soustraction de V (k) à X(k)
conduit à l'estimation de S(k) ; le dispositif de la
figure 5 est appelé «Soustracteur de Bruit » .

6. Interprétation : la soustraction de bruit
vue comme un problème d'identification de
filtre

Bien qu'il soit possible de traiter directement le cas
général, nous allons nous limiter pour l'instant au
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cas où Yk résulte de l'observation d'un seul signal
b (j) aux instants j = k - N, . . ., k (Partie 1, § 3) .

Fig. 6. - Construction de X .

1 . Généralités

L'utilisation de la formule (12) exige la connaissance
de r et de Itxy .
Lorsqu'un manque de connaissance a priori ne
permet pas de modéliser ces deux quantités, on
utilise des observations successives pour les estimer .
Soient Pyy et 'x les estimations respectives de
Ifyy et rxv à l'instantj (compte tenu des observations
réalisées aux instants 0, 1, . . ., j).
On conviendra qu'on obtient l'estimation de W à
l'instant j (notée W') en remplaçant I'., et rxy par
leurs estimations

(13)

	

W = [ÙYY1 ' PXY

Cette substitution ne conduit pas au système optimal
mais en pratique donne de bons résultats . De plus,
en utilisant les estimateurs ergodiques on retrouve
alors la solution optimale relative au critère détermi-
niste (Partie 1, § 3 .2 .1)

J T
( 14 )

	

YY = F, Yp yp
p=o

(15 )

	

PXY =

	

X (P) Yp .
p=o

En réalité, l'estimation de rvY et de rxy nécessite
une division par j + 1 des expressions (14) et (15) .
Celle-ci n'est pas effectuée, puisqu'elle n'est pas
utile lors de l'exploitation de la formule (13) . (Les

s (k)

Fig. 7 . - Reconstruction de e
et estimation de S(k).

SOUSTRACTION DE BRUIT

Deuxième Partie

ESTIMATION ADAPTATIVE OPTIMALE
NON RÉCURSIVE

b est alors appelé «Référence-Bruit-Seul scalaire »
et peut être interprété comme le bruit qui engendre
V par filtrage linéaire et homogène (fig. 6)
La réduction de bruit est obtenue en identifiant le
filtre r qui engendre V à partir de b. Une fois
identifié ce filtre est reconstruit [filtre ^#'] . Le
résultat du filtrage de b(k) par *Y constitue une
estimation de V(k) qui, retranchée à X(k), fournit
une estimation de S(k) (fig . 7) .
Si l'identification et la reconstruction sont parfaites
(i .e . :

	

= I), alors
~(k) = V (k) et §S(k) = S(k) .

et la réduction de bruit est totale .

Traitement du Signal

1 400

formules (14) et (15) ne font pas intervenir de
moyennage exponentiel .)
Lorsque les conditions de stationnarité ne sont plus
respectées, les estimations doivent être réalisées sur
des durées finies, ce qui peut être obtenu en
pondérant les différents produits intervenant dans
les expressions (14) et (15) .

2. Estimation adaptative temporelle non
récursive : le Corrélofiltre

Dans le cas où Yk constitue une séquence blanche
normée (i .e. F y = I) la formule de Wiener (12)
s'écrit

( 16) W = TxY <> Wp = E {X(k)Yp(k)} .

Le poids Wp est égal à l'intercorrélation entre
X(k) et l'observation YY(k) . Il est estimé à l'aide
d'un corrélateur .
Dans le cas particulier où l'on ne dispose que d'une
référence-bruit-seul scalaire bo blanche et normée,
ayant posé Y.(k) = b 0(k - p) (Partie 1, § 3)

Wp = E {X(k) bo(k -p )} = Txba(p)
L'ensemble est appelé CORRELOFILTRE . Il est
constitué d'un corrélateur qui estime l'intercorréla-
tion entre les deux signaux observés bo (k) et
X(k) pour des retards 0, 1, . . ., N, et d'un filtre
programmable à N + 1 coefficients, le p-ième coeffi-
cient ayant pour valeur I'xb0(p) (fig . 8) .
Le corrélateur identifie la réponse impulsionnelle du
filtre F excité par l'entrée bo (k) blanche et normée .
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I S (k)
1 X(k)=S(k)+V(k)

V (k)

F

bo (k)
blanc normé

X (k)

CORRELATEUR

_J V (k)

Fig . 8 . - Principe du CORRELOFILTRE . Cas d'une référence-bruit-
seul blanche et normée .

Lorsque la référence-bruit-seul n'est pas blanche, il
est nécessaire d'introduire en amont du corrélofiltre
un filtre blanchisseur normeur inversible -4 .
Le corrélateur réalise alors l'identification de
.4-1 ~F (fig . 9) .

CORRELATEUR
(Idernk .Ca0on de Ql'' F

b (k) *

	

bo(k)t B

	

1

	

, { W
blanc normé

V (k)

f SOUSTRACTION DE BRUIT I

S (k)

S lk)

Estimation de B* 1 `f

Fig . 9. - Principe de l'ensemble blanchisseur-corrélofiltre . Cas d'une
« référence-bruit-seul» quelconque .

3. Estimation adaptative fréquentielle non
récursive : le Spectrofiltre

Le schéma de la figure 9 peut être interprété dans la
représentation fréquentielle. Dans ce cas, le filtre
*' est défini par son gain complexe H(v).
Le gain complexe F(v) du filtre F à identifier est tel
que :
(17)

	

yVb(v) = F(V) ybb(v)

'Yvb (v) et Ybb (v) étant respectivement la densité
spectrale d'interaction entre V (k) et b (k), et la
densité spectrale de puissance moyenne de b(k) .
L'identification de F est réalisée en estimant

F v) =-
yVb(v)

=

YXb(v)
(18)

	

(

	

ybb(v)

	

ybb(v)

pour les différentes valeurs de v .
L'estimation Hi(v) du gain complexe H(v) du filtre
*' est obtenue en substituant dans la formule (18)
aux valeurs vraies de yXb(v) et ybb (v) leurs estimées
calculées à l'instant j .

(19)

	

H1(v) = yrxb( 1')

y'bb(V)
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Un analyseur de spectre fournit l'estimation de
yxb(v) et de ybb (v), puis le gain complexe ainsi
calculé est chargé dans un filtre . Pour cette raison
l'ensemble est appelé SPECTROFILTRE . En prati-
que, les estimations sont réalisées à partir d'un
découpage des signaux b(k) et X(k) en tranches
temporelles sur lesquelles sont effectuées des trans-
formées de Fourier .
Les estimations de y xb (v) et de ybb (v) peuvent être
obtenues récursivement au moyen des formules
suivantes

Dans ces expressions Pl j(v) et bj (v) représentent
respectivement les transformées de Fourier de
X(k) et de b(k) évaluées sur la tranche temporelle
de rang j .
Un facteur d'oubli peut être introduit dans les
formules (20) pour tenir compte des non stationnari-
tés des signaux .
Une caractéristique du SPECTROFILTRE, et d'une
manière générale des méthodes élaborées dans la
représentation fréquentielle, est de travailler par
tranches temporelles (nécessité imposée par l'utilisa-
tion de la Transformée de Fourier Discrète T.F.D.) .
L'utilisation de la T.F.D. qui périodise à la fois en
temps et en fréquence demande quelques précau-
tions d'emploi . Le résultat du filtrage de b(v) par
HH(v) est une convolution circulaire (et non pas une
convolution linéaire), ce qui entraîne l'apparition
d'un transitoire d'établissement à chaque début de
bloc traité (et d'un transitoire d'extinction à la suite
du bloc) .
Ces transitoires ont à convergence une durée égale
au support de la réponse impulsionnelle du filtre
F.

Deux méthodes permettent d'éliminer ces transitoi-
res
- la première consiste à ne retenir que les estima-
tions significatives (donc situées dans le bloc, hors
du transitoire d'établissement) en travaillant sur des
blocs temporels se recouvrant partiellement. On
constate que les résultats s'améliorent lorsque le
recouvrement (nombre de points communs à deux
tranches consécutives) augmente, cela au prix d'un
volume de calcul croissant avec le recouvrement .
Cette méthode est appelée « Méthode par Recouvre-
ment » (ou Overlap-Save-Method) ;
- la seconde dite « par addition de blocs » (ou
Overlap-Add-Method) consiste à calculer à l'aide de
la formule de filtrage

;~>j (v) = H' (v) b' (v)

2 N + 2 échantillons temporels de sortie, pour un
filtre '1K d'ordre N + 1, à partir de N + 1 échantil-
lons d'entrée, complétés par N + 1 zéros . Ainsi le
transitoire d'extinction d'un bloc et le transitoire
d'établissement du bloc suivant se compensent
mutuellement .
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A l'instant j, les coefficients du filtre *Y sont tels (20)
y'Xb(v) = 1Xb 1 (v) + j(v)~bj(v)~

que :
wj = Pj_Xbo .

'Ybb(V) = y'bb 1 (v) + bj(v)[bj(v)] * .



La mise en oeuvre des méthodes précitées nécessite
l'estimation de fonctions de corrélation ou de densi-
tés spectrales en tenant compte de l'ensemble des
échantillons X(b) et b(k) .
Nous allons transformer ces méthodes en rendant
récursives ces estimations, ce qui va entraîner une
diminution importante du volume de calcul .

1. Estimation récursive temporelle

Les formules (14) et (15) peuvent être écrites sous
forme récursive

(21)

	

P =P 1 +Y; YT

(22)

	

CXY = PXY 1 + X (j) Yi

En utilisant une formule d'inversion matricielle
(Woodbury) il est possible d'obtenir une relation
récursive pour calculer W' .
Ce calcul est développé dans l'annexe A (expressions
(23), (24) et (25)) .
Les coefficients du filtre 'W' évalués à l'instant
j sont calculés à l'aide de la formule

(26) W'=W' -1 +K.=Yj[X(j)-YTW'-1]

Cette formule est souvent appelée Formule de
Kalman par analogie avec le filtre de Kalman dont la
structure algorithmique est identique .
Elle exprime le fait que les coefficients du filtre
évalués à l'instant j - 1 sont corrigés linéairement
par une quantité proportionnelle à la nouvelle
information issue de l'observation effectuée à
l'instant j .
Cette nouvelle information [X(j) - YT W' -' ] est
l'innovation à l'instant j . Elle est également l'erreur
d'estimation a priori, le terme Yj W' -1 étant le
résultat du filtrage des données Yi mesurées à
l'instant j par le filtre 'W' évalué à l'instant
j - 1 .
La matrice Kj , qui est égale à l'inverse de hy est
calculée récursivement par la formule (24)
(annexe A)

(24)

	

KJ = ej - 1 -

Troisième Partie

ESTIMATION ADAPTATIVE OPTIMALE RÉCURSIVE
lère approche : FORMULE DE KALMAN

K;-1Yj YT Ki. - 1
1+YTK~_ i Yi

Cette expression fait intervenir des produits de
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matrices d'ordre (N + 1), ce qui entraîne des
complexités de calcul d'ordre (N + 1)2 plus faibles
que lors de l'exploitation directe de la formule de
Wiener {l'inversion d'une matrice d'ordre (N + 1)
implique une complexité en (N + 1) 3 } .
La quantité G(j) = ej Yj est souvent appelée Gain
de Kalman .
Cet algorithme converge en moyenne quadratique
vers la solution optimale de Wiener donnée par
(12)

i .e . : lim E { II W' - W II
2}

= 0
i-00

2. Estimation récursive fréquentielle

Des algorithmes récursifs définis dans la représenta-
tion fréquentielle ont également été développés . Ils
sont établis en combinant les expressions (19) et
(20) .
Pour un canal de fréquence v, le gain complexe du
filtre *' est calculé récursivement au moyen de
l'expression (25').

(25') Hj(v) = H' -1 (v)
1+	bj*(v)[Xj (v) - H' - ' (v) bj (v)]

Ybb (v)

pour v = V I , v2 , . . ., vp , . . ., v,, .
Dans cette expression 9fj (v) et b, (v) sont les
transformées de Fourier des tranches temporelles de
rang j, H' - '(v) est le gain complexe du filtre
'1' estimé en tenant compte des informations obte-
nues à partir des (j - 1) premières tranches .
%b (v), qui est l'estimation de la densité spectrale de
b est calculée récursivement par (20) .
La formule (25') suppose une décorrélation entre
canaux de fréquence différents .
La formulation la plus générale est donnée par (26')

(Z6') H'(v) = H' - '(v)+ [c,-i] ,E;-I(v)

Dans cette expression matricielle H' (v) et Ej -, (v)
sont les vecteurs gain et innovation pour les fréquen-
ces analysées

[H'(v)] T = [HH(v,) . . . H'(vp) . . . H'(vn)]
[Ej (v)]T = [E1(v,) . . . E j (vp ) . . . Ej(vn)]

E, (vp ) _ [-1,(vp) - HI (vp ) b, (vp)] b1*(vp )

Çi est une matrice qui dépend des fréquences
vl , . . ., v ,, et qui est diagonale dans le cas de canaux
décorrélés, l'élément {p, p } étant y/bb (vp) .
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1 . Approximations

	

dans

	

le

	

domaine
temporel

L'utilisation de la formule de Kalman nécessite
moins de calculs que celle de Wiener ; cependant,
pour des ordres de filtre importants, le volume de
calcul est encore élevé .
Des algorithmes sous-optimaux ont été définis à
partir de la formule de Kalman . Ils sont déterminés
de telle sorte qu'ils convergent vers la solution
optimale de Wiener .

1 .1 . ALGORITHME DU GRADIENT STOCHASTIQUE (OU À
PAS DÉCROISSANT)

Lors de l'exploitation de la formule de Kalman,
l'excès de calcul provient du renouvellement du gain
Kj qui fait intervenir des produits matriciels (24),
(annexe A) .
La première approximation sous-optimale consiste à
remplacer dans la formule de Kalman (26), la
matrice gain Kj par µj I, µj étant un scalaire, et
I la matrice identité .
On montre que (conditions suffisantes)
si : µj est positif Vj

µj diverge
j=1

µj converge

alors W' converge en moyenne quadratique vers

i.e . : lim E { II W' - W 112)
_ O

j

ce qui constitue une convergence forte .

1 .2 . ALGORITHME DE WIDROw (OU À PAS CONSTANT)

Cet algorithme se déduit de l'algorithme précédent,
µj étant pris constant (µj = µ Vj ) .
Les conditions suffisantes de convergence ne sont
plus remplies .
Cependant, on montre que si les observations à
l'instant j sont indépendantes de celles réalisées à
l'instant k différent de j et si µ < 2

	

X,,, ax étant la
~max

plus grande des valeurs propres de F ,
W' converge en valeur moyenne vers W, i .e .

lim E { Wj } = W .

Cette convergence est faible . La convergence en
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moyenne quadratique n'est assurée que si µ --~ 0,
i .e .

lim E{IIW'-WII 2} = 0 .
j 00
11-0

Il s'agit donc d'une « pseudo-convergence » en
moyenne quadratique, puisqu'elle n'est pratique-
ment assurée que pour µ très petit .
On montre que lorsque µ est petit, la mémoire du
système s'allonge, ce qui signifie que l'algorithme
converge moins rapidement .
Il faut donc, dans chaque cas d'espèce, réaliser un
compromis en choisissant une valeur de µ assez
petite pour obtenir une convergence satisfaisante
sans trop altérer le pouvoir adaptatif du système .
L'algorithme de Widrow

(27) W' = W'-' + iYj [X (j) - YT W'-'l

est en fait l'algorithme du gradient, le coefficient
correctif n'étant rien d'autre que le gradient du carré
de l'erreur instantanée [X (j) - y W' -1 ] 2 par rap-
port aux coefficients du filtre. Il est aussi appelé
algorithme L.M.S. (Least Mean Square) .
Bien que sous-optimal, il est très utilisé en raison de
sa simplicité de mise en ceuvre et du faible volume de
calcul exigé .

2. Approximations

	

dans

	

le

	

domaine
fréquentiel

Des approximations du même type peuvent être
définies à partir de la formule optimale fréquentielle
(25') .
La structure de l'algorithme L .M .S. fréquentiel est
alors

(28) H'(v) = Hj- 1(v)

+ µ(v) bj*(v)[ .qCj(v) - H' -1 (v) bj (v)]

En général le paramètre µ est différent pour des
canaux de fréquence différents . Chaque canal pos-
sède ainsi une vitesse de convergence qui lui est
propre .
Pour un canal donné µ (v) peut être soit constant,
soit variable au cours du temps (c'est-à-dire en
fonction du rang de la tranche temporelle traitée) .
La convergence est assurée si µ < 2 où 1~,,, ax est la

Àmax
plus grande des valeurs propres de la matrice
interspectrale des b(vp ) (Partie 3, § 2) .
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La méthode est exposée pour le traitement d'une
référence-bruit-seul b(k) unique .

La méthode de Widrow envisagée dans le chapitre
précédent est facile à mettre en ceuvre, mais est
sous-optimale. De plus la valeur à donner à µ pour
assurer la convergence et une bonne adaptativité est
délicate à déterminer pratiquement .

D'autres méthodes sont apparues plus récemment .
Elles sont optimales et nécessitent un volume de
calcul très inférieur à celui exigé lors de l'exploitation
de la formule de Kalman (26) où le renouvellement
de [Pjbb)-1 est obtenu à l'aide d'une expression
matricielle (24) .

Une première classe d'algorithmes de type « Kalman
rapide » (Fast-Kalman) réalise ce renouvellement en
utilisant un partitionnement judicieux de la matrice

Pbb •

Cette approche permet d'utiliser plus finement les
propriétés de symétrie de ibb , ce que ne fait pas
l'utilisation directe de la formule de Woodbury . Le
partitionnement est choisi de telle sorte que chaque
sous-matrice ainsi constituée est interprétée en ter-
mes de prédicteurs direct et rétrograde . Enfin, on
obtient une récurrence sur le gain G(j), ce qui
diminue encore le volume de calcul .

1. Partitionnements de la matrice tbb

La formule de Kalman (26) est en fait écrite pour
estimer un filtre d'ordre N + 1 .
Nous allons donc désormais l'écrire en précisant cet
ordre qui sera dans la suite un paramètre du
problème

(30) Pbb [N + 1] _

b 2(q)
q=0
J

b(q)b(q- 1)
q=0

Cinquième Partie
ESTIMATION ADAPTATIVE OPTIMALE RECURSIVE

2e approche : ALGORITHMES DE TYPE KALMAN RAPIDE
(ALGORITHMES FAST KALMAN, FAEST ET FTF)

b(q-N)b(q)
q=0

l
b(q - N) b(q - 1)

g=0

b(q)b(q - N) . . . E b 2(q - N)
q=0

	

q=0
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La première partition consiste à isoler la Ire ligne et
la Ire colonne de cette matrice.
On obtient alors

Les différentes sous matrices s'interprètent de la
façon suivante

(30 .1)

(30 .2)

(30.3)

Ainsi

(31)

La seconde partition consiste à isoler la dernière
ligne et la dernière colonne de rbb [N + 1 ]

Ail

	

Aie
.bb [N + 1 ] =	r	

[' l2lT

	

A22

N

	

1

Les différentes sous matrices s'interprètent alors de
la façon suivante

A 11 = Lbb[N]
i

Aie = b (q - N) bq[N]Or(j)

A22 =

	

b 2(q - N) = Pbb[l] .
q=0

Ce second partitionnement est donc

lbb[N]

	

YNV)

(32)

	

bb [N + 1 ] --

	

*	
[rN(j ) IT

	

PbbL]

Les expressions (31) et (32) établissent le lien entre

Pbb [N + 1] et Pibb [N] d'une part
et

Pbb [N + 1 ] et tbb [N] d'autre part ,

A11

	

A
T
12

Pibb (N + 1)	
A12

	

422

1

	

N

AI, =

A 12 =

A 22 =

F, b(q) bq-1[N] &( )
q=0

1
bb [N]
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b 2(q) = l ibb[1]
q=0

i

Pbb[1]

	

[YN(j)J T
Pb

	

=b[N+I ] ----------- ---------------

!'N(1 )

	

0M [NI

1
N

N

1

(29) W[N+ 1] = WtN+ 1] + [Pbb[N+ 1]~ 1 (31 .1)
bj[N+ 1][X(7) - [W

	

[I]1T bj[N+ 1)N+

	

~
(31 .2)

avec

[bj[N+1]lT= [b(j) b(j -1) . ..b(j-N)l (31 .3)

Dans cette expression,



autrement dit, entre les matrices de corrélation
d'ordre N, estimées aux instants j - 1 et j et la
matrice de corrélation d'ordre N + 1 estimée à
l'instant j .
En utilisant la formule d'inversion d'une matrice
carrée partitionnée, nous aurons alors une liaison
entre les inverses de ces matrices .

2 . Inversion

	

d'une

	

matrice

	

carrée
partitionnée

Sous réserve de l'inversibilité des termes figurant
dans les expressions suivantes, A_ „ et A22 étant des
matrices carrées (p x p) et (q x q) [p + q =
N + 1],

A u

	

4 12 -1
la matrice	peut être calculée de

4
T
12

	

422

deux façons différentes . Le résultat est donné sous
forme d'une matrice partitionnée du type

B11

	

B12
B;j ayant les mêmes dimensions que

T
B12

	

B22

Atj i,j = 1, 2 .

ler calcul

(33)

2e calcul

(33bis)

(34)

Ç =A22 - 412[411] -I AI2
1

B22 = [Ç] -
1

BI2 - - [411] A12 B22

Bu = [AI,]-' - BIZ 4T12[4„]
1

1

	

T
D = Ai, - 412[422] 412
B„ = [D]- I

1B12 = - B1l 412[422]

B22 = [422] 1 - [A221 ' AIZ B12

3. Lien avec le problème de prédictions
linéaires directe et rétrograde d'ordre N

Dans l'annexe B nous avons déterminé les coeffi-
cients du prédicteur d'ordre N qui estime b (j) au
sens des moindres carrés à partir d'une combinaison
linéaire de b (j - 1), . . ., b (j - N) .

Les coefficients de ce filtre sont définis par la
relation (34), annexe B, où A est le vecteur de
prédiction directe

j
übb [N] A[N] = rN(J) _

	

b (q) l?q - I [N]
q=0

L'erreur d'estimation étant

(35)

	

Ed (j) = l bb[t] - [A[N]]T r' ( ) .
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De même les coefficients du filtre linéaire qui estime
b (j - N) à partir de b (j - N + 1), . . ., b (j) sont
déterminés par la relation (36) annexe B, où
B est le vecteur de prédiction rétrograde

(36)tbb[N] $[ N] = rN(J) _

	

b(q - N) bq[N]
q=0

l'erreur d'estimation étant,

(37)

	

Er(j) = Pbb[1] - [BÎN]]T

Les formules (34) et (36) permettant de calculer les
coefficients des prédicteurs direct et rétrograde
d'ordre N sont en fait les formules de Wiener
adaptées aux cas de la prédiction .

Elles peuvent être écrites sous forme récursive en
adaptant à ces deux cas la formule de Kalman (26) .

A[N] = A[ N] 1

+ [t-,b[N]] 1 bj-1[N][b (j )- [A[N]I]Tl?j_,[N]]
(39)

LY[N]
= B N] '

+ [Pbb[N]] 1 bj[N][b(j -N ) - [B'[N]I]Téj[N]] .

En faisant apparaître le gain de Kalman et les
erreurs a priori dans ces deux expressions, il vient

(38)

expressions dans lesquelles

GN(k) _ [Pbb[NI] I bk[N]

est le gain de Kalman d'ordre N à l'instant
k[k=j,j - 1]

(41 .1)

	

edN(j) = b (j) - [Aj[N] 1
] T bj -1 [N]

est l'erreur de prédiction directe a priori d'ordre N
de b(j)

(41 .2) erN(j) = b (j - N) - [B[N] 1 I T bj [N]

est l'erreur de prédiction rétrograde a priori d'ordre
Ndeb(j-N) .

La formule de Kalman (29) peut être écrite sous la
forme

(42) W[N+1] = W[N+I]

+GN+1(J)[X(J)- [W[N+1]]Tl?j[N+1]]

L'algorithme de Kalman rapide permet de passer
directement de GN + 1(j) à GN + 1 (j + 1). Pour cela
les expressions (40) et (41) seront utilisées comme
intermédiaires .

4. Exploitation des formules d'inversion

L'utilisation des formules (33) permettant de trouver
deux expressions différentes de i_'bb[N+1] est décrite
en annexe C.
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(40) A[N] = A[N]' + GN(J - 1 ) edN(J )
(41) B[N] = Bj[N] 1 + GN(J) erN(J)



Le calcul relatif au premier partitionnement conduit
à l'expression suivante

(43) [PbbIN+ 1]1 - 1 =

1

	

1

	

,

	

_
[A

[N]1T

-------------- ------------------------------------------------

-A[N]

	

Ed()[Pbb(N)1 ' + A[N][A[N]1Tta (j )

et celui relatif au second

(45)

(46)

(47)

GN+1O) =
1

Ed(j)

GN+I() -
1

Ed(j)

1

GN+1 (i ) = -

1

GN + 1 () =	+

1

GN+1O) =

Les expressions (45) et (46) expriment que GN + 1(J )
peut être calculé soit à partir de GN(j - 1) (45), soit
à partir de GN(J), (46) .

L'égalité de ces deux expressions permet d'établir
une relation directe entre ÇN (i - 1) et GN(j) qui est
la relation cherchée .
Il convient cependant de posséder l'ensemble des
quantités intervenant dans ces deux expressions .

L'expression (45) peut être mise sous la forme

EdN (j)

	

1
+ Ed

(j)
-

A[N]
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(44) [PbbIN +I]]- `

1

	

Er(i)[f b[N]1 I + B[N][B[N]1T 1 - $[ N]

Er(j) - [B[N]1T

	

1

Nous allons utiliser ces deux résultats pour exprimer
globalement le produit matriciel donnant le gain de
Kalman

GN+I(j) - [lhh[N+I]1

	

_j[N+I]

Le calcul de GN + I (j) utilisant la formule (43) est
mené en utilisant une partition judicieuse du vecteur
bt[N + Il

_
~A[NI

1T

------------ ----------------------------------------------

- A[N] Ed (j )[Pbb(N)1-
1 + A[N] [A[N] 1T

bO ) - [?'[N] 1 T bJ - 1[N]
---

	

-	
- A(N] b(j) + Ed (j) [ bb (N)1- I l?J - I [N] + A [N] [A [N])T é1-I[N]

1

	

F

	

b(j) - [A(N)]T bj- I[N]

------ --------------------------------------------------------------------pli( ;J

	

)
AiN] [A

iN] ]T bJ - 1 [N] - Aj[N] b (j)

[Er(I)[P'bb(N)1 I + L3j[N][B[N]1 T

	

- B[ N]
----------------------------------------- --------

L

	

[B' ]T
i

[Nl 1

bj (N)
--------------

b(j -N)

GNO)

	

1

	

W[N] [&[N]]T bJ[N] - [N] b (j - N)
GN + 1(J) =	+

Er (j)

	

b(j - N) - [B[ N] ] T bj[NI]
-------------------------------------------
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expression qui fait intervenir

(48) EdN(j ) = b(j) -
là[N]1T

bj-1[N]

qui apparaît comme une erreur de prédiction directe
à un pas d'ordre N a posteriori .
De même, en posant

ErN(1) = b(j - N) - [B[N1]T
bj[N]

erreur de prédiction rétrograde à un pas d'ordre N
a posteriori, (46) peut être écrit

(49) çTN+1(j) =
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GNO)

	

EYN(j ) f B~-[N]
----o--- + Er (j)

	

1



5.9 . DESCRIPTION SCHÉMATIQUE DE L'ALGORITHME

1

(41,1)

40

J i 48)

4 il 1I

Fig. 10 . - Représentation synoptique de l'algorithme Fast-Kahnan .

6. Algorithme FAEST (Fast A Posteriori
Error Sequential Technique)

L'algorithme « Fast-Kalman » développé dans les
paragraphes précédents est structurellement dissy-
métrique. En effet, certaines quantités (erreur de
prédiction rétrograde a posteriori, erreur de prédic-
tion rétrograde cumulée) ne sont pas calculées alors
que l'introduction des équations des systèmes prédic-
teurs direct et rétrograde, parfaitement symétriques
laissent penser le contraire .

En combinant différemment les équations du sys-
tème « Fast-Kalman », il est possible de définir un
algorithme plus symétrique qui a de plus l'avantage
d'abaisser le volume de calcul par itération.

L'algorithme FAEST développé par Carayannis,
Manolakis et Kalouptsidis [9] est présenté en
annexe 7 .

La récurrence ne porte plus sur le gain de Kalman
GN(j) mais sur la quantité GN(j) appelée «gain
alternatif de Kalman » .

GN(j) est tel que

(52)

	

GNV ) _ [Pbb[N ] ] 1 bj(N)

En se souvenant de la définition du gain de Kalman

GN+I(J) _ [lbb[N+1]] 1 bj[N+1]'

Traitement du Signal (-
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la formule (25) de l'annexe A peut s'écrire

~ _ G ( .)
GNU)

	

T
N

1 11 + bj [N] [ Pbb [N] ]

	

bJ[N]

(53)

Soit en posant

(54)

	

aN (j) = 1 + b_,ÎN] [Pbb [N] ] 1 Ü.l [N]

(53) s'écrit

(55)

	

GN(j) =
GNV )

aNV )

L'algorithme FAEST a pour objectif de calculer
récursivement GN(j) et aN(j ) .

a apparaît comme facteur de proportionnalité entre
les erreurs de prédiction a priori et a posteriori
On montre que

EdN(j) =

ErN(j) =

(56)

Le déroulement de l'algorithme fait apparaître un
partitionnement du gain alternatif de Kalman du
type

o
GN + 1 V )	

-N(j -1)

edN(j)

	

1

	

MN(j )

Ed(j-1)
-Aj -1

	

MI (j)

L'ensemble de l'algorithme est décrit en annexe 7 .

L'introduction du facteur ŒN(j) présente deux avan-
tages
- il permet le calcul simple de toutes les variables,
et l'utilisation de la symétrie qui en découle diminue
le coût de calcul .

si le filtre converge, les erreurs a posteriori
doivent être inférieures aux erreurs a priori, ce qui
signifie

0

	

[aN(j )] 1 <_ 1 .

On peut donc ainsi « contrôler » la convergence de
l'algorithme en observant

1

aN (j )

7. Algorithme FTF (Fast Transversal Filter)

En gardant l'esprit de l'algorithme FAEST, pour
tenter de diminuer encore le volume de calcul, Cioffi
et Kailath [8] ont abordé le problème en utilisant
directement le théorème de la projection orthogo-
nale . Se plaçant dans l'espace vectoriel engendré par
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En posant

MN(j )
(50)

	

GN + i (j)	alors (49) devient
rn(j)

Ç[N](J)

	

MN(J)

	

erN(i) -W[N]

0

	

m(j)

d'où

GN V ) = MN (j) + ErU) BJ[N] ' m (j ) = Er (j)

et

	

GN(J) = MN(O) + m (J) B[ N] .

En utilisant la formule (41)

GN(j) = MN(J) + m(j)[$[N]' + GN(J') erN(j)]

on obtient la formule

(51)

	

GNU) =
MN(J) + m (J) B[N] i

1-m(j)erN(J)

5. Description de l'algorithme « Fast-
Kalman »

L'algorithme Fast-Kalman a donc pour but de calcu-
ler itérativement le gain GN + 1(j) apparaissant dans
la formule récursive (42), qui permet le calcul de
WjN+ Il à partir de WIN+ I] et de la nouvelle informa-
tion issue des observations réalisées à l'instant
j.

W[N+I] = W[N+I]

+GN+I(j)[X(j)-[W[N+i]]Tb;[N+I]] • (42)

Nous supposons connues les quantités calculées à
l'instant précédent :

W[N+ I], A[N]l, L3[- ' ' GN(J - 1 ),

ainsi que les observations réalisées à l'instant j
b(j), donc bi[N+I] et X(j) .

5.1 . CALCUL DE L'ERREUR DE PRÉDICTION DIRECTE A
PRIORI À L'INSTANT j (ORDRE N)

Cette relation est décrite en (41 .1)

edN(j) =b(J)- [A[N]i]T~j-1[N]'

5.2 . MISE À JOUR DES COEFFICIENTS DE PRÉDICTION
DIRECTE

A[N] = A[N) 1 + GN(j - 1) edN( ) .

	

(40)
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5 .3 . CALCUL DE L'ERREUR DE PRÉDICTION DIRECTE A
POSTERIORI À L'INSTANT j (ORDRE N)

Il est décrit par la formule (48)

edN(J) = b() - [A[N]]T bj _I[N] -

5.4 . RENOUVELLEMENT DE L'ERREUR DE PRÉDICTION
DIRECTE CUMULÉE
Cette expression est décrite dans l'annexe D .

Ed(j) = Ed(j - 1) +edN(j) edN(j) .

5 .5 . CALCUL DU GAIN GN + 1(j )

L'expression (47) permet de calculer GN + 1(j )

GN + I (j ) =

	

o	+ e
Ed
dN~)

)	

1	
(47)

GN(l' - 1)

	

- A[Ni

5.6 . CALCUL DE L'ERREUR DE PRÉDICTION RÉTROGRADE
A PRIORI À L'INSTANT j (ORDRE N)

Ce calcul découle de la définition (41 .2)

erN(j) = b (j - N) - [B[Nl I ]T

	

(41.2)

5.7 . CALCUL DE GN(j )

On utilise la formule (51)

GN( ) =
MN(/) + m ( ) &[N] '

	

(51)
1 - m (j) erN(j )

expression dans laquelle M N(j) et m (j) résultent du
partitionnement de GN + 1(j) défini en (50)

MN(j)

M (j)

(42bi s)

volume 6 - n° 5 - 1989

5.8 . MISE À JOUR DES COEFFICIENTS DE PRÉDICTION
RÉTROGRADE

Elle est obtenue à l'aide de la relation (41)

~[N] = B [N] I + GN () erN( ) .

	

(41)

On est alors en possession de A[N], B[ N1' GN(j) qui
permettent de mettre en oeuvre, à l'aide des observa-
tions réalisées à l'instant j + 1, la nouvelle itération .

En clair, cet algorithme permet, non pas de calculer
récursivement GN + 1(j) mais GN(j) . Il faut donc
utiliser la formule (42), écrite à l'ordre N c'est-à-
dire

W[N] = W[N]1

+ GN(i)[X(j) - [W[N]']Tbj[N]]

(48)

(50)



la référence {b (j ), . . ., b (J - N + 1) } (si la mémoire
du filtre estimé est N), ils considèrent l'estimateur de
X(j) comme projection orthogonale de X(j) sur
l'espace-référence .

Les opérations de projection sur l'espace des
b (k) sont reliées simplement aux systèmes prédic-
teurs direct et rétrograde de b . Un autre intérêt de
cette méthode est de permettre l'élaboration d'un
algorithme normalisé [8] ; celui-ci diminue la dyna-
mique des variables en les normalisant par la racine
carrée de la puissance de sortie . Deux variantes,
intermédiaires entre la version de base FTF (annexes
8 et 9) et la version normalisée (annexe 12) existent
et réalisent un compromis entre l'augmentation du
taux de calcul apportée par la normalisation et une
stabilité numérique accrue. La première version,
proche du FTF normalisé, appelée «FTF quasinor-
malized » (annexe 13) [8], normalise toutes les varia-
bles, sauf le gain intermédiaire GN(j) qui en général
ne présente pas une dynamique importante . La
deuxième, appelée «FTF overnormalized »
(annexe 14) [131], divise tous les paramètres par la

1 . Choix des conditions initiales

1 .1 . ALGORITHMES FAST KALMAN ET FAEST

L'erreur de prédiction cumulée Ed (j) intervient
comme diviseur dans les algorithmes Fast Kalman et
FAEST. Pour éviter la division par zéro à l'instant
initial il faut, d'après la définition de Ed, lui assigner
une valeur non nulle et positive

Ed(j) = O [ed(j)] 2 .
q=0

Par raison de symétrie il convient de prendre
Er(0) = Ed(0) .
Examinons comment borner cette valeur. Elle ne
doit pas être trop grande, car elle modifie le critère
de minimisation. En effet, on minimise
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puissance de sortie (au lieu de la racine carrée de
cette puissance) .

La version de base FTF est en fait identique au
FAEST (Partie 5, § 6) en changeant le facteur de

proportionnalité aN (j) en	 et en modifiant sa
YN( )

formule de renouvellement .
yN(j) apparaît comme le cosinus carré de l'angle
séparant

	

le

	

sous-espace

	

engendré

	

par
{b (j), . . ., b (j - N + 1) } et celui engendré par
{b (j - 1 ), . . . . b (j-N)} .

Outre l'utilisation de la projection orthogonale,
l'originalité de la méthode FTF est de proposer une
procédure d'initialisation exacte pour démarrer
l'algorithme (Partie 6, § 1 .2) .

La référence [4] est très intéressante car elle propose
l'unification des trois algorithmes Fast Kalman,
FAEST et FTF .

Il est montré que sous réserve d'un choix judicieux
des conditions initiales, ces algorithmes sont équiva-
lents .

Cela peut être interprété comme une erreur intro-
duite avant toute estimation qui détruit l'exactitude
de la solution des moindres carrés .

La sous-optimalité qui en découle influe sur la
vitesse de convergence de l'algorithme et sur ses
performances. Une valeur trop grande de Ed(O)
ralentit l'algorithme ; il convient donc de prendre
Ed(O) le plus petit possible . Mais il est nécessaire
pour des raisons liées à la dynamique des calculateurs
d'imposer une borne inférieure à Ed(0) et à
Er(O) pour éviter les divisions par de trop faibles
valeurs .
De plus, la structure récursive de ces algorithmes
propage les erreurs d'arrondi dont le cumul sur le
produit ed(j) sd(j) peut faire passer le diviseur
Ed (j ), théoriquement positif, par zéro et faire ainsi
diverger l'algorithme (cf. Partie VI, § 1 .2) .

En considérant les erreurs d'arrondi fait sur le calcul
de PUNI, les auteurs de la référence [182] obtiennent
une borne inférieure de Ed(0) .
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E [X(P) - [W[NI]T bn[N ]]
1 + Ed(0)[W[N]]T W[N] Nob

Ed(0) -_p=o
AN-i

au lieu de où
N est l'ordre du filtre adaptatif

[X(p) - [W[N]]T b [N]]z .

	

~

p = 0

	

X
est la puissance de la référence
est le facteur d'oubli .



Ils notent que Ed(O) peut tout de même être choisi
plus petit que cette borne car, avec une bonne
précision du calculateur, le cumul des erreurs sur le
calcul de Pbb[NI reste suffisamment faible pour éviter
la divergence pendant la phase transitoire . Ils
conseillent avec les précisions courantes de calcul de
prendre

Ed (0) = Qb .

Des essais sur une arithmétique à 16 bits ont montré
[183] que la stabilité initiale était obtenue avec

Ed(O) > Qb/100 .

Enfin les coefficients des filtres prédicteurs et des
gains sont mis à zéro en l'absence d'informations
particulières .

1 .2 . ALGORITHME FTF

Cioffi et Kailath [8] proposent une procédure
d'initialisation exacte pour démarrer l'algorithme
FTF. Dans le cas le plus courant (fenêtre a priori ou
« prewindowed ») le vecteur bo[Nj est nul . Il s'agit
alors d'estimer un filtre d'ordre N pour les valeurs de
j allant de 0 jusqu'à N - 1 . La matrice des données
P[N~ utilisée dans le calcul du gain du filtre est non
inversible pour j < N, et l'on ne cherche pas à
minimiser la quantité

j<N

L [X(q) - [W[N]]T bq[NJ] 2
q =o

mais on la force à zéro .
Donc eN(J) = X (J) - [W[N]] T b [NJ est nulle .

A chaque instant j . N on calcule un filtre à
j coefficients tel que

[j] ]T bjU] = X (j)
X(j) est strictement une combinaison linéaire des
b (i) . . . b (0) si et seulement si S (j) est nul, et dans
ce cas lorsque j = N on obtient la solution exacte des
moindres carrés .

Sinon il est nécessaire d'observer plus de N échantil-
lons pour estimer W[N] en tenant compte des erreurs
e(j) significatives . La procédure d'initialisation est
détaillée en annexe 10 .

2. Influence des instabilités numériques sur
les algorithmes Fast Kalman, FAEST et FTF

L'instabilité numérique provient de la propagation
des erreurs d'arrondi inhérentes aux calculateurs ;
elle ne provient pas de l'algorithme lui-même . Ce
problème surgit dans la mise en oeuvre des algo-
rithmes récursifs qui enchaînent le calcul de variables
à partir d'autres variables . Après un certain nombre
d'itérations les erreurs d'arrondi accumulées peu-
vent, en annulant des diviseurs théoriquement posi-
tifs, faire diverger l'algorithme .

Nous présentons ci-dessous les diverses techniques
de contrôle de stabilité qui ont été élaborées .

SOUSTRACTION DE BRUIT

Traitement du Signal

1 410

2.1 . CONTRÔLE DE LA STABILITÉ DU FAST KALMAN ET
Du FAEST

2.1 .1 . Contrôle global de l'algorithme
1

	

rd(j)

eau)
entre 0 et 1 dès lors que la matrice Fbb [N] est
inversible, offre un moyen de contrôle de la stabilité .

Si
- 1

	

sort de l'intervalle [0, 1 ] il faut arrêter le

déroulement des calculs et réinitialiser les variables .
Cette méthode pose de sérieux problèmes pratiques
dans les cas où la phase de réinitialisation risque
d'occulter l'estimation de signaux brefs .

Il est aussi possible de prévoir, pendant tout le
calcul, un rappel à zéro des coefficients de prédiction
A,,, et B [NI en introduisant un facteur d'oubli I3 dans
leurs équations de renouvellement .
Ceci est particulièrement intéressant [182] dans le
cas de signaux non stationnaires .

2.1 .2 . Influence sur le diviseur Ed (j )
Nous avons évoqué (Partie 6, § 1 .1) la détermination
d'une borne inférieure de la valeur initiale de ce
diviseur. Il est possible aussi d'introduire une cons-
tante de stabilisation C dans la formule de renouvel-
lement de Ed [182], telle que

Ed(j)=XEd(j-1)+ed(j)vd(j)+C

À : facteur d'oubli .

On est ainsi toujours assuré que

Ed(j) , C/(1 - X) .

Dans la référence ci-dessus, les auteurs conseillent le
choix suivant

~

	

qui doitLe rapport
CNU )

être compris

C, (1-X)Ed(0) .

Cependant cette constante ne suffit pas à assurer la
stabilité si Âmi n, la plus petite des valeurs propres de
la matrice de corrélation de b, rbb [N], est proche de
ab .

En tenant compte d'erreurs d'arrondi dans le calcul
de =bb[N} [ 182] on peut exprimer une borne inférieure
du facteur d'oubli X, permettant de s'adapter aux
non stationnarités des signaux .

1 -

	

min
oN .

2.1 .3 . Influence sur le diviseur [ 1 - m (j) erN(j )]
Le terme [ 1 - m (j) er (j) ] (Partie 5, § 5 .7), théori-
quement positif, intervient aussi comme diviseur

0 - 1- m(j)erN(j)=A EÉ (j)1) -z1 .

D. Lin [7] remarque que l'instant où ce terme
devient négatif pour la première fois, par accumula-
tion des erreurs d'arrondi, est indicatif d'une diver-
gence imminente .

En pratique c'est ce diviseur qui pose à terme le
problème de l'instabilité numérique, alors que Ed
influe sur la stabilité initiale .
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Le terme [ 1 - m (j) erN(j) ] est utilisé comme
« variable de sauvegarde » . Après négativité de cette
variable, à l'instant j 1 , on garde les coefficients du
filtre W[N~ 1 estimés à l'instant j, - 1 .

W[N ] 1 est plus proche de la solution exacte que
n'importe quel vecteur arbitraire puisque le filtre,
qui a convergé avec le Ed(O) choisi, n'a pas encore
commencé à diverger par accumulation des erreurs
d'arrondi .

•

	

E[£21

	 }	1~ k

Fig. Il . - Courbe d'apprentissage du système .

Au lieu de chercher W [Nj qui estime

S(1) = X(1) - [W[N ] ] T b, -1 [N7

on cherche OWiNJ 1 pour j . j 1 qui estime

S (j ) = X (j) - [W1-NI 1 ] T b; - } [ N] - [0 [Ni ] T b; - 1 [N]

c'est-à-dire que, ayant figé WIN) 1 on redémarre
l'algorithme pour estimer OW, avec 4W[Nl 1 = 0 et
un vecteur initial bi non nul .

Alors

§(j) =X(j) - [[WNi i ]T + [~W[N3] T ] bJ[Nl

L'intérêt de cette procédure est de ne pas provoquer
de réinitialisation totale .

2.2 . CONTRÔLE DE LA STABILITÉ DU FTF

Dans une autre approche, Cioffi et Kailath [8]
proposent une procédure d'initialisation exacte pour
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j _ N, alors que I_'bb [N] est non inversible, utilisant
une matrice pseudo-inverse (Partie 6, § 1 .2) .

Toutefois cette procédure souffre d'instabilité numé-
rique surtout lorsque le système est d'ordre élevé ou
de rapport signal à bruit fort [4]. Elle peut être
améliorée, si N est grand, par une réinitialisation
utilisant la variable de sauvegarde de Lin . Après
négativité à l'instant j 1 de cette variable, on recom-
mence une nouvelle estimation en donnant arbitrai-
rement un poids µ à la nouvelle condition initiale
W[NI sauvegardée .

Alors, pour j --j 1 on minimise [8]

~N( ) = W II W[N] - )e[ NI 1 II2

J
+

	

[X(t) - [WIN] ] T b l[N1 I l .

Bien sûr ceci rend l'algorithme sous-optimal .

Cioffi et Kailath proposent [8] trois méthodes pour
allonger les périodes entre réinitialisations

- par un algorithme plus stable, dit « 7N+N »,
corrigeant le gain GN à l'aide d'inverses généralisées
[annexe 11] lorsque la variable yN(j) sort de l'inter-
valle [0, 1 ]

par addition de bruit blanc sur b (j) pour éviter la
singularité de Ebb[N]
- par l'utilisation d'un algorithme normalisé dimi-
nuant la dynamique des variables .

Cependant dans la référence [4], Wang et Trussel
montrent que l'initialisation exacte n'est applicable
que dans des cas limités et ne semble pas présenter
d'avantages catégoriques. La stabilité numérique
dépend fortement du conditionnement de la matrice
de données Pbb[NI et des fluctuations de l'observation
X(j) .
Wang et Trussel préfèrent utiliser une séquence
d'essai si le système est d'ordre faible pour éviter
cette instabilité. D'autre part ils proposent comme
variable de sauvegarde yN (j) dont le changement de
signe est condition nécessaire et suffisante de celui
de la variable de Lin [ 1 - m (j) erN(j) ] . Ils indiquent
que dans certains cas, l'algorithme peut aussi diver-
ger si yN(j) > 1, ou bien lorsque les deux variables
sont simultanément positives mais très faibles .
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3. Chronologie et dénomination des algorithmes de type Kalman rapide

Précisions sur les dénominations des algorithmes optimaux,
à ordre fixe et à faible taux de calcul .
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FK FAEST FTF

Chez

Chez
« sans
a

« prewindowed
Falconner et Ljung L .

»
Halkias, Carayannis, . . .
la restriction de fenêtre
»priori

Chez Bellanger, « MCR (algorithme Diminution du taux de calcul en éliminant les redondances
des
FLS

Moindres Carrés Rapide) » ou
(Fast Least Square) dans les Partitionnement de I' - I Partitionnement de F-1

publications en anglais de cet approche matricielle chez approche géométrique ou
auteur », ou encore « TFLS (Transversal Carayannis, Manolakis, vectorielle, chez Cioffi
Fast Least Square) » Kalouptsidis

MCR basé sur l'ensemble des
erreurs de prédiction chez
Bellanger (ou FLS dans les
publications en anglais)

Chez Benallal, Gilloire, Faucon algorithme des moindres carrés Transversaux Rapide (TR)
Chez Botto, Fast Transversal Filter (FTF)

Dénomination Présentation I Année N° Base de
l'article

Valeur initiale

D. Falconer/L. Ljung

G. Halkias
G. Carayannis
J. Dologlon/D. Emmanoulopoulos

FK

FK

Matricielle

Matricielle

978

1982

162
157

10

= 0

0

G. Carayannis
D. Manolakis
N. Kalouptsidis

FAEST Matricielle 1983 9 = 0

M. Bellanger MCR basé sur
l'ensemble
des erreurs

de prédiction

Matricielle 1983 137 # 0

M. Bellanger MCR basé sur
l'erreur
a priori

Matricielle 1985 11 _ 0
0

J. Cioffi/T . Kailath FTF Espaces
Vectoriels

8 Initialisation
exacte

[4] : Article d'unification de Wang et Trussel utilisant l'approche vectorielle



L'algorithme en treillis permet de résoudre simulta-
nément les problèmes de prédictions directe et
rétrograde .
Dans l'annexe B nous avons présenté les calculs
permettant de déterminer les coefficients des deux
prédicteurs. Ces derniers sont solutions des équa-
tions de Yule-Walker (35 bis, 37 bis) . En réalité
dans la mise en place de l'algorithme Fast-Kalman
ces équations ne sont pas directement utilisées,
sinon par le biais du partitionnement de la matrice
P'bb[N+l]
L'introduction d'une récurrence sur l'ordre des pré-
dicteurs induit naturellement une structure consti-
tuée de cellules en cascade, ce qui permet de passer
aisément d'un prédicteur d'ordre N à un prédicteur
d'ordre N + 1 .
En fin de chapitre, nous exposerons le principe de
l'utilisation des structures en treillis pour la soustrac-
tion de bruit .

1. Introduction de la structure en treillis

En utilisant par exemple, le théorème de la projec-
tion orthogonale, il vient

E{[b(i+1)-A,(j+1)b(j)]b(j)} =0,

ce qui signifie que l'erreur de prédiction directe a
posteriori

(57) £dl(j+1)=b(j+1)-A ;(j+1)b(j)

est orthogonale à b (j ) .

(58)

	

E {edl (j + 1) b(j)} = 0

Il en découle immédiatement la valeur de A

	

1)

(59)

	

Ai(j+l)=E{b(j+1)b(j)}
E{[b(j)]2 }
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En utilisant une démarche analogue, le coefficient
BI(j) du prédicteur rétrogade d'ordre 1 qui estime
b (j - 1) à partir de b (j ), est tel que

(60)

	

E{erl (j+1)b(j)} =0

expression dans laquelle

(61)

	

erl(j)=b(j-1)-Bi(j)b(j)

est l'erreur de prédiction rétrograde d'ordre 1 a
posteriori .

L'exploitation de (60) conduit au calcul de B 11 (j ) .

(62)

	

B liW = E{bv-1 ) b(j)}
E{[b(j)] 2}

1 .2 . CAS DES PRÉDICTEURS D'ORDRE 2 AU SENS EQM
Le prédicteur direct à un pas d'ordre 2 s'écrit

La résolution de ce système linéaire fournit les deux
coefficients du filtre prédicteur d'ordre 2 dans le sens
direct.
Dans le cas du prédicteur d'ordre 2 cette résolution
est simple à mettre en oeuvre, les coefficients étant
solutions d'un système linéaire composé de 2 équa-
tions à 2 inconnues .
Dans le cas du prédicteur d'ordre N, les coefficients
cherchés sont solutions d'un système linéaire
composé de N équations à N inconnues . Il est alors
intéressant de déterminer récursivement les coeffi-
cients du prédicteur d'ordre N à partir des coeffi-
cients des prédicteurs direct et rétrograde d'ordre
N-1 .
Cette méthode est connue sous le nom d'algorithme
de Levinson .
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1 .1 . PRÉDICTEURS D'ORDRE t
(63) b(j+1Ij,j-1)=A,(j+l)b(j)

Dans l'annexe B nous avons développé le calcul des
coefficients des prédicteurs linéaires direct et rétro-

2
+ A2(j + 1) b (j - 1) .

grade d'ordre N .
Ces coefficients sont solutions des équations de L'erreur de prédiction directe a posteriori
Yule-Walker . En réalité les coefficients ADN] et
Y[N] sont solutions des relations (34) et (36) . ed2(j + 1) = b (j + 1) - b (j + 1 I j, j - 1 )

Nous allons reprendre ces calculs dans le cas où le
critère d'estimation est un critère statistique . doit être orthogonale à b (j ) et b (j - 1), soit

Le coefficient A', (j + 1) du prédicteur direct d'ordre
1 qui estime b (j + 1) à partir de l'observation (64) E { ed2(j + 1) b (j) } = 0
scalaire b (j) au sens EQM est tel que

E {[b(j + 1 ) - A ll (j + 1 ) b (j)]2} soit minimal . (65) E{£d2(j+1)b(j-1)} =0



1 .3 . MISE EN PLACE DE L'ALGORITHME DE LEVINSON
DANS LE CAS DU PRÉDICTEUR DIRECT D'ORDRE 2

Il est possible de déterminer une relation entre les
erreurs de prédiction d'ordre 2 et les erreurs de
prédiction d'ordre 1 .

Par définition, l'erreur de prédiction d'ordre 2 dans
le sens direct est

Ce qui peut être écrit

(66) Ed2(j+1)=Ed,(j+1)+

[Ai(j+1)-Ai(j+1)-Az(j+1)Bi(j)]b(j)

- Az(j + 1) Eri (j) .

En tenant compte du fait que ed2(j + 1), Ed, (j + I )
et Er (j) sont orthogonaux à b (j) [(64), (58) et (60)],
il vient

(67) Al'(j+1)-A,(j+1)-A2(j+1)B ;(j)=0,

puisque E { [b (i)]2 } est différent de 0 .
Dans ces conditions la formule (66) s'écrit

(68)

	

Ed2U+1)-Ed,(j+1)-A 2 (j+l)Er,(j)

Er i (j) étant une combinaison linéaire de b (j - 1) et
b (j) (61), est orthogonal à Ed2(j + 1) (relations 64
et 65) ; ainsi

E {Ed2 (j + 1) Er, (j)} = 0 .

La relation (68) entraîne donc

(69)
A2(j+1)=E{Edl(j +1)Er ' (j)}

E {[Eri(j)]2}

De la même manière les formules (67) et (68)
permettent de calculer Ed2 (j + 1) et A~ (j + 1) .

A,(j+1)=Al(j+1)-Az(j+1)B,(j) (67)

Ed2 (j + 1) = Ed, (j + 1) - Az(j + 1) er, (j) . (68)

En utilisant une technique analogue, il est possible
de déterminer les relations qui permettent de calcu-
ler les coefficients du prédicteur rétrograde d'ordre 2
en fonction des coefficients des prédicteurs direct et
rétrograde d'ordre 1 .
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L'estimateur linéaire de b (j - 1) au sens EQM
(dans le sens rétrograde) est

b(j-1Ij,j+1)
=B;(j+1)b(j)+B2(j+1)b(j+l) .

L'erreur d'estimation est alors

En utilisant (61) et (57) l'expression (70) s'écrit

Er2(j) = Er,(j) + Bi(j) b(j) - B2(j + 1)b(j)
-B2 (j + 1)[Ed,(j + 1) +Al(j + 1) b(j)]

b (j) étant orthogonal à Er 2(j) (71), à Er, (j) (60) et à
Ed, (j + 1) (58) et ayant

E{[b(J)] 2 } =0,

(73) B ; (j) - B ; (j + 1) - B2(j + 1) A ; (j + 1) = 0

d'où

(74)

Er2 (j + 1) étant orthogonal à b(j) et b(j + 1), est
orthogonal à Ed,(j + 1) qui est une combinaison
linéaire de b (j) et b (j + 1) (57)

(75)

	

E{Er 2 (i + 1) Ed,(j + 1)} = 0 .

En exploitant cette relation dans (74), il vient

(76) Bz(j + 1)
= E{Er,(j) Ed,(j + 1>}

E { [Ed, (j + j)]2}

1 .4. PROPAGATION DES ERREURS : CELLULE EN TREILLIS

Les relations (68) et (74) peuvent être écrites

(77)

1

Er2(j)Bz(j+1)Edt(j+1)

Ed2(j+1)=Ed,(j+1)-K r (j+1)Er,(j)

Er2 (j)=Er,(j)-K2(j+1)Ed,(j+1)

KzU+1)=Az(j+1)-E{Ed`(j+1)Er'(j)}
E {[Er,(j)]2}

Kz(j+1)=Bz(j+1)=E{Er,(j)Ed' (j+1)}
E { [Ed, (j + 1)] 2 }
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Ed2 (j+1)=b(j+1) (70) Er 2(j+1)=b(j-1)

-AI 1)b(j)-Az(j+1)b(j-1) . -Bi(j+1)b(j)-Bz(j+1)b(j+1) .

Remplaçons b (j + 1) et b (j - 1) par les expressions La minimisation de E { [Er2 (j + j)]2} entraîne les
(57) et (61), relations d'orthogonalité suivantes

Ed2 (j+1)=Ed,(j+1)+Al(j+1)b(j)
-A,(j + 1) b(j)
-Az(j+1)[Er,(j)+Bi(j)b(j)] .

(71)

	

E{Er2(j+1)b(j)} =0

(72)

	

E{Er 2 (j+1)b(j+1)} =0



L'ensemble des expressions (77) est souvent repré-
senté par le schéma suivant, appelé « Cellule en
Treillis » d'ordre 2.

Err(i)

	

+" Er2 ( 1)

Fig . 12 - Schéma de la cellule en treillis .

KZ et Kz sont appelés respectivement coefficients de
réflexion directe et rétrograde .

L'ensemble des coefficients des deux prédicteurs
d'ordre 2 est calculé au moyen de l'expression
récurrente suivante

(voir (67), (69), (73) et (75)) .

1 .5 . GÉNÉRALISATION : CAS DES PRÉDICTEURS D'ORDRE
N
La définition et les propriétés des prédicteurs d'ordre
N sont présentées en annexe B .

Les coefficients de ces prédicteurs sont solutions des
équations de Yule-Walker (35 bis et 37 bis, annexe
B) . L'algorithme de Levinson a pour objectif de
définir une méthode itérative du calcul de ces
coefficients. Dans l'annexe B les calculs ont été
développés en minimisant un critère déterministe .

On peut bien sûr, utiliser un critère statistique. Dans
ces conditions, le prédicteur linéaire d'ordre N qui
estime b(j) dans le sens direct [au sens EQM],

N
b(jIj-N, . . .,j-1 )_

	

Akv)bv-k)
k=1

est tel que l'erreur de prédiction d'ordre N,

EdN(j) = b(j) - b(j Ij - N, . . .,j - 1 )

est orthogonale aux observations b(j - 1), . . .,
b(j -N), soit

(79)

	

E {EdN (j) b(j - k)} = 0

	

k = 1, . . . . N .
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(83)

E{[b(j-1)]2} . ..E {b(j-1)b(j-N+1)} -
X

E{b(j-N+1)b(j-1)} . . .E {[b(j-N+1)]2}
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De même, le prédicteur rétrograde d'ordre N qui
estime b (j - N) au sens EQM,

b(j-NIj-N+1, . . .,j )
N

BN+I-k(I)b (j-k+1)
k=l

est tel que l'erreur de prédiction

ErN(j)=b(j-N)-b(j-NIj-N+1, . . .,j ),

est orthogonale aux observations b (j - N + 1), . . .,
b (j ), soit

(80) E { ErN(j) b (j - p) } = 0 p = 0, . . ., N -1 .

Le calcul de EdN(j) - EdN _ 1 (j) peut être conduit de
la manière suivante

EdN(j) - sdN-1(j) =b(jIj-N+1, . . .,

-b(jlj-N, . . . . j-1)
EdN (j) - EdN -1(j )

N-1

	

N

Ak-1(j)b(j-k)-

	

Ak(j)b(j - k)
k=1

	

k=1

sdN (j) - EdN-1(j)
N-1

[Ak 1(1)-Ak(1)]b(j-k)
k=1

-Akv)b(j-N)
or,

b(j - N)=ErN-1(j - 1)
+b(j-NIj-N+1, . . . . j-1 )

b(j - N)=ErN-1Û - 1)
N-1

+

	

BN-kv-1)b(j-k) .
k=1

Dans ces conditions

(81) -dN(j) - EdN-1(j) _
N-1

[Ak -1(j)-Ak(J) - AN(j) BN-kV - 1 )]

xb(j - k) - AN(j)ErN-l(J -1 )

En écrivant l'orthogonalité de EdN _ 1 (j), EdN (j ),
ErN _ 1 (i- 1) vis-à-vis de b (j -q) (q= 1, . . .,
N - 1), il vient

N-1

(82 )

	

[Ak -1 V) - Ak( )-AN(1)BN-k(j-1)]
k=1

xE{b(j-k)b(j-q)} =0 (q=1, . . . . N-1 ) .

Ce qui peut être écrit sous forme matricielle

Alv-I (J) - AN() - AN( )BN-l( -1 ) I

	

roi

=1

-1 )

AN-1V) - A "'

	

-AN(%)Blv 1 (J -1

1
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(78) ~-

	

1

	

-Ai(j+1) -Az(j+1)
B2(i+1) -B1(j+1)

	

1
_

1

	

-Kz(j+l) 1 -At(j+1) 0
-K2(j+1)

	

1 0

	

-BIl (j)

	

1



Ce système n'admet que la solution banale puisque
la matrice du premier membre est la matrice de
corrélation statistique d'ordre N - 1 du bruit b(j) et
est donc régulière .
Ainsi

(84) A k 1(j) - Ak (i) - AN(j) BN - kV

	

0
k=1, . ..,N-1 .

L'expression (81) devient alors

(85) sdN(j) = EdN - 1(j) - AN(j) ErN - l (j - 1 )

En remarquant que EdN (j) est orthogonal à
ErN_ 1 (j - 1), ErN - 1U - 1) étant une combinaison
linéaire de b (j - 1), . . ., b (j - N) qui sont orthogo-
naux à EdN(j), l'expression (85) entraîne

AN(j) = E{EdN-I(j) ErN-l(j - 1 )}
E { [ErN- l(j -1)]2}

(86)

Une démarche analogue définit les relations de
récurrence permettant de déterminer les coefficients
BN à partir des coefficients Bk - I

BN-kU - 1) - BN-k (j ) - BN(j) Ak 1(j) _
k = 1, . . ., N - 1

(87) ErN(j) = ErN-1V - 1) - BN (j ) EAN -1(j)

BN( ) =
E{ErN-1(j - 1) EdN_I(J)}

E {[EdN-I(j)]2}

La récurrence sur les coefficients constitue l'algo-
rithme de Levinson .

(88)

ANO) - E{EdN-I( )	 ErN-l(j - 1 )}
E{[ErN-I(j - l)] 2 }

BNO)=E{ErN-I( -1 )EdN-1V)}

E{[EdN-l (i )1 2 }

AkN(j) = Ak - 1 (j) - AN( ) BN - k( - 1 )

BN-k(j) = BN-k(j - 1) - BN(j ) Ak -1(j)
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Les erreurs de prédiction se propagent suivant les
expressions

EdN(j) = EdN-iV)-AN(j)ErN-1V -1 )

(89)

ErN() =ErN_ly -1 ) - BN())EdN_I(j)

En posant

(90)

	

KN (j ) = AN(j)

coefficient de réflexion rétrograde

KN(j) = BN(j)

coefficient de réflexion direct, les formules (89)
peuvent être illustrées par le schéma de la figure 13,
appelé cellule en treillis d'ordre N .

edN 2 (I)
Cellule

N

N-1 (1)
2

	

Er N 1 (J •1 )

Fig . 14. - Mise en cascade de cellules élémentaires.

Ce qui conduit au schéma suivant

Er N2 (1 . 1)

b(j)

Cçr 0 (j)

Ep o ())

Cellule
N 1

1

Fig . 13. - Cellule en treillis .

1 .6. STRUCTURE CASCADE DES CELLULES EN TREILLIS

Les erreurs de prédiction directe et rétrograde, aux
différents ordres, peuvent être obtenues à l'aide de
cellules en treillis disposées en cascade . Entre chaque
cellule, il est nécessaire d'intercaler une cellule de
retard élémentaire. Ainsi, la liaison entre deux
cellules consécutives est obtenue de la façon sui-
vante

Ed 1 ())

(1)

EdN 1(I)

1 1

r ed N (J)

'Er N (1)

C.dN(I)

E,'N(1)

Fig . 15. - Structure en treillis d'ordre N

Il est clair que edo(j) et ero (j) (erreurs de prédiction
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Les coefficients de réflexion sont calculés récursive-
ment vis-à-vis de l'ordre pour une date donnée . En
effet, d'après (88) et (89), en posant

(92)

	

ON(1) = E {EdN(j) ErN(J - 1 )}
(93)

	

RN(j) = E { [EdN(j )] 2 }

(94)

	

RN(j)=E{[ErN(j)]2}

il vient

(95 )

	

KÇ. (j) =	
ON- 1 V )

RN-1(j - 1)

(96)

	

KN(j) =
ON-1V )
RN-1V)

La récurrence sur KN(j) et KN(j) est obtenue à
l'aide d'une récurrence sur A, R d et R'. D'après
(89)

EdN( ) =EdN-l(J)-KÇ( )ErN-I(J -1 )
crN(j) = ErN-1(J - 1) - KN(J) EdN-1(J)

D'où

RN(j) = E{[EdN(j)]2}
RN(j) = E{[EdN-1(j)]2}

-2 KN(j)E{EdN-1(J)ErN-1(j -1 )
+ [KN(J)] 2 E{[ErN-l( -1)]2}

RN(J) = RN-1(J) -2 KN(J)AN-1V)

+[KNV)]2RN-1l/-1) .

En utilisant (95),

(97)

	

RN(J) = RN-1( ) - KN(J) ON-1( )

Ce qui peut également s'écrire

[AN_l(j)] 2
(98) RN(j) = RN_1(j) -

RN l(j -1 )

En utilisant une démarche analogue, la relation de
récurrence permettant de calculer RN(j) s'écrit

(99) RN(J)=RN_1(J -1 ) - KN(J)ON-l( )

I SOUSTRACTION DE BRUIT

d'ordre 0) sont égales au processus b (i), ce qui

	

Les formules (88) peuvent être écrites matricielle-
définit l'initialisation du système .

	

ment. On obtient

1

	

- AN(j)

	

. . .

	

-AN(j) _

	

1

	

- KN(1)

	

1 -Al -1 (J) . . . - AN-1(j) 0

[ - BN(j) - BN-1( ) . . .

	

1

	

] - [-KN(j)

	

1

	

] 0 - BN-1( ) . . . - Blé-1 V) 1
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ou,

(100)

	

RN(j)=RN-1(j-1)-
[ONd -1()] 2
RN-1(j)

A ces relations de récurrence doit s'ajouter une
relation permettant de calculer récursivement
ON-1V) •
En réalité, ce calcul n'est nécessaire que dans le cas
de signaux non stationnaires . En effet dans le cas de
signaux stationnaires KN, KN, ON, A [N] et B[N] sont
indépendants du temps . De plus

KN = KN et A [N] = B [NI .

Dans le cas de signaux non stationnaires, on admet
malgré tout l'existence d'une stationnarité locale et
on substitue aux quantités statistiques des quantités
déterministes (éventuellement pondérées exponen-
tiellement) .
Dans ces conditions la récurrence sur O N est détermi-
niste. Le calcul fait alors intervenir une variable
~YN - dite variable de vraisemblance.
La récurrence s'écrit alors

AN( ) _ AN(J - 1 ) + EdN(J) ErN(J - 1 )

1'N-1(j - 1)
(101)

^lN(J ) = YN - 1 ('

	

[ErN(j )] 2
)-

RN()

Les coefficients de réflexion peuvent être calculés
soit, en utilisant les expressions précédentes, soit en
utilisant des traitements par blocs (Makhoul,
Burg, . . . Ikatura, Saïto [154] ; [153]) . Dans ce cas les
coefficients sont calculés en remplaçant les moyennes
statistiques par des moyennes temporelles . Ces
approximations sont acceptables lorsque le moyen-
nage est réalisé sur un grand nombre de données .

2. Treillis sous-optimaux

La mise en oeuvre des relations (98), (100) et (101)
nécessite un important volume de calculs (récurren-
ces sur l'ordre et le temps) .
Des structures treillis sous-optimales (appelées
GAL : Gradient Adaptive Lattice) ont été définies .
Elles ont pour but de remplacer les récurrences
optimales par des récurrences de type gradient .
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Les coefficients de réflexion sont calculés à l'aide des
algorithmes du gradient suivants (dans le cas du
GAL 2)

(102)

	

~'

	

1
KN(j)=KN(~-1)+µNeLZN 1V -) eYNv-1)

RN-,(j - 1)

(103)

	

'
KN j) = KN(j - 1) + N

N edN(i - 1 ) £rN-1( - 2 )
RN -1(j - 1)

Dans le cas du GAL 1, on décide que

KN=KN=KN .

Ce coefficient est alors calculé au moyen d'un
algorithme du gradient .
Ces algorithmes (annexes 17, 18) exigent un taux de
calcul plus faible mais sont sous-optimaux . En
réalité ils donnent des résultats assez proches de la
solution optimale . Le volume de calcul reste néan-
moins important et il est souvent délicat de choisir
judicieusement les µ .

3. Utilisation du treillis pour la soustraction
de bruit

Une propriété importante qui découle des structures
treillis est que les coefficients A[ N) définissent un
filtre blanchisseur du processus b (k) en agissant
comme une procédure d'orthogonalisation de Gram-
Schmidt .
Les échantillons ero (j ), Er l (j) . . . er N(j) qui sont les
différentes erreurs de la prédiction rétrograde sont
en effet orthogonaux deux à deux
Il suffit donc de construire le filtre transversal à
N + 1 coefficients Kp (j) tel que

9O
[X(q) +

p
K.,(J) erp (q)1 soit minimal,

=0

Les sept premières parties ont été consacrées à la
présentation de l'étude théorique des différents
algorithmes adaptatifs d'identification de filtres .
Nous allons maintenant, pour chacun d'entre eux,
développer leurs caractéristiques en précisant la
complexité de mise en eeuvre, le coût de calcul et les
observations propres à chacun (les coûts de calcul et
la place mémoire nécessaire pour l'implantation de
ces algorithmes sont détaillés dans les annexes
correspondantes) .
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ce qui revient à minimiser

[S(q)] 2 .
4=p

Le schéma est alors le suivant

Fig . 16. - Structure en treillis adaptée à la soustraction de bruit .

Le calcul des coefficients Kp (j) est réalisé à l'aide de
la variable RN(j) (94), qui est utilisée lors de
l'élaboration des cellules en treillis (voir annexe 15) .
L'ensemble du traitement peut être représenté par le
schéma suivant

TREILLIS

T
Erp,(1) I `+

	

ler i (1)

	

ErNi(1)
----------------------

Fig. 17. - Adaptation du filtre transversal à la structure en treillis .

On constate qu'il n'est pas nécessaire de calculer
explicitement les coefficients A[N] et L3][N] dans le cas
de la soustraction de bruit .

Huitième Partie

OBSERVATIONS SUR LES MÉTHODES DE
RÉDUCTION DE BRUIT

1 . Méthodes temporelles optimales

1 .1 . CORRÉLOFILTRE

1 .1 .1 . Mise en ouvre

Elle est simple si la référence-bruit-seul (R.B.S .) est
blanche car elle se réduit alors au calcul de l'intercor-
rélation entre b(j) et X(j) .
En pratique, la R.B.S. n'est pas blanche et l'adjonc-
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tion du filtre blanchisseur en amont du corrélofiltre
implique une inversion de la matrice de corrélation
de la référence b (j ) . Le coût de calcul est propor-
tionnel à N3 .
Lorsque b (j) se compose de raies, la méthode se
transpose aisément : le filtre blanchisseur est rem-
placé par un système égaliseur [93] .

1 .1 .2 . Observations
Cette méthode semble difficilement utilisable sans
blanchisseur . Elle nécessite alors le coût de calcul le
plus important de tous les algorithmes et il convient
d'initialiser la matrice de corrélation rbb [N] à inver-
ser

- soit par une estimation sur une séquence d'essai
(ou connaissance a priori)
- soit par une matrice diagonale rbb[N] = 8 . IN OÙ
8 est une petite valeur positive et IN la matrice
identité d'ordre N .

Dans le deuxième cas, l'introduction de la condition
initiale 8 . I N intervient dans le critère de minimisa-
tion. Cette modification sous-optimalise le système
et le fait converger plus lentement .

Un mauvais conditionnement de la matrice dû à des
erreurs d'arrondi peut rendre le déterminant de la
matrice estimée suffisamment faible pour introduire
une instabilité numérique dans l'estimation du filtre
blanchisseur .

1 .2. FORMULE DE KALMAN

1.2 .1 . Mise en ceuvre
Elle implique un calcul matriciel pénible, bien que la
matrice [Pbb [N] ] t ne se calcule plus par inversion de
rbb[N] mais par récurrence sur l'instant j . Le coût de
calcul reste élevé, proportionnel à N 2 , ainsi que la
place mémoire requise .

1 .2 .2 . Observations
L'initialisation de la matrice 1bb [N] pose les mêmes
problèmes que précédemment .

Un mauvais conditionnement de la matrice estimée
dû à la propagation d'erreurs d'arrondi dans les
équations récurrentes, peut rendre le dénominateur
de la formule de renouvellement de la matrice
K. (24) suffisamment faible pour faire diverger le
filtre. Ce dénominateur (1 + Y~ K~ - 1 Y~) est en
réalité le rapport

det rbb [N]
ŒNW _

det r'bb [N]

La matrice de corrélation est en théorie définie
positive donc 0 _ 1 C 1 .

aN(
'
)

Il est important, pour contrôler la convergence du
filtre, d'observer l'estimation de aN(j) .

Remarque : Le coefficient ŒN (j) est le même que
celui qui intervient dans la prévention de la diver-
gence des algorithmes de type Kalman rapide (54) .
Ceci est normal : la base de tous les algoritçh~mes est
l'inversibilité de la matrice de corrélation lbb [N]

SOUSTRACTION DE BRUIT
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1 .3 . ALGORITHMES DE TYPE KALMAN RAPIDE

1 .3 .1 . Mise en ouvre
Elle est plus simple que celle de la méthode précé-
dente (Partie 8, § 1 .2.1) car elle transforme les
calculs matriciels en calculs vectoriels : la récurrence
sur la matrice Kj est remplacée par une récurrence
sur le gain de Kalman GN (j ) . Les trois algorithmes
de type Kalman rapide sont mathématiquement
équivalents [4] ; les algorithmes Fast-Kalman et
FAEST procèdent d'une approche matricielle et
l'algorithme FTF d'une approche vectorielle .
L'élimination de la redondance entre ces algorithmes
a permis de diminuer le taux de calcul . Il paraît donc
plus simple d'utiliser les algorithmes FAEST ou FTF
(Partie 5) .

1 .3 .2. Observations
L'exploitation des algorithmes a été évoquée longue-
ment dans la 6e partie, du point de vue de leur
initialisation et de leur stabilité. En pratique, il
semble plus simple d'initialiser les algorithmes à une
faible valeur positive Ed(0) et Er(0) . Notons cepen-
dant que les conditions initiales choisies en dehors
d'une certaine plage n'assurent pas la convergence
initiale .

Dans tous les cas l'initialisation non nulle sous-
optimale le système, sans influencer notablement les
performances .

En pratique l'introduction d'un facteur d'oubli fait
diverger l'algorithme (il intervient en effet dans la
formule de renouvellement de l'erreur cumulée
Ed qui diminue ainsi rapidement, or cette variable
Ed intervient ensuite comme diviseur) .

En conclusion, dans le cas de signaux stationnaires le
facteur d'oubli sera mis à 1, et il est assez facile de
trouver les conditions initiales telles que les algo-
rithmes convergent.

Les performances (vitesse de convergence/erreur
résiduelle) sont alors les meilleures possibles (et
comparables à celles de l'algorithme en treillis) .
Par contre, il semble en pratique difficile d'utiliser
un facteur d'oubli X significatif (c'est-à-dire notable-
ment inférieur à 1), car celui-ci intervient dans la
stabilité de l'algorithme .

1 .4 . ALGORITHMES EN TREILLIS

1 .4 .1 . Mise en ouvre

Elle est complexe car l'algorithme comporte à la fois
des récurrences en ordre et en temps. Le taux de
calcul élevé vient de l'obligation de calculer toutes
les variables nécessaires à l'estimation de N - 1
filtres d'ordre 1 à N - 1 pour estimer un filtre de N
coefficients, alors que les autres méthodes calculent
globalement les N coefficients du filtre de structure
transversale .

1 .4 .2. Observations
Cet algorithme est réputé pour être plus stable
numériquement de par sa structure en cellules .
On peut aisément s'assurer par des tests sur les
variables intervenant comme diviseurs que celles-ci
ne sont pas trop faibles . Dans le cas contraire,
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l'inverse correspondant est mis à zéro, ce qui revient
en fait à ne pas renouveler les paramètres des
cellules du filtre en treillis .
Il semble peu intéressant d'utiliser la version norma-
lisée car elle nécessite un calcul pénible de racines
carrées de matrices dans le cas de références multi-
ples et il faut refaire en sortie une estimation de
puissance .

2. Méthodes fréquentielles optimales

2.1 . MISE EN ŒUVRE

Les deux méthodes fréquentielles optimales
« formule de Kalman en fréquence » et « spectrofil-
tre » ont des caractéristiques communes . Notons en
effet, que le passage en fréquence décorelle théori-
quement les échantillons de la référence . Ainsi la
matrice de corrélation P bb des échantillons fréquen-
tiels bj (v) peut facilement être approchée par une
matrice diagonale. En réalité, il ne s'agit que d'une
approximation car l'estimation de b(v) est réalisée
sur des tranches de longueur finie, ce qui n'entraîne
pas la décorrellation totale entre les canaux de
fréquence .

L'inversion de la matrice I bb revient alors à une
division par l'autospectre de la référence . Dans le
domaine temporel, l'intérêt du calcul récursif du
gain provenait de la diminution du taux de calcul
qu'il entraînait, mais dans le domaine fréquentiel,
les deux méthodes (récursive et non récursive)
semblent identiques du point de vue du taux de
calcul. Le plus simple est alors d'utiliser la méthode
directe appelée Spectrofiltre .

2.2. OBSERVATIONS

Ces deux méthodes ont en commun un faible taux de
calcul, avantage qui s'amenuise lorsqu'il est néces-
saire de prendre un taux de recouvrement élevé .
Le travail par canal de fréquence permet une
pondération naturelle par la puissance de la réfé-
rence dans chaque canal .

Du point de vue des instabilités numériques, il est
clair que si le diviseur ybb (v) est très faible pour
certains canaux de fréquence, il est préférable de
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mettre les coefficients du filtre correspondants à
zéro .

2. Méthodes sous-optimales

3.1 . TREILLIS-GRADIENT

Cet algorithme calcule les coefficients de réflexion
de manière non exacte grâce à une ou à deux
formules du type-gradient (GAL 1 ou GAL 2) .

Il semble avoir peu d'intérêt car il converge lente-
ment, nécessite à peine moins de calculs que les
treillis exacts et exige le choix toujours délicat de un
ou deux facteurs de convergence .

3 .2 . ALGORITHME DU GRADIENT

Les algorithmes du gradient, en temps et en fré-
quence, convergent en moyenne vers la solution
optimale à condition de respecter une borne théori-
que pour le facteur de convergence .
3 .2 .1 . Algorithme du Gradient dans le domaine
temporel

Cet algorithme a été très utilisé grâce à sa simplicité
de mise en aeuvre (peu de calculs, bonne capacité de
poursuite de signaux non stationnaires) . Malheureu-
sement sa constante de temps est reliée à la disper-
sion des valeurs propres de la matrice de corrélaton
de la référence .
3.2.2 . Algorithme du Gradient dans le domaine
fréquentiel

Le facteur de convergence global de l'algorithme
précédent est remplacé par un facteur de conver-
gence par canal de fréquence . Chaque canal possède
ainsi une vitesse d'adaptation qui lui est propre, au
prix cependant d'une complexité de mise en aeuvre
plus importante .

4. Conclusion

Chaque algorithme cité possède des avantages et des
inconvénients . Beaucoup de publications récentes
concernent les algorithmes de type Kalman rapide et
treillis, mais il reste pour les premiers des problèmes
non résolus de stabilité, et pour les seconds une
grande complexité de calcul .

Manuscrit reçu le 23 juin 1989 .
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Annexe A

(22)

(23)

(25)

SOUSTRACTION DE BRUIT

A l'instant j, les coefficients du filtre ' sont calculés grâce à la formule de Wiener (13)

(13)

	

W' = [P'YY] -' PXY

Nous nous proposons de trouver une relation entre WW -1 et W', Pyy et PXY étant calculés récursivement au
moyen des formules (21) et (22)

On détermine cette relation en utilisant la formule d'inversion matricielle de Woodbury, qui donne une
expression de l'inverse d'une matrice écrite sous la forme A + BD

1. Formule de Woodbury

A étant une matrice carrée inversible n x n,
B étant une matrice n x p,
D étant une matrice p x n,
Si A + BD est inversible, son inverse est

[A+BD] - ' =A-i-A-'B[I+DA-'B]-'DA-i .

2. Utilisation de la formule de Woodbury

Pour exploiter la formule (13), il faut calculer l'inverse de Pyy. Ce calcul est effectué en utilisant la formule de
Woodbury appliquée à l'expression (21) .
Il vient

[Pi,' _ [PYy' + Yj YT]-'

[P'YYl- ' _ [ P'

	

[PYy 1 ] -1 Y; YT[PYy1 ]-1

1 + YT [=,Y ' ] 1 Yi

Cette expression permet de calculer récursivement : [PÇY]- i .
En posant : Kj _ [ÎYY ] -1 , l'expression (23) s'écrit

(24)

	

Kj _ I Yj YT Ki. - i
T1 + Y~ K~ _ 1 Y.

Ki-1	 Y. Yi Ki-1 YlD'où :

	

Kl Yi =Kj _ 1 Yi -	T1+Yi Ki _ 1 Yi

KJ Yi =Ki _ 1Yi

	

YJ K, 1 Y!
1-	T1+Yi K1-1Yi

Traitement du Signal
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P'YY = PYY' + Yi YT

PXY = PXY' + X (j) YT
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Kj _ 1 Yj
Kj Yi =	T	

1 +YJ Kj _ 1 Yj
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La formule (13) qui fournit à l'instant j les coefficients de la réponse impulsionnelle du filtre 'ïV devient alors

W' = Kj tXY
W' = Kj [PxY' + X(j) Yi]

X(j) étant scalaire

W'=KK Îx~ 1 +X(j)K.Yj .

En utilisant (24) et (25), il vient

W

	

K _Kj-1 Y.YTKj-t ü-1+Xv)

	

K. -1 y.

-~ ' 1+YTKj _ 1 Yi -xY

	

1+YTKj _ 1 Y1

Ayant
wj 1 = 1{j - t Pal '

Wj = Wj-1 _ Kj -t Yj Y zi Kj-1 ~j Y l +X(j)	 K'-t Yj
1+YTKj_1Yi x 1+YTKj _ 1 Yi

ce qui peut s'écrire

Wj = Wj -'

	

K-

	

-' -T 1 Yj [X (j) - Yz W' - t ]1+Yj / - 1 Yj

et en utilisant une nouvelle fois (25)

W'=W' 1 +KjY1[X(j) - YTW' - ' ](26)

SOUSTRACTION DE BRUIT

Annexe B
PRÉDICTEURS LINÉAIRES A UN PAS D'ORDRE N AU SENS

DE L'ÉCART QUADRATIQUE MOYEN MINIMAL

1. Prédiction linéaire à un pas d'ordre N dans le sens direct (ou progressif)

On considère le signal scalaire, aléatoire, discret, réel b (k) [k

	

+ oo ] observé aux instants
k=j-N, . . . . j-1 .

b0-N)

	

1 1Y
l4

	

1

	

bU

11
j-N

	

j-1

	

j

N observations

Fig. Al. - La prédiction directe à l'ordre N de b(j) utilise la suite des échantillons b(j - N) à b(i - 1).

On appelle prédicteur linéaire à un pas d'ordre N dans le sens direct, au sens de l'écart quadratique moyen
minimal [EQM], la quantité

N
b(jIj-N, . ..,j-1 )_

	

Akb(j - k)
k=1
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telle que, en posant

eN(i) = b (j) - b (j Ij - N, . . . . j - 1 )

E{[EN(j)]2} soit minimale . EN(j) s'appelle l'erreur de prédiction directe à un pas d'ordre N à l'instant
j . Dans la suite cette valeur minimale sera notée edN(j ) .
Les Ak sont appelés coefficients de prédiction directe (ou progressive) de b(j) à l'ordre N .

2. Prédiction linéaire à un pas d'ordre N dans le sens rétrograde

(j- N6 -N 1 j-N+1 , . . .j )

	

b (j-N+1)

	

bU Ü )

SOUSTRACTION DE BRUIT

j-N
-

N observations

Fig. A2 . - La prédiction rétrograde à l'ordre N de b (j - N) utilise la suite des échantillons b(j) à b (j - N + 1 ).

Le signal b (k) étant observé aux instants j - N + 1, . . ., j, on appelle prédicteur linéaire à un pas d'ordre N
dans le sens rétrograde au sens EQM, la quantité

N

b(j-N1j-N+l, . . .,j )_

	

BN + , _ k b(j+l-k)
k=N+1-k

telle qu'en posant

'qN(j-N)=b(j-N)-b(j-Nlj-N+1, . . . . j)

E { [ 11N(j - N) ] 2 } soit minimale .
Dans la suite, cette valeur minimale sera notée erN (j) .
T1N(j - N) s'appelle l'erreur de prédiction rétrograde à un pas d'ordre N à l'instant j - N.
Les BN + 1-k sont appelés coefficients de prédiction rétrograde de b (j - N) à l'ordre N .

3. Équations de Yule-Walker

Dans le paragraphe précédent, nous avons utilisé pour le calcul des prédicteurs un critère statistique des
moindres-carrés, soit la minimisation de

E{[eN(j)]2} ou de E { [T1N(j - N) ] 2 } .

En pratique les termes statistiques sont estimés par des moyennes temporelles, ce qui revient à considérer un
critère temporel. On suppose que le signal b(k) est nul pour k < 0 ; à l'instant (j) on minimise

i
Ed(j) =

	

[ eN(q)] 2
q =o

I

Er(j) =

	

[T1N(q - N)]2
q =o

Ed (j) est appelée erreur quadratique de prédiction directe cumulée .
Er(j) est appelée erreur quadratique de prédiction rétrograde cumulée .
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La recherche du minimum de Ed (j) et de Er(j) par rapport aux coefficients de prédiction directe
AN et de prédiction rétrograde BN , 1

	

conduit aux équations de Yiile-Walker (ou de la prédiction linéaire)

aEd(j)
aAk

aEr(j)
aBNN+ 1 -k

Ceci entraîne

j [b(q) -' AN b(q - k)I b(q - r)= 0
q=0

	

k=1
j

	

N
f b(q-N)-

	

BN+,-kb(q+1-k) b(q+1-r)=0
q=0

	

k=1

N

	

j
j

A N

	

b(q-k)b(q-r)=

	

b(q)b(q-r)
k=0

	

q=0

	

q=0
N

	

j

	

j

BN+1-k

	

b(q+1 - k)b(q+1-r)=

	

b(q-N)b(q+l-r)
k=1

	

q=0

	

q-0

J

b(q - 1) b(q - 1)
q=0

J
b(q-1)b(q-k)

q=0

J
b(q-1)b(q-N)

Lq=O

j
b(q-N)b(q-1)

q=0

1

b(q-N)b(q-k)
g=0
j
b(q-N)b(q-N)

q=0

La matrice du premier membre est la matrice de corrélation
b(k), évaluée à l'instant j - 1 (cf. (30)) .
En posant

bq[N] = [b (q), b (q - 1 ), . . ., b (q - N - 1)]
j

Ëbb [N] _

	

bq -1 [N] bq - 1 [N] (Cf. 30))
q=0

SOUSTRACTION DE BRUIT

=0

=0 .

AN1S
AN
AN

Le vecteur du deuxième membre est
j

EN(j) _

	

b (q) bq -1 [N] (cf . (30.2))
q =0

Ainsi, en posant A[N] = [AN, . . ., A N], l'équation matricielle devient, pour la prédiction directe à l'instant
j :

(34)

	

lbb[N] A[N] = EN(j)

Dans cette expression le vecteur des coefficients A [N] a été indicé en j pour rappeler qu'il correspond à la
prédiction directe de b (j ) .
En calculant la valeur minimale de Ed, il vient

j
Ed(j) = 0 [b(q)-b(glq-1, . . . . q - N )]z

q=0

Ed(j) = Eb(q)[b(q)-b(glq-1, . ..,q-N )]-

q=0

Le second terme est nul car

1 b(q l q - 1,
q=0
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J
b(q) b(q-1)

q=0

J
b(q) b(q - k)

q=0

J
b(q) b(q-N)

q =O

temporelle d'ordre N, tjbb[N] du

. . ., q - N) [b (q) - b (q 1 q - 1, . . .,

aEd-0=> E [b(q)-b(glq-1, . . .,q-N )]b(q-r)=0 r=1,N
aANk

	

q =0

bruit

- N)] .



d'où

(35)

(36)

[LN(,)J TI

bb[ IN]

[tb[N]

	

b[ rN (i) J

-

L31[N]
q

	

1
[YN (%)]T lbb[]

SOUSTRACTION DE BRUIT I

J

Ed(j) =

	

b(q)[b(q)-b(glq-1, . . . . q - N )]
q=0

Ed(j) _ [b(q)] 2 - b(q)là[N]] T bq -1[N]
9=0

	

q=1

Ed v) = Pbb[ , ] - [f?[N]]T rN(j)

Cette relation peut être regroupée avec la précédente pour constituer l'équation de la prédiction progressive,
dite de Yule Walker .

(35bis)

I - 1 . ] = [
Edo(j)

]
Équation de Yule Walker progressive

De la même façon, on peut écrire l'équation permettant de calculer

Bue] _ [BN . . . B N]

[b(q)]~

	

b(q) b(q- N + 1 )
q=0

	

q=0

b(q-N+1)b(q) . . .

	

[b(q-N+1)]Z
q=0

	

q=0

l bb [N] . Bi[ N] = rN ( )

J

expression dans laquelle : rN~ ) _

	

b(q - N) bq[N] (cf. (31 .2) .
q=0

De même Er (j) peut être calculé

i
Er(j)=

	

[b(q-N)-b(q-NIq-N +1, . ..,q)]2
q =o

Er(j)_

	

b2(q-N)-

	

b(q-N)b(q-NIq-N+1, . . . . q)
q=0

	

q=0

(37)

	

Er(j) = Pb b
-N

	

r[] - [B[N]]T rN(j ) .

D'où la seconde équation, dite de Yule Walker rétrograde

(37bis)

M
Ev)

Là encore on a fait figurer l'indice j dans l'expression des coefficients du filtre prédicteur rétrograde pour
rappeler que la prédiction de b (j - N) nécessite la connaissance des échantillons b (j - N + 1), . . ., b (j ) .
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~BNJ =

J

b(q-N)b(q)
q=0

b(q-N)b(q-N+ 1)
q=0
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Annexe C

SOUSTRACTION DE BRUIT

INVERSION DE LA MATRICE ' b [N + 1]

1. Inversion correspondant au premier partitionnement

Le premier partitionnement a été calculé et donné par la formule (31)

rbb[1]

	

i

	

[LN J )J T

(31 )

	

[ Pbb [N + 1 ] ]	

LY
d

	

'-1

N(j)]

	

q

b[N]

L'utilisation de l'algorithme rappelé par les formules (33 bis) conduit aux calculs

D = Pbb[1] - [rN(i )] T [Pbb[N]] 1 rdN(j)

En utilisant (34), puis (35), il vient

D _ Ëbb[I] - [!N(1)] T A[N] = Ed (j)

D'où

B11

	

Ed(j)

B12 = - Ed(j) [ rIN]
(j

) ] T [Pbb[NI 1 .

En utilisant (34),

1
=12

=-Ed(j)
[A[N]]T .

Enfin :

B22 = [Pbb[N]~- 1 + [ Pbb[N]~ -1 rN(7)[A[N]1T
	1

J
Ed(j)

7

	

A`[ A~ T
B22 = [Pbb[N]] 1 +	

Ed(j)]~

Ainsi

(43) [Pbb[N-1]1
1

	

l

	

-
[AÎN] lT

1	
Ed(j)

	

'

	

i-1 7 1

	

i

	

T
- fj [N1 [ Ed ( ) [Pbb [N 1]

	

+ A [N] [`~ [N1 ~

2. Inversion correspondant au second partitionnement

Le second partitionnement est donné par la formule (32)

Pbb [N]

	

rN (j )

(32)

	

bb [N + 1 ]	

[r r ( )JT ! ib Nb[

La technique d'inversion rappelée par les formules (33) permet de calculer les sous-matrices de [t b[N+ 1]) 1

Ç = lbb [ ] - [ rN (j) ]T [ Pbb [N] 1 rN(j)

En utilisant (36), puis (37)

Ç = Pbb[] - [rN(j)]T B[N] = Er(J)

1

B22

	

Er (j )
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En utilisant une nouvelle fois (36),

Ainsi

(44)

Annexe D

En utilisant (30.1), il vient

En utilisant (40),

Q

En utilisant (30 .2)

=9

t

SOUSTRACTION DE BRUIT

B12 = - [Tbb[NI] 1 rN(1) Er(j)

812 W[N]
Er(j)

B11 = [ Pbb[N]] 1 + Er(
W[N r

j]) [YN~)] T [Jbb[N]} 1

J

	

1

	

BJ[N] [B [N]
	 ]T811 = [Pbb[N]] +

	

Er(j)

Er(j)[PJbb(N)] 1 + &[N][L[N]]T i

	

)iJ
1

	

[~
[Pbb[N + 1]] 1 = Er	 l ; )	f	r	

v - [BJ[N] ]

	

1

RENOUVELLEMENT DES ERREURS
DE PREDICTION CUMULÉES

Renouvellement de l'erreur de prédiction cumulée directe

Par définition

(35)

	

Ed(j) = rbb[1] - [A[N]] T rN(J )

i
Ed(j) =

	

b2(q) - [A[N] ]T rN(1)
q=0
J-t

Ed(j) = E b2(q)+b2(j)- [A[N]]TrN(j) .
q =0

' b2(q) + b 2(J) - [A[N] 1 + GN(J - 1) edN(j )] T rN(7)

b 2(q)+b 2(j) - [A[N] 1 ]T rd ( )-edN(J)[GN( -1 1)]TrNV) •

i-1

	

~'

	

~'
Ed(j)= É b2(q)+b2(j)- [A[N]1]T[rN_1(j-1)+b(j)_, _1[N]]-edN(j)[GN(j-1)]TrN(j) .

q=0
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En utilisant la définition de : GN(j - 1) = [f i ~ l ] -1 b3 - 1 EN] , il vient

Ed (j) = Ed (j - 1) + b (j) [b (j) - [A[N] 1 lT _j - ]( N]l - & - 1 [N] [tbb [N] l-
1 YN(j) edN(j) •

En utilisant (41 .1) et (34),

Ed (j) = Ed (j - 1) + b (j) edN(j) - bj_ 1)N] Aj[N] edN(j )
d'où

Ed (j) = Ed (j - 1) + edN(j) [b (j) - bT_ 1 [N] à[Ni l

Ce qui compte tenu de (48) entraîne

Ed (j) = Ed (j - 1) + edN(j) sdN(j )

De même, en utilisant une démarche analogue, on peut montrer que

Er (j) = Er (j - l) + erN(j) srN(j )

expression dans laquelle srN(j) est l'erreur de prédiction rétrograde a posteriori de b (j - N)

erN(J) = b ( - N) - [U[N]IT bj [N]

Définition des variables utilisées dans les algorithmes

VARIABLES D'ENTRÉE ET DE SORTIE RELATIVES
À TOUS LES ALGORITHMES

X (k)

b (k) ,

	

b (k-N+1)
	 0>1

SOUSTRACTION DE BRUIT

+	

O

~ (k)

r

	

-',,

	

rebouclage
Estimation

	

V	 (k)

	

éventuel
du .:iÎtrej

Fig. A3 . - Variables communes.

Entrées du programme ;

Échantillons d'entrée du filtre : b (k), . . ., b (k-N+ 1)
Observation bruitée : X(k)
Ordre du filtre : N

Sortie du programme

Erreur en sortie ou signal estimé recherché : S(k) .

Variables

k

	

: indice temporel
v

	

: indice fréquentiel dans le cas d'algorithmes fréquentiels
X

	

: facteur d'oubli
Wk : coefficients du gain du filtre '1V à l'échantillon k .
HH(v) : coefficients du gain fréquentiel du filtre '1V à la tranche d'indice j .
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Annexe 1

estimation de ybb (v)

estimation de ,j (v)

estimation de S,. (k)
renouvellement de Hj(v)

SOUSTRACTION DE BRUIT l

FORMULE DE KALMAN EN FRÉQUENCE

On découpe le signal bruité X(k) et la référence b(k) en tranches de rang j et de longueur N .
Pour éviter les effets transitoires en début de tranche, il est nécessaire de faire se recouvrir les tranches .
RECOV est, en nombre d'échantillons, la longueur du recouvrement .
Si on utilise une FFT, N doit être une puissance de 2 .
Paramètres à entrer
N

	

: Ordre du filtre et longueur des tranches
RECOV : Nombre de points communs à 2 tranches d'indices consécutifs j et (j + 1)
X

	

: Facteur d'oubli
Initialisations
Les coefficients H(v) du gain complexe '' seront mis à zéro .

PROGRAMME
BOUCLE SUR L'INDICE DE TRANCHE J
LECTURE DES DONNÉES

Lire N points de X(k) et b(k) appelés X,(k) et b(k)
TRANSFORMÉES DE FOURIER (FFT)
TF de Xj (k) et b,(k)
On obtient (N/2) + 1 points complexes ; .E1 (v) et bj(v)

ESTIMATION DE L'AUTOSPECTRE DE LA RÉFÉRENCE:
Estimation de y1 b (v) pour la tranche d'indice j

"bb(V) = X%b 1(v)+bj (v)bj* (v)

ESTIMATION DU SIGNAL
Estimation dans le domaine fréquentiel
b,(v) = .[ (v) - Hi -1(v) -bj (v)
Estimation dans le domaine temporel
TF inverse de J, (v)
on obtient N points de Y1 (k)
on ne garde que les RECOV derniers points .

Pour la première tranche
- soit on ne garde pas les (N-RECOV) premiers points ; ils ne seront donc pas estimés .
- soit on les garde en sachant qu'ils sont mal estimés (transitoires) .

CALCUL DE L'ERREUR SANS TRANSITOIRE : Ej (v)
On découpe dans le fichier S rempli précédemment N points bien estimés correspondant à la tranche de
rang j et on en fait la TF : on obtient (N/2 + 1) points complexes : EJ (v) .

RENOUVELLEMENT DU GAIN DU FILTRE
Renouvellement des (N/2 + 1) coefficients complexes Hi (v)
H'(v) = H' - '(v) - ,,~~ 1

	

E,;(v)
1'bb (v)

FIN DE BOUCLE

COÛT DE CALCUL SANS RECOUVREMENT

- Pour un bloc de N points de X(k) et b(k)
FFT de X(k) et b (k)
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2 N ( - logZ N

	

x
2

N +

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
N -

loge N

	

x
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . N

	

/
N -



- Coût de calcul par échantillon de sortie

- D'une tranche à l'autre, on garde en mémoire

'bb (v)	
HJ(v)

COÛT DE CALCUL AVEC RECOUVREMENT
- Pour un bloc de N points de X (k) et b(k)
Il faut ajouter au calcul précédent une TF de SJ (k) pris dans le fichier des S(k) bien estimés .

- Coût de calcul pour N points

On ne garde en fait que (N-RECOV) points estimés
- Coût de calcul par échantillon de sortie

Annexe 2

Traitement du Signal

SOUSTRACTION DE BRUIT

LMS FRÉQUENCE

On découpe le signal bruité X(k) et la référence b (k) en tranches de rang j, de longueur N .
Pour éviter les transitoires en début de tranche, il est nécessaire de faire se recouvrir les tranches . La longueur
du recouvrement, en nombre de points, est RECOV .
Si on utilise une FFT, N doit être une puissance de 2 .
Paramètres à entrer
N

	

: Ordre du filtre et longueur des tranches
RECOV : Nombre de points communs à 2 tranches d'indices consécutifs j et (j + 1)
µ(v)

	

: Facteur de convergence par canal de fréquence (autant de µ que de canaux de fréquence)

Initialisations
Les coefficients H(v) du gain complexe de '1V seront mis à zéro .

PROGRAMME

BOUCLE SUR L'INDICE DE TRANCHE j
LECTURE DES DONNÉES

Lire N points de X (k) et b (k) appelés Xj (k) et bj (k)
TRANSFORMÉES DE FOURIER (FFT)
TF de Xj (k) et bj (k)
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Zlog2 N+3

	

X

(N/2 + 1) points complexes
(N/2 + 1) points complexes

42 log e N + 3 N x

2log2 N + 3N
( N - RECOV

N
N - RECOV

2N
N-RN OV )

N - RECOV )

N +
2N -
N

	

/

X



On obtient (N/2 + 1) points complexes : .t1 (v) et bj (v)
ESTIMATION DU SIGNAL

Estimation dans le domaine fréquentiel

Jj (v) = .3j (v) - H' - '(v) bj (v)

Estimation dans le domaine temporel
TF inverse de Jj (v)
On obtient N points de Si(k)
On ne garde que les RECOV derniers points .

Pour la première tranche
- soit les (N-RECOV) premiers points ne sont pas conservés
- soit on les garde en sachant qu'ils seront mal estimés (transitoires) .

CALCUL DE L'ERREUR SANS TRANSITOIRE : Ej (v )
On découpe dans le fichier S rempli précédemment les N points bien estimés qui correspondent à la tranche
de rang j et on fait la TF : on obtient (N/2 + 1) points complexes : E 1 (v) .

RENOUVELLEMENT DU GAIN DU FILTRE
Renouvellement des (N/2 + 1) coefficients complexes H' (v)

HI (v) = H' - ' (v) + µ(v) b,*(v) Ej (v)

I SOUSTRACTION DE BRUIT I

1

	

+
1

	

-
- D'une tranche à l'autre, on garde en mémoire

H1 (v)	 (N/2 + 1) points complexes

COÛT DE CALCUL AVEC RECOUVREMENT

- Pour un bloc de N points de X (k) et b (k)
Il faut ajouter au calcul précédent une TF de §j (k) pris dans le fichier des S(k) bien estimés .

- Coût de calcul pour N points

On ne garde en fait que (N-RECOV) points estimés

- Coût de calcul par échantillon de sortie

Traitement du Signal r-
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2N1og2 N+3N
( N - RECOV )

N
N - RECOV

N
N - RECOV

( 42 loge N + 3 N)

	

x

N +
N

X

FIN DE BOUCLE

COÛT DE CALCUL SANS RECOUVREMENT

- Pour un bloc de N points de X (k) et b (k)
FFT de X(k) et b (k) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 N loge N x( 2

Estimation de bi ( v)	 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
N -

Estimation de Sj (k) N lo N

	

x

Renouvellement de H' (v)	 2 N x
N +

- Coût de calcul par échantillon de sortie
(1og2 N+3)

	

3x



Annexe 3

SOUSTRACTION DE BRUIT

SPECTROFILTRE

On découpe le signal bruité X(k) et la référence b (k) en tranches de rang j, de longueur N .
Pour éviter les transitoires en début de tranche, il est nécessaire de faire se recouvrir les tranches . La
longueur de recouvrement, en nombre d'échantillons est RECOV
Si on utilise une FFT, N doit être une puissance de 2 .
Paramètres à entrer
N

	

: Ordre du filtre et longueur des tranches
RECOV : Nombre de points communs à 2 tranches d'indices consécutifs j et (j + 1)
X

	

: Facteur d'oubli .
Initialisations
Les coefficients H(v) du gain complexe de 'l seront mis à zéro .

PROGRAMME

BOUCLE SUR L'INDICE DE TRANCHE j
LECTURE DES DONNÉES

Lire N points de X(k) et b(k) appelés Xj (k) et b,(k)
TRANSFORMÉES DE FOURIER (FFT)
TF de Xj(k) et b, (k)
On obtient (N/2 + 1) points complexes : .t-j(v) et b 1 (v)

ESTIMATION DU SIGNAL
Estimation dans le domaine fréquentiel
J>j (v) = T1(v) -Hj -1 (v) bj (v)
Estimation dans le domaine temporel
TF inverse de Jj (v )
On obtient N points de Sj(k)
On ne conserve que les RECOV derniers points .

Pour la première tranche
- soit les (N-RECOV) premiers points ne sont pas conservés ; ils ne seront donc pas estimés

soit on les garde en sachant qu'ils seront mal estimés (transitoire) .
ESTIMATION DE L'INTERSPECTRE ENTRE b et X

Estimation de '1Xb(v) pour la tranche d'indice j

'Xb(v) _ X . ÎXb 1 (v) + Xi(v) bJ* (v)

ESTIMATION DE L'AUTOSPECTRE DE LA RÉFÉRENCE
Estimation de Ybb (v) pour la tranche d'indice j

'Ybb(V) _ X . 1'bb 1 (v) + b; (v) b,?' (v)

Estimation pour la tranche d'indice j

TXb(V)
H'(v)

= ~'bb(v)

FIN DE BOUCLE

COÛT DE CALCUL SANS RECOUVREMENT

- Pour un bloc de N points de X (k) et b(k)
FFT de X(k) et b(k)

Estimation de Yj (v)

Estimation de Sj (k)
Estimation de 1'bb( v )

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Paramètres à entrer
N : Ordre du filtre
µ : Facteur de convergence
Initialisations
Les coefficients du filtre W [NI seront mis à zéro .

PROGRAMME

BOUCLE SUR L'INDICE D'ÉCHANTILLON TEMPOREL k : k _ 1, T
Lire N points de b : b (k - N + 1) à b (k)
Lire X(k)

CALCUL DU SIGNAL ESTIMÉ

§(k) X(k) - [Wk-1 ]T Z?k[N]

CALCUL DE L'ÉNERGIE DANS LE FILTRE : EN(k)
k

EN (k) = E b'(p)
p=k-N+l

RENOUVELLEMENT DES COEFFICIENTS DU FILTRE ADAPTATIF

W[NI = W[NI1 + EN(k) bk[N] §(k)

FIN DE BOUCLE

SOUSTRACTION DE BRUIT

- D'une tranche à l'autre, on garde en mémoire
Y/bb(v)	 (N/2 + 1)

	

points complexes
~Yxb(v)	 (N/2 + 1)

	

points complexes

COÛT DE CALCUL AVEC RECOUVREMENT

- Pour un bloc de N points de X (k) et b (k) le coût de calcul est

On ne garde en fait que (N-RECOV) points estimés .
- Coût de calcul par échantillon de sortie

Annexe 4

ALGORITHME LMS-TEMPS
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3x

N /
2N +
N -

32 loge N + 5 N

N - RECOV
N

N - RECOV
2N

N - RECOV
N

N - RECOV

X

Estimation de Y,-,b(V)	 2 N x

Estimation de Hj(v)	
N +
N

	

/
- Coût de calcul par échantillon de sortie

(_log2 N + s)3

	

x
1

	

/
2

	

+
1

	

-



SOUSTRACTION DE BRUIT

Remarque : La normalisation de µ par l'énergie contenue dans le filtre EN(k) est indispensable pour traiter des
signaux non stationnaires . Si les signaux sont stationnaires, l'algorithme est plus simple (cf. 4e partie 1-2) : on ne
calcule pas EN(k) et la formule de renouvellement est

W[NI - W[N] i + .Lbk[N] §; (k)
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2N +
N -

VARIABLES PROPRES AUX ALGORITH - vIES
DE TYPE KALMAN RAPIDE

n° d'annexes 5, 6, 7, 8

Prédiction directe de la référence
- Vecteur des coefficients de prédiction directe A~N~ I

- Erreur de prédiction directe a priori ed(k)
- Erreur de prédiction directe a posteriori

	

ed(k)
Erreur quadratique de prédiction directe cumulée

	

Ed (k)

Prédiction rétrograde de la référence

- Vecteur des coefficients de prédiction rétrograde B [Nl
I

- Erreur de prédiction rétrograde a priori er(k)
- Erreur de prédiction rétrograde a posteriori er(k)
- Erreur quadratique de prédiction rétrograde cumulée

	

Er(k)

COÛT DE CALCUL AVEC NORMALISATION DE µ
- Par échantillon de sortie
Calcul de S (k)	 N x

N +
1

	

-
Calcul de EN(k)	 N x

Renouvellement de W~N~	
N +
1

	

/

- Coût de calcul total par échantillon de sortie

(N + 1)

	

x
N +

(3N + 1)

	

x

COÛT DE CALCUL SANS NORMALISATION DE µ
- Par échantillon de sortie

Calcul de S(k) N x
N +

1

	

-
Renouvellement de W[NI	 :	 (N + 1)

	

x

- Coût de calcul total par échantillon de sortie
N +

(2N+ 1)

	

x



SOUSTRACTION DE BRUIT I
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ed (k)

e

Fig . A4. - Soustraction de bruit utilisant un algorithme de type Kalman rapide .

Annexe 5
ALGORITHME FAST KALMAN AVEC VALEUR INITIALE NULLE

Paramètres à entrer
N : Ordre du filtre
R0 : Condition initiale
X

	

: Facteur d'oubli
Initialisations
Les coefficients des filtres W, A et
Ed(O) est initialisé à Ro .

PROGRAMME :

B seront mis à zéro, ainsi que le gain de Kalman G N .

BOUCLE SUR L'INDICE D'ÉCHANTILLON TEMPOREL k : k = 1, T
LECTURE DES DONNÉES

Lire (N+1) points de b : b (k) à b (k - N)
Lire X(k)

CALCUL DE L'ERREUR DE PRÉDICTION DIRECTE À UN PAS D'ORDRE N DE b (k) A PRIORI

ed (k) = b (k) - [Ak _ h ] T b - [NI

MISE À JOUR DES COEFFICIENTS DE PRÉDICTION DIRECTE

A[N ) = AN)' + GN(k- 1) ed(k)
CALCUL DE L'ERREUR DE PRÉDICTION DIRECTE À UN PAS D'ORDRE N DE b (k) A

POSTERIORI

ed(k) = b(k) - [A[NI]T b_k-l[NI

MISE À JOUR DE L'ERREUR QUADRATIQUE DE PRÉDICTION DIRECTE CUMULÉE

Ed (k) = XEd (k - 1) + ed (k) ed (k)

CALCUL DU GAIN INTERMÉDIAIRE
n

	

dtk)

	

1

	

MN(k)
GN+I(k) _ [GN(k- 1)] + Ed(k) [-A[N~j = [ m(k) ]

volume 6 - n' 5 - 1989



CALCUL DE L'ERREUR DE PRÉDICTION RÉTROGRADE À UN PAS D'ORDRE N DE
b(k - N) A PRIORI

SOUSTRACTION DE BRUIT
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2

	

/

(9N+2)

	

+

5

	

-

er (k) = b (k - N) - [B [Nl
1

]T 1ik[N]

CALCUL DU GAIN DE KALMAN

MN(k) + m (k) B[N] 1
GN(k)

1 - m (k) er(k)

MISE À JOUR DES COEFFICIENTS DE PRÉDICTION RÉTROGRADE

B N] = B[N~ i + GN(k) er(k)

CALCUL DU SIGNAL ESTIMÉ

S(k) = X (k) - [W [NI h ] T bk[N]

RENOUVELLEMENT DES COEFFICIENTS

W[NI = W[~q' + CTN(k) S(k)

DU FILTRE ADAPTATIF

FIN DE BOUCLE

COÛT DE CALCUL

- Par échantillon de sortie
Calcul de ed(k)	

N +
1

	

-
Mise à jour de A~N I	

Calcul de Ed(k)	

N x
N +

N +
1

	

-
Mise à jour de Ed(k)	 2

	

x
1

	

+
Calcul de GN + 1 (k)	 1

	

/

Calcul de er(k)	

(N+1)

	

x

N +
N x
N +
1

	

-
Calcul de G N(k)	 1

	

/
(2N+1)

	

x

N +
1

	

-
Mise à jour de B[N]	 . . . . . . . . . . .

Estimation de S(k)	
N +

N +
1

	

-
Renouvellement de W[NI	 N x

Coût de calcul total par échantillon de sortie
N +

(10N+4)

	

x



- D'un échantillon à l'autre, on garde en

Annexe 6
ALGORITHME FAST KALMAN AVEC VALEUR INITIALE NON NULLE

Paramètres à entrer
N : Ordre du filtre
Ro : Condition initiale
X

	

: Facteur d'oubli
Initialisations
Les coefficients des filtres W, A et
Ed(O) est initialisé à Ro .

PROGRAMME

BOUCLE SUR L'INDICE D'ÉCHANTILLON TEMPOREL k : k = 1, T

LECTURE DES DONNÉES
Lire (N+1) points de b : b (k) à b (k - N)
Lire X(k)

CALCUL DE L'ERREUR DE PRÉDICTION DIRECTE À UN PAS D'ORDRE N DE b(k) A PRIORI

ed(k) = b(k) - [Ak_1 ]T bk-1[N]

MISE À JOUR DES COEFFICIENTS DE PRÉDICTION DIRECTE

A[N] = A[N~ 1 + GN(k - 1) ed (k)

CALCUL DE L'ERREUR DE PRÉDICTION DIRECTE À UN PAS D'ORDRE N DE b (k) A PRIORI

8d (k) = b (k) - [A[N] ] T bk -1 [N]

MISE À JOUR DE L'ERREUR QUADRATIQUE DE PRÉDICTION DIRECTE CUMULÉE

Ed (k) = XEd (k - 1) + ed(k) rd(k)

CALCUL DU GAIN INTERMÉDIAIRE

f

	

0

	

l £d(k)

[-

1 l _ fMN(k)
GN+1(k) = LGN

(k- 1 )J + Ed(k)

	

A[N]J - L m(k)

CALCUL DE L'ERREUR DE PRÉDICTION RÉTROGRADE À UN PAS D'ORDRE N DE
b (k - N) A PRIORI

er (k) = b (k - N) - [B[N~ 1 ]T
bk[N]

MISE À JOUR DES COEFFICIENTS DE PRÉDICTION RÉTROGRADE

Bk _ B[N1 1 + MN(k) er(k)

-[N I

	

1 - m (k) er(k)

I SOUSTRACTION DE BRUIT

mémoire
A[N] 1

GN(k - 1)	
Ed(k-1)
k-1

B[N] 1
W[NI

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

B seront mis à zéro .

bo[N]
GN(O) = N(U) =

Ro + [ bo[N] I T bo[N]

Traitement du Signal
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N points
•

	

points
1 point
• points
•

	

points



VECTEURS INTERMÉDIAIRES

FN (k) = MN(k) + m (k) B N ]

[IN - F(k)[bk [N]]T] D(k - 1)
DN(k) =

1 - [bo[N]] T -F[N](k)[bk[N]]T DN(k - 1)

CALCUL DU GAIN DE KALMAN

GN(k) = [IN - DN(k)[bo[N]]T] FN(k)

CALCUL DU SIGNAL ESTIMÉ

§(k) = X(k) - [WN1]T bk[N]

RENOUVELLEMENT DES COEFFICIENTS DU FILTRE ADAPTATIF

WNI = WN] 1 + GN(k) . §(k)

On appelle I N la matrice identité d'ordre N .
FIN DE BOUCLE

Annexe 7

ALGORITHME FAEST

Paramètres à entrer
N : Ordre du filtre
Ro : Condition initiale
X

	

: Facteur d'oubli
Initialisations
Les coefficients des filtres W, A et B seront mis à zéro, ainsi que le gain de Kalman GN.
Ed(O) et Er(O) sont initialisés à Ro . aN(0) est initialisé à X .

PROGRAMME
BOUCLE SUR L'INDICE D'ÉCHANTILLON TEMPOREL k : k = 1, T
LECTURE DES DONNÉES

Lire (N+ 1) points de b : b (k) à b (k - N)
Lire X(k)

CALCUL DE L'ERREUR DE PRÉDICTION DIRECTE A PRIORI À UN PAS D'ORDRE N DE
b(k) :

ed (k) = b (k) - [AN] 1 ] T bk _ 1 [N]

CALCUL DE L'ERREUR DE PRÉDICTION DIRECTE A POSTERIORI À UN PAS D'ORDRE N DE
b(k) :

Ed (k) _ X . ed (k)
ŒN(k - 1)

MISE À JOUR DES COEFFICIENTS DE PRÉDICTION DIRECTE

AN] =AN 1 +GN(k- 1) .rd(k)

MISE À JOUR DE L'ERREUR QUADRATIQUE DE PRÉDICTION DIRECTE CUMULÉE

Ed (k) = X . Ed (k - 1) + ed(k) . ed (k)

Traitement du Signal
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CALCUL DU GAIN INTERMÉDIAIRE

GN+I(k-1)=

		

r O

	

+	(k)

	

1[ '

	

MN[GN(k - 1)] Ed k-1) [-A NI ] = [m (k)]

CALCUL DE L'ERREUR DE PRÉDICTION RÉTROGRADE À UN PAS D'ORDRE N DE
b (k - N) A PRIORI

er (k) = m' (k) Er (k - 1)

CALCUL DU GAIN ALTERNATIF DE KALMAN

GN(k) = MN (k) + m' (k) BN]

VARIABLE DE PROPORTIONNALITÉ : aN + t (k)

aN+i(k)='1N(k-1)+ed(k) .ed(k)
Ed (k - 1)

VARIABLE DE PROPORTIONNALITÉ : ŒN(k)

aN(k) = a N+ 1 (k) - m' (k) . er (k)

CALCUL DE L'ERREUR DE PRÉDICTION RÉTROGRADE À UN PAS D'ORDRE N DE
b (k - N) A POSTERIORI

er(k) = er(k)
ŒN(k)

MISE À JOUR DE L'ERREUR QUADRATIQUE DE PRÉDICTION RÉTROGRADE CUMULÉE

1 SOUSTRACTION DE BRUIT
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Er (k) = >, . Er (k - 1) + er(k) . er (k)

MISE À JOUR DES COEFFICIENTS DE PRÉDICTION RÉTROGRADE

B[N] = B[N) + G_N(k) . er (k)

CALCUL DU SIGNAL ESTIMÉ

S(k) = X (k) - [W[NI h ]T . bk[N]

RENOUVELLEMENT DES COEFFICIENTS DU FILTRE ADAPTATIF
GN(k)

WINl W[NI~ + S(k)
aN(k)

FIN DE BOUCLE

COÛT DE CALCUL
- Par échantillon de sortie

Calcul de ed(k)	 N x
N +
1 -

Calcul de ed (k)	 1 /
1 x

Mise à jour de A[N]	 N
N

x
+

Mise à jour de Ed (k)	 2 x
1 +

Calcul de GN + 1(k)	 1 /
(N+ 1) x

N +
(Mise en mémoire de ed(k)/Ed(k - 1))

Calcul de er(k)	 1 x
Calcul de GN(k)	 N x

N +



Calcul de aN + 1(k)

Calcul de ŒN(k)

Calcul de er(k)

Mise à jour de Er(k)
Mise à jour de BAN]

Calcul de §(k)

Renouvellement de Wk- N]

(Lecture de 1/aN(k))

- Coût de calcul total par échantillon de sortie

D'un échantillon à l'autre on garde en mémoire
Ak-1- [N]
ŒN(k - 1)
G(k-1)
Ed (k - 1)
Er(k- 1)
Bk-1
-[N 1
W [N]

Annexe 8

Paramètres à entrer
N : Ordre du filtre
Ro : Condition initiale
X

	

: Facteur d'oubli

SOUSTRACTION DE BRUIT

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(Lecture de ed(k)/Ed(k - 1))
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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3

	

/

7N+10 x
7N+3 +

3

	

-

•

	

points
1 point
•

	

points
1

	

point
1 point
• points
•

	

points

Initialisations
On utilise
- soit la procédure d'initialisation exacte décrite en annexe 10 [8]

soit une initialisation semblable à celle du FAEST : les coefficients des filtres W, A et B sont mis à zéro ainsi
que le gain de Kalman GN , Ed(O) et Er(O) sont initialisés à R o , aN(0) est initialisé à k .

PROGRAMME
BOUCLE SUR L'INDICE D'ÉCHANTILLON TEMPOREL k : k = 1, T
LECTURE DES DONNÉES

Lire (N+1) points de b : b (k) à b (k - N)
Lire X(k)

CALCUL DE L'ERREUR DE PRÉDICTION DIRECTE À UN PAS D'ORDRE N DE b (k) A PRIORI

ed (k) = b (k) - [ A [N]
1 ]T bk - 1 [N]

CALCUL DE L'ERREUR DE PRÉDICTION DIRECTE À UN PAS D'ORDRE N DE b (k) A
POSTERIORI

sd (k) = ed (k) . -tN(k - 1)



ISOUSTRACTION DE BRUIT I

MISE À JOUR DES COEFFICIENTS DE PRÉDICTION DIRECTE

A[NI = AINJ 1 + GN(k - 1) ed(k)

MISE À JOUR DE L'ERREUR QUADRATIQUE DE PRÉDICTION DIRECTE CUMULÉE

Ed (k) = XEd (k - 1) + ed (k) . ed (k)

CALCUL DU GAIN INTERMÉDIAIRE
1

	

M'
GN+1(k)= [GN(k_ 1 )] + k .Ed(k) 1) [-A[Nli~ = LW(k)J

CALCUL DE L'ERREUR DE PRÉDICTION RÉTROGRADE À UN PAS D'ORDRE N DE
b(k-N) A PRIORI :

er (k) = km' (k) Er (k - 1)

CALCUL DU GAIN ALTERNATIF DE KALMAN

GN(k) = MN(k) + m' (k) L3k

VARIABLE DE PROPORTIONNALITÉ : YN + 1(k)

YN+1(k)=YN(k- 1)Ed
Ed(k

(k)
1) .x

VARIABLE DE PROPORTIONNALITÉ : YN (k)

YN(k) = YN + l(k)/(1 -er(k) YN+1(k) m'(k)l

CALCUL DE L'ERREUR DE PRÉDICTION RÉTROGRADE À UN PAS D'ORDRE N DE
b (k - N) A POSTERIORI
er (k) = er(k) . YN(k)

MISE À JOUR DE L'ERREUR QUADRATIQUE DE PRÉDICTION RÉTROGRADE CUMULÉE

Er (k) = XEr (k - 1) + er(k) er(k)

MISE À JOUR DES COEFFICIENTS DE PRÉDICTION RÉTROGRADE

B[NI = BONI + GN(k) er(k)

CALCUL DU SIGNAL ESTIMÉ

S(k) = X(k) -
[W k

1 ]
T
b[Nl

RENOUVELLEMENT DES COEFFICIENTS DU FILTRE ADAPTATIF

WkN =
W[N]1 + GN(k) YN(k) S(k)

FIN DE BOUCLE

COÛT DU CALCUL
- Par échantillon de sortie
Calcul de ed(k)	 N

N
1

Calcul de ed(k)	 1
Mise à jour de A[N]	 N

N
Mise à jour de Ed(k)

	

	 2
(mise en mémoire de XEd (k - 1 ))

1
Calcul de GN + 1(k)	 N
Calcul de er(k)

	

	 2
(mise en mémoire de XEd (k - 1))
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44 1
volume 6 - n° 5 - 1989



SOUSTRACTION DE BRUIT

Variables utilisées dans les algorithmes FTF
avec les notations de Cioffi et Kailath [81 et 11311

relatives aux annexes 9-10-11-12-13-14

dm

wYN 1 m

Vecteurs
des

	

YN .i rT)F;
données : ~~i

N+1

Fig. A5 . - Notations des annexes 9 à 14 .

(Notation précédentes)

	

(Nouvelles notations)
ed(T)

	

Erreur de prédiction directe a priori
Ed(T)

	

Erreur de prédiction directe a posteriori
Ed(T)

	

Erreur quadratique cumulée de prédiction directe
er(T)

	

Erreur de prédiction rétrograde
Er(T)

	

Erreur de prédiction rétrograde a posteriori
Er(T)

	

Erreur quadratique cumulée de prédiction rétrograde
Coefficients de prédiction directe
Coefficients de prédiction rétrograde

4 m
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Calcul de GN(k)	
N +

Calcul de yN 1 (k)	+ 1

	

/
(mise en mémoire de XEd(k - 1))

X

Calcul de -y. (k) 1

	

/2

	

x
1

	

-
Calcul de Er(k)	 1

	

x
1

	

xMise à jour de Er(k)
(mise en mémoire de XEr (k - 1))

1

	

+
Mise à jour de BtN ~ N x

N +
Calcul de S(k) N X

1

	

-
Renouvellement de W~N~	 (N + 1)

	

x
N +

- Coût de calcul total par échantillon de sortie
3

	

/

(7N+ 11)

	

x
(7N+2)

	

+

3

	

-

- D'un échantillon à l'autre, on garde en mémoire
A[N) 1	 N

	

points
yN(k - 1)	 1

	

point
%(k - 1)	 N

	

points
1 pointEd(k - 1)

Er(k - 1)	 1

	

point
N

	

points13 rkI 1
W)N)	 N

	

points



GN(T)

aN(T - 1)

aN(T)

Annexe 9

Réf. [8] (L'initialisation est faite en annexe 10)

e«T) = AN, T- 1 YN+ 1(T)

eN(T) = e«T) YN(T - 1 )

ŒN(T) = XŒN(T - 1) + eN(T) eN(T)

XŒN(T - 1)
YN + 1(T) = aNYN(T - 1)

(T)

CN+1,T = [OCN,T-1] ,e«T)aN'(T-1) AN, T-1

AN,T =AN, T-1 + eN(T)[ 0 CN,T-I]

r«T) _ - ARN (T - 1) CN + 1,T

Annexe 10

Ref. [8]

T=O :A 0,o =B o,o = 1, Co,o = O

W1,() = - d (O)/Y(0), Yo(O) = 1, ao(O) = Y(O) 2

1 _T-N :

eÇ-1(T)=AT_1,T_1[y(T), . . .,y ( 1 )]

- e~ _ 1(T)
AT,T

- [AT-I,T-1

	

Y(O)

eT-1(T) = eg-1(T) YT-_1(T - 1)

aT (T) = XaT _ 1(T - 1)

aT-1(T) = aT(T) + eÇ-1(T) eT-1(T)

	 SOUSTRACTION DE BRUIT

Remarques : La définition de AN et BN est un peu différente de celle utilisée dans le texte et les algorithmes
précédents, l'erreur de prédiction directe n'est plus
b (k + 1) - A [Nl b [N] (Annexes 5, 6, 7 et 8) mais - A [N1 b k + 1 [N]
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Variable de proportionnalité
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yN(T - 1) =

YN(T) =

YN(T) = [ 1 + rN(T) YN+1(T) CN+1,T]
-1

YN+1(T)

[1 + riv(T) yN + 1(T) CN + 1,T] : variable de sauvegarde

rN(T) = r~(T) YN(T)

RN(T) _ XRN(T - 1) + r«T) rN(T)

[CN,TO] = CN+1,T - C
N
N+1,TBN,T-1

BN,T = BN , T - 1 + rN(T)[CN,T 0 ]

E,~(T) = dT + WN, T -1 YN(T)

EN(T) = E~(T) IN(T)

WN,T = WN,T-1 + EN(T) CN,T

YT(T) = YT-1(T - 1) -
'T(T)

aT-1(T)

e	CT, T = [OCT-I,T-1]	 ŒT(T) ) AT - 1,T - 1

BT,T = [(Y(O) -YT (T) CT , T ) 1] seulement lorsque T = N

[3T,T = Y(0)2 YT (T) seulement lorsque T = N
EÇ(T) = d(T) + WT,T YT(T)

ET(T) = E1(T) YT(T)

si T<N,WT+1,T= [wTT~1

	

, y(0)

si T=N,WN,T=WT,T-1+ET(T)CT,T

CN+1(T)
eN(T)
e«T)
rN(T)
r«T)



Annexe 11

Ref. [8]

e«T) = AN,T-1 YN+I(T)

eN(T) = e«T) YN(T - 1 )

aN(T) _ XaN(T - 1) + e~(T) eN(T)

XaN (T - 1)
yN+1(T) _ XaN(T) XN(T- 1)

AN,T =AN, T-1 + eÇ(T) [0 CN,T-1]

CN+1,T = [OCN,T-1] - eN(T)ŒN ' (T)AN,T

rÇ(T) _ - XRN(T - 1) yN+1(T) CN+1,T

Ref. [8]

e~4(T) _ ÀN,T-1 YN+1(T)

é NC(T) eN(T) = [X-1/2
e-PN(T) yiN 2(T - 1)]

êNC (T) = (1 + [X-
1/2 é-~(T) yk2(T - 1)] 2 ) 1 / 2

eN(T) = 1 /eNC(T)

CN(T) = eN(T)[ X I/2
eN(T) yN2(T - 1 )]

yN+ 1(T) = eN(T) yN2(T - 1 )
AN,T = X 1/2

eN(T) AN,T-l + eN(T) [0 CN,T-1]

CN + 1, T = eN[0 CN, T - 1 ] - Â- I/2 eN(T) AN, T- 1

FN(T) = XI/2 RN2(T - 1 ) CN+1,T

Traitement du Signal

ALGORITHME FTF DIT « 7 N + N »

ALGORITHMES FTF NORMALISÉS

Les variables x correspondent aux variables des annexes précédentes (9-10-11) normalisées par la racine carrée
de la puissance de sortie ; ceci est relatif aux annexes (12-13) .

Annexe 12
ALGORITHME FTF NORMALISÉ

SOUSTRACTION DE BRUIT
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yN(T) = [ 1 + rÇ(T) CN+1, T] YN+1(T)
[1 + r~(T) CN+1,T] : variable de sauvegarde

rN(T) = rffl) YN(T)

RN(T) _ XRN(T - 1) + rN(T) rN(T)
1

	

N
[CN,TO] =

	

N

	

{CN+1,T - CN+I,TBN,T-1}
1 + CN+1 , T rÇ(T)

BN, T = BN, T - 1 + r~(T) [C N, T]

EN (T) = d(T) + WN,T-1 YN(T)

EN(T) = EN(T) yN(T)

WN,T = WN,T-1 + EN(T) CN,T

rN(T) _ (1 - rN(T)) 1 2 variable de sauvegarde

rNC(T)
rN(T)

3N2(T) _ X1/2 3 2(T - 1 ) pN C (T)
_Y42(T) = yk+1(T) rNC (T)

BN,T = X 1/2 rN C (T) BN,T-1 + FNC(T) rN(T) CN+1,T

[CN,T O] = rNC(T) {CN+ 1,T + X 1I2 rN(T) BN,T}

EPN(T) = d(T) + WN,T-1 YN(T)

EN(T) = [EN(T) yN2(T)] yN2(T)

WN,T = WN,T-1 + EN(T) yN 2(T) CN,T
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Annexe 13

e~(T) = AN,T_1 YN+1(T)

eNC (T) é7N(T) _ [) -1/2 ê (T) yN 2(T - 1)]

eNc (T) = (1 + [A- il' é,~(T) yW(T - 1)}2 )12

eN(T) = 1/eNc(T)

éN(T) = ~NC(T)[X- '

	

.r(T) yN2(T - 1)l

yN+1(T) = eN(T) yN
2(T - 1) ; yN+i(T) = e--NC (T) ~y -N 1/2

ÀN,T = X-1/2 eN(T) AN,T-1 + e cN(T) X-1 ' z éir(T)[0 CN,T-1l

CN+1,T = [0 CN,T-1] - éN(T) - yN z(T - 1) ÀN,T

rN(T) _ - X1 2 R1S~(T - 1 ) yN 1+1(T) CN+1,T

N(T) _ (1 - YN(T))1/2 ; rNC(T) _ N(T)

(1 - rN(T)) : variable de sauvegarde
3 2(T) = x'72 (3 12(T - 1) rN C (T)
yN

2
(T) = yk+1(T) rNC(T) yN l/2(T) = -y-N1/2I(T) yN+1(T) FN(T)

BN , T = Â 1/2 rNC (T) BN, T - 1 + F-N

	

N+C (T) rN(T) Y ' I(T) CN+1,T

[CN,T Ol = CN+1,T + yr~2(T) rN(T) BN,T

FIN(T) = d(T) + WN,T-1 YN(T)

EN(T) = [,Ç(T)
-yk2(T)] -y ' 12(T)

WN,T = WN,T-1 + E~(T) CN,T

Annexe 14

e~,T(T) = X-1 UN, T(T- 1)A N,T,T - 1 XN+1(T)

eN,T+1(T) = e4,T(T) yN,T+1(T- 1)

	

(-YN,T+1(T- 1) = yN,T(T - 1 ))

UN, T+1(T)=XŒN,T(T-1)+e T(T) eN, T + 1 (T)

yN+1,T+1(T)=yN,T+1(T -1 ) - eN,T+1(T)UN,1T+1(T)eN,T+1 (T)

CN+1,T+1,T = [OCN,T+1,T-1J - e~,T(T)X
1
AN,T,T-1

AN,T+1,T = AN,T,T-1 + UN,
1
T+I(T) XeN,T+1(T) CN+1,T+1,T

r~,T(T) _ -~'RN,T(T- 1)[CN+1,T+1,T]

[1 + yN + 1, T + 1(T) CN + 1, T + 1, T r~, T(T)J : variable de sauvegarde

yN,T+1(T) _ [ 1 + yN+1,T+1(T) CrN1+1,T+1,T r~,T(T)l 1 yN+1,T+1(T)

rN,T+1(T) = r~,T(T) yN,T+1(T)

SOUSTRACTION DE BRUIT

FTF « QUASINORMALISÉ »

FTF « OVERNORMALISED »

Traitement du Signal
445
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SOUSTRACTION DE BRUIT

PN,T+1(T)=XRN,T(T-1)+r T (T)rN,T+1(T)

[CN,T+1,T O] = CN+1,T+I,T -rN,T(T) X 1 BN,T,T-I(T)

BN,T+1,T = BN,T,T-1 + x {CN+1,T+1, T} yN+1,T+1(T) CN+1,T+1,T

e~,T(T) = d(T) + WN,T,T-1 XN(T)

rN,T+1(T) = e ,T(T) -YN,T+1(T)

WN,T+1,T = WN,T,T-1 + eN,T+l(T) CN,T+1,T

EN, T+1(T) = XEN T(T- 1) + EN,T(T) EN, T+1(T)

Annexe 15

ALGORITHME EN TREILLIS NON NORMALISÉ
AVEC CONDITION INITIALE NULLE, APPLIQUÉ

A LA SOUSTRACTION DE BRUIT

Paramètres à entrer
N : Ordre du filtre
X : Facteur d'oubli
Initialisations
Ero(0) = b(l)
,-d0(0) = b(1)
Ro(O) = [b(1)]2
Rô(0) = [b(1)]2
S0(0) = X(0)
y_ 1 (0) = 1
Ap (0) = Op=0, . . . . N-1
(Dp (0) = 0 p = 0, . . ., N - 1

PROGRAMME

BOUCLE SUR L'INDICE k DE L'ÉCHANTILLON TEMPOREL
INITIALISATION À L'ORDRE 0
Er0(k) = b (k + 1)
Ed0(k) = b(k + 1)
Ro(k) = XRo(k - 1) + [b (k + 1)] 2
Rg(k) = XRâ(k-1) + [b(k + 1)] 2
So(k) = X(k)
y- 1 (k) = 1
BOUCLE SUR L'INDICE D'ORDRE : p = 0, min (N, k) - 1
RENOUVELLEMENT DE L'INTERCORRELATION ENTRE ed ET er

àp + 1(k) _ XOp + 1(k - 1) + Edp (k) Erp (k - 1)/yp -1 (k - 1)
RENOUVELLEMENT DE L'INTERCORRELATION ENTRE S ET er

(Dp+1(k) _ k(bp + 1(k - 1) + Erp (k- 1) Sp (k)/yp _ 1 (k- 1)

RENOUVELLEMENT DE LA VARIABLE DE VRAISEMBLANCE y
yp (k) = yp _ 1 (k) - Erp (k - 1) R;'(k - 1) Erp (k - 1)

	

R - ' _ [R']-I

CALCUL DU SIGNAL ESTIME Sp, k

§p+1(k) = §p(k) - <Dp+ 1(k) Rp'(k - 1) Erp (k - 1)

RENOUVELLEMENT DE L'ERREUR DE PREDICTION DIRECTE

Edp + 1 (k) = Edp (k) - àp + 1 (k) Rp '(k- 1) Erp (k - 1)

Traitement du Signal
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RENOUVELLEMENT DE LA COVARIANCE DE ed

Rp+ 1(k) = Rp(k) - Ap + 1(k) Rp' (k - 1) Op+ 1 (k)

RENOUVELLEMENT DE L'ERREUR DE PREDICTION RETROGRADE

Erp+l (k) = Erp (k - 1) - Op+1 (k) Rp d(k) Ed

	

R-d = [Rd l-1

RENOUVELLEMENT DE LA COVARIANCE DE er

Rp + 1(k) = Rp(k - 1) - Op+ 1(k) Rp d(k) Op+ 1(k)

MISE EN MÉMOIRE DE z(k), er(k), y(k), 'I(k~, R-r (k) À TOUS LES ORDRES POUR
UTILISATION DANS L A BOUCLE TEMPORELLE A l'INDICE (k + 1)
FIN DE BOUCLE
FIN DE BOUCLE

Remarque : Lorsque les diviseurs y, R' et R d sont très petits, on met leur inverse à zéro (cas scalaire) .

COÛT DE CALCUL
- Par échantillon de sortie

Initialisation de Rd(k)	 2

	

x
1

	

+
Initialisation de RO'(k)	 2

	

x
1

	

+
Renouvellement de à. + , (k)	 N

	

/
3N x
•

	

+
(Mise en mémoire de (yp i (k - 1))-1 )

Renouvellement de Ip + 1(k)	 3N

	

x
Renouvellement de yp (k)	 N

	

/
•

	

x
•

	

-

Renouvellement de Sp + 1 (k)

Renouvellement de Rp + 1 (k)

- Coût de calcul par échantillon de sortie

- D'un échantillon à l'autre on garde en mémoire
Ap+l(k - 1)
Erp (k - 1)	
Rrp(k - 1)	
yp _ 1 (k-1)
<Dp+1(k- 1 )

I SOUSTRACTION DE BRUIT

Traitement du Signal

(Lecture de (yp _ 1 (k - 1) -1 )
•

	

/
2N x
•

	

-
(Mise en mémoire de Rp '(k - 1))

Renouvellement de Edp + 1(k)	 2N

	

x
•

	

-

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(Lecture de Rp'(k - 1))
Renouvellement de Rp + 1(k)	

(Lecture de Rp'(k - 1))
Renouvellement de Erp + 1(k)	

(Mise en mémoire de Rp d(k))
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(Lecture de Rp d (k»

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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2N x
•

	

-

• /
• x
•

	

-

2 N x
•

	

-

4N

	

/
(16N + 4)

	

x
(2N + 2)

	

+
6N -

• points
2N points (x 2)*
2N points (x 2)*
2N points

	

(x 2)*
•

	

points
*pour éviter la réécriture



- à l'ordre 0

Rd(k- 1)
Ro(k - 1)

Référence
Puissance de b
Signal bruité
Puissance de X
Erreur de prédiction directe

Erreur de prédiction rétrograde

Covariance des erreurs directes
Covariance des erreurs rétrogrades
Coefficient de réflexion directe

Annexe 16

Initialisation : S, S x , r, K, Kx à zéro
BOUCLE PRINCIPALE

ST = XST_1 +YTYT

ST'=AST_1+XTXT

E0, T - r0, T = ST
1z

YT

E0, T = (ST)-
1/2 XT

Pour p = 0, . . ., min {N, T} - 1 faire

K i rKp+1,T-l' rp,T-1 , 9p, T)
x

	

x
p+1,T - F (Kp+1,T-1' rP,T-1, EP,KT)

Ep+1,T = F (Ep,T , rp,T - 1 , Kp+1,T) *

Ep+1,T = F (ep,T , rP,T_ 1, Kp+1,T) *

rp+1,T = F (rp,T' Ep,T' Kp+1,T) *

F(a,b,c)= [I-cc] -1 / 2 [a-cb][I-bb] -lz

F` 1 (a, b, c)=[I-cc] 112 a[I-bb]-l "z +cb

* quand on divise par un nombre x petit mettre 1 = 1 .
X

Le signal estimé normalisé est £p+ 1,T-

SOUSTRACTION DE BRUIT

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

VARIABLES UTILISÉES DANS LES ALGORITHMES
EN TREILLIS (NORMALISÉS, GAL1, GAL2)

AVEC LES NOTATIONS DE FRIEDLANDER 1511
RELATIVES AUX ANNEXES 16-17 ET 18

Anciennes notations
(annexes précédentes

et texte)

b(k)

X(k)

Edp (k)

Erp(k)

Rp(k)
Rp(k)

ip+1(k)Rp r(k - 1)

Traitement du Signal
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Nouvelles
notations

YT
ST (annexe 16) (normalisation)
XT
ST (annexe 16) (normalisation)

(annexes 17 et 18)
E p̀, T erreur normalisée (annexe 16)
rp , T
rp ,T erreur normalisée (annexe 16)

E

Rp. T
Rp, T

Y4, T

Coefficient de réflexion rétrograde
Signal estimé
Coefficient de réflexion
pour l'estimation de S

	

-~p + 1 (k) Rp '(k - 1)

	

Kp + 1, T

(dans l'annexe 16, K p, T = Kp, T = K)
àp+1(k)Rp"(k-1)

	

Kp,T
S~(k)

	

Ép,T signal normalisé (annexe 16)

ALGORITHME EN TREILLIS NORMALISÉ
AVEC CONDITION INITIALE NULLE (FENÊTRE A PRIORI)

APPLIQUÉ À LA SOUSTRACTION DE BRUIT

volume 6 - n° 5 - 1989

1 point
1 point



Annexe 17

SOUSTRACTION DE BRUIT

TREILLIS-GRADIENT AVEC UN COEFFICIENT
DE RÉFLEXION (GAL1)

Réf. [51 ]
Initialisation
Kp,-I = 0

	

p=1, . . .. N
rp, - 1 = rp, - 2 = E P, - 1 = 0

	

p = 0, . . ., N

RP,-1 = o
Q est une estimation a priori de la variance des erreurs .
BOUCLE SUR L'INSTANT T

FO, T = ro, T = YT

BOUCLE SUR L'ORDRE

p=0, . . .,N-1

KP+1,T = Kp+1,T+1 + R [EP+ 1 ,T -1 rP,T-2 + rp+1,T-1 Ep,T - 1 ]/RP,T - 1

E p+1,T = Ep,T -Kp+1,T rp,T -1

rP+1,T = rp,T-1 - Kp+1,T EP,T
2

	

2
Rp,T = XRP,T-1 + [EP,T + rp,T-1]

FIN DE BOUCLE
FIN DE BOUCLE

Annexe 18

TREILLIS-GRADIENT AVEC 2 COEFFICIENTS
DE RÉFLEXION (GAL2)

Réf. [51]
Initialisation

Kp, -1 = Kp, -1 = 0 p = 1, . . ., N

rP,-1 = rP,-2 = EP,-1 = 0 p = 0, . . . . N

RP
E,-1 - RPr,-1 = o» ;

Q est une estimation a priori de la variance des erreurs
BOUCLE SUR L'INSTANT T

E0, T = r0, T = YT

BOUCLE SUR L'ORDRE

Kp+I,T = Kp+1,T-1 + Rrp+1,T-1 Ep,T-1/Rp,T-1
rKpr +1,T = Kpr +1,T-1 + REp+1,T-1 rp,T -2 RP,T -1

r
Ep+1,T = Ep,T - Kp+1,T rp,T-1

rP+1,T = rp,T-1 - Kp+1,T Ep,T
E

	

E

	

2
RE = ~Rp,T-1 + Ep,T

RPP,T = ~Rp,T- 1 +rP, T-1

FIN DE BOUCLE
FIN DE BOUCLE

Traitement du Signal
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Annexe 19

Paramètres à entrer
N : Ordre du filtre
Ro : Condition initiale
X : Facteur d'oubli

Initialisations
Les coefficients du filtre W et du vecteur GN gain de Kalman
matrice diagonale de terme Ro .

PROGRAMME
BOUCLE SUR L'INDICE k DE L'ÉCHANTILLON TEMPOREL
LECTURE DES DONNÉES

Lire N points de b(k)
Lire X(k)

ESTIMATION DU SIGNAL

S(k) = X(k) - [Wk_ l ]T bk[N]

RÉCURRENCE SUR LE GAIN DE KALMAN

GN(k) _ Kk -1bk[N]

~+ [bk[N]]T Kk-1 bk[N]

RÉCURRENCE SUR L'INVERSE DE Pbb : Kk

=tek = [Kk-1 - GN(k)[bk[N]]T '=k-l]

RENOUVELLEMENT DU GAIN DU FILTRE

W[N] = W[N] 1 + GN(k) S(k)

FIN DE BOUCLE

COÛT DE CALCUL

- Coût de calcul par échantillon de sortie
Estimation de S(k)	

- Récurrence sur GN (k)
Calcul de Kk - 1 bk[N] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Calcul de X + [b [N] ] T Kk-1 bk[N]
Calcul de GN(k )

- Récurrence sur K k
Calcul de [b [N] ]T ek -1

Calcul de GN (k) [b [N] ]T Kk -1
Calcul de Kk

Renouvellement de W[N]

FORMULE DE KALMAN EN TEMPS

strictement positive

SOUSTRACTION DE BRUIT

(mise en mémoire de Kk-1 • bk[N])
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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sont mis à zéro . K est initialisé par une
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N X
•

	

+
1

N2 x
N2 +

•

	

x
•

	

+



- Coût de calcul total pour échantillon de sortie

SOUSTRACTION DE BRUIT
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2

(3N2 +4N)

(2N2 +3N+1)

(N2 + 1)

/

x
+

-

Annexe 20
CORRÉLOFILTRE

Paramètres à entrer
N : Ordre du filtre
X : Facteur d'oubli
Initialisations
Les vecteurs W et 1 xb sont mis à zéro .

PROGRAMME

BOUCLE SUR L'INDICE k DE L'ÉCHANTILLON
LECTURE DES DONNÉES

Lire N points de b(k) et de X(k)
ESTIMATION DU SIGNAL

TEMPOREL

S(k) =X(k)- [Wk_ l ]T b[N]

ESTIMATION DE L'INTERCORRÉLATION

rXb(T)
=

kTXb 1 (T) + [Xk[N]] T bk-T[N] T = 0 à N - 1

CALCUL DES COEFFICIENTS DU FILTRE

wk rk
[N] = -Xb

FIN DE BOUCLE

COÛT DE CALCUL

- Coût de calcul par échantillon de
Estimation du signal

sortie
N
N

X
+

Estimation de TXb (N2 + N)

(N2 + N)

x

+

- Coût de calcul par échantillon de sortie

(N2 +2N) x

(N2 +2N) +

1 -



Domaine " fréquence "
utilisation de 1 e formule

ae WOODBURRv

Algorithme à pas

variable

(appliqué à chaque

canal ae

fréquence)

( 5 lot, N

	

3)

Av¢c recduvr ment

N/L(21og Na3) o

NIL

NIL

Méthodes fréquent)vOCes

dlhodesau .
pt mates

Elb iograp le
LMSF

8
9

29

Normalisation
liée

à
l'énergie de la référence

L .M.S. fréquence

à pas constant

appliqué à chaque
nal de

Iréquenc d
Prabléme du

reco

	

t des
nenc

en
hes

cool calcul

(f 5 1 .9 N

	

i

Avec recouvr ment

N/L(21og aNa3) x

NL

NL

Numéros d'annexes

II)

Approches pa la
annuel a .
GRADIENT

Met odes
	 pt males

DSD
Les

Méthodes du Gradient

Bibllographle
DSD LRS

6

	

46

On remplace le
gain de a, .an
par cala e
algorithme é
Pas ton tan

(L M S )

(2N 1)

2
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Présentation de la bibliographie

La bibliographie comporte trois parties
1. Les articles qui ont servi de base à la recherche,
classés par ordre croissant du numéro de base .
2. L'ensemble de la bibliographie (articles de base,
articles cités, ouvrages) classés par ordre alphabéti-
que d'auteurs .
3. La liste des ouvrages classés par ordre alphabéti-
que d'auteurs .
Les listes comportent huit colonnes
1 . AUTEURS : l'ordre est celui de la publication, le
premier cité est en caractères majuscules .
2. BASES : comporte un numéro de classement
attribué à la publication (l'indication X s'adresse aux
articles seulement cités [cf. préambule]) .
3. N° ARTICLES CITÉS : les articles cités dans les
publications de base sont repérés par un double
numéro du type NN-PP
- NN est le numéro de la publication de base dans
laquelle l'article est cité .
- PP est le numéro de référence dans la publication
de base .
4. TITRES .
5. RÉFÉRENCES : références de la publication .
6. ANNÉES : année de la publication .

I SOUSTRACTION DU BRUIT

Traitement du Signal

Bibliographie

455

7. COMMENTAIRES : pour un certain nombre
d'articles nous avons donné un commentaire succint
de leur contenu .
8. CLÉS : mots clés permettant une recherche
rapide par thème, lors de l'exploitation automatique
de la bibliographie .
Nota : La bibliographie a été établie sur logiciel de
gestion de base de données 4e DIMENSION implan-
tée sur Macintosh .

Liste des mots clés
ALE
CORRÉLATION
FAEST
FIR
FRÉQUENCE
FTF
GRADIENT
IIR
KALMAN
MCR
RÉCURSIVITÉ
RLS
SPATIAL
SPECTRAL
SYSTOL
TREILLIS
WIENER
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à$
N
<
v

-

2

o

aV)
< o
v

N
N

r-

amIn<
v

WW
°

E Nr
ô mw m
m o
-

o

m ro
â `m

w
m

m ô
c o

~o
¢ `m

â_
cn
°'

0 ô_
c u

Âo
¢ oo

b

a
c

m ô
_

)âo
a< cm

m

T É

m` _
n c

o o E
..

	

m

dm° ôE m m

mtm
~ ô
$° iy
- E
o~

m â
w ron °'

~ô'o-
~E<

am
m
cro
°
H

û b
- q
i-
ma o<o

N
¢

°

' b
mm

i0 ~

m

c0 m
a
°°~

aa
um

a b

~ OJ m
ae E

~$
5 m

cco

$
m
°

É

Ç °am
am

w

m

y

o
g„

f
E

Ô~

Éip_
m

m

¢

~,

'
-

ai

=
< °m

û
<

..û
_m o,

ç
$ `m

$=
mm

oc~o

t c
â

~.

mm

~m°
uû

o

J m=
Ô=

t

m É

m?

>_

~m
¢ m

~)

-

E

4 E

a `

a2'
m~

à

m
E

~a

<â

mc
q -

L
3

mN

m$

`~

m
c m

ri m

a
gym°

~'

> m

~o

ô

=o _
b ô

a ôro

-
3

ao 32
$ n

< ro

E

o c
m

-~

W ro
aro

mm

mo
c m

Ô°

E
t
S

m

, .

m
â
m
iï

C

Z

ao Nm
CN)
N

^m
CO) ~ Cl
N C

m

~~

h
N

mrn
(p n
N n N

Nm
n ~

N n
N
n

~ O
N

N '-

N t

O

O ^

N

7

^

N

m
N

r

O

°i

o,
N

(» â7 7~ n~
N
N V
) Y

N
N

m

	

c)m m Y

N N'7
m Ô

.- ~ m
O n f')
o) m O)

m
m

m

O

O
N
O

O
N
O

O
N
O

-_
N
O

N
N
O

C)
N
O

y
N
O

Y)
N
O

m
N
O

n
N
O

m
N
O

m
N
O

O
C)
O

.-
C)
O

N
C)
O

m
C)
O

d
C)
O O

C

ç

x

N c

Y C7

$ c0

m a

g C

0 x

°

3

3
q 9
C O

y W

o$

f
m m

O E
m

o

O_ E
3-

3 c
N -
- a

Y

$ ô
q

m

Ô m

o c
m

3=
0

D

3

E
V

o
ô

0

w

0

<
x
m

.é

> 0

O

¢d

O

C?

m

Z

J
Cx7

a

N

f
0

W
w

u

o

o
`ro
Q

U

m
m
$

¢

x

<

a

à

m

¢

i
?

â

`n
o

o

<

Z

â

v

n
O

4
ôz

y

â

m

U

w

<

z

â

N

0
a

â
>

¢

z



SOUSTRACTION DE BRUIT

Traitement du Signal

	

459

	

volume 6 - n° 5 - 1989

û w

~
W

~

Q

w

î
W

Q

w

~
W

Q

w

0-
W

12

w

~
W

12

z

o

W
W
O

12

Z
w
a

W

W
p

12

F-a
J

2

zw
a

W
Z
W¢
W

120

Q w¢
¢

C
Z
W

Ç?

-

a

-
Z
~=
O
a

12

W
J

N

w
¢
Z
Wp
a

12

Z
W
Da
12

N
J
w

N
JJ
w

w
J
<
w
¢
0
J
w

0
J
w

0
JJ
w
t

N
J
w

>

v
¢
0J
w
t

m
É
o-

°

$
y

W

_
W m
(WA

V
a

~ ô
ô

$ ô
â m
mo o
wf

M

ô

$

S
m
~7

oWn

v
A û^ m

w im
Joo

ô

ro $
R
°$
8
CIV ro
j O
3 .8m rU m1

$
J
am
o âc ro
t~

mïna

ô

s

O
IW--

C)) ô
î

ô h

?w
m 2
K ^mpm

~~

ô W
y~

j J

W Ôm
ç y

k
mv
-¢ô m
ro`
o~

û

ç
â
Oa

Ô

m

a

°mv g
^

v m
ro
U w

M

ô

W

ô
$

-
o
°
o

w

m
-

ô aco m

m m

,n
7 c

EE Oa0
N„ L

N

L ul
- fO J
O0 ô

ô p

m
$ ôa
W ro

$

9 t

m -
C À m
2

"

O O m
U

o O-
b o.-

y

y
o
C

8

W
m
_

m

mt m
w-
âc

A m

a°
o '
m€

m m.. m
m °

°

°^_
m°. N

	mt m m
c m
mm~

m
d

-

o
â

E-

m
c

mo_
-

W c C -0
a o ;
m=°
_E
__$
W O n
m c m

5 L
m, m

E

ô O

QU Û
~
ci
ii

ô
o

w

$ô P

Â o ô

ô ro 9`° ..-
c$ 'q
m$
c>
aro~i

E O' o
o •m c

$ O

° p 93$
v^ mm 9

m
=w-°o

,~

° a
ro°q

^
ô â

m
wô_

m
'm

-

m O)

n

T

n

O 'UO) Q!

~

N

~

O
O

N

n

(~

~

tm

n

I~

~

~°
Q!

O

~

m
O

N

~

N

~

O
N

m

m 0
W
w
x
a$

N
ô

O
U)
w CO

a$

N
a

O

O
W
w
x ^
a $

~°
r

°

u)
Q
w
w

a

N
Q
w
w

fl

N
Q
w m
w$

ma

N
a n
w
w $

â
Nu

c
i

O

W

w S-
w°m

$

>

<

0
<
w
w

18

$

a
W
W
O
a

$
m

>

y
Q
w
w

~D

0
O)

<
w
w

1 °

$

O

m
y
<
v

$

F

y
â
o

N

Y

N
â
o

$

1--

y
â
g

O^

>

Q
W
W
x
d

m

O

i

10Q
W
W
O
d

N
S

$

p

W
N
â
o

~

$
m

ç
°>G

i

$ É
âv°

o

ô

ç
°!Ç

m

E
âme°

ô

ô̂

m Ô
_

°'

â °m

ro

°

ô

ï3

o
>

$ i

a °m

J
ô

0' E

O
$ N

>

a °a

W

Y

°

>

â

o m
~g ro

ç E
O`Ô m

~°Cn t 0
ro a ro

as`-$

t

^
oa

ô o
C
t o
S=01
E >
~

ci~ °m

Q

L
3
o 0
m Ero
ro

~~

$

$~

c$
G

ô ~,
E roR

d m

â °m

t c

â

y t o~~ m
J W O
0 ; U N4
t m aaqaq

~-~î

mu V

ro 8 EE
E N

°y m D

â Ô .-

E ~$
a~v

>-

ô

y

ô
ô=

~ô

° .-
7t

d 3

a t
n ~
am

'-

o

urJ
¢

c

N W
$m
a=

rô

t o

Hm °

N j
,$
ro

W

o

i°
Ô

m

m

a
m

m

ro
`°

a

°-
m E
ro L
O' _w
> ro

¢

û

Z

o ~

t0 N
O °O U)

n
O

O O
,° N

Nâ W
C) O S
m O O~N O m

o
^
N

O

O m
N

n
I~

m
,~

C O
N OC

C)
O

m
N
m
(7
q
N

O ,

AW

!

_
N
N
N

Ô

O1
Na
N
N
dC,

C
<

N
C1

O
mW

N
f0
fm

m

y
N

m

n
W m
m

C7 OC
O ~-

N

Z

N
m

m

n m
N 18

N
C7 N 01
dU)) N

C) N
C, O OI
m m m

Q

o
N

S

m
m

fm
O
o

fm
mO

h
Oo

m
Oo mOO

O
OO OO

N
OO mOO

O
aO U)OO

'UO
O

U)
OO mOO

OU)
O

O~O
O

N
O

N
O

N
O

9 W-
t Ô Y

m m C Û ¢ ¢_~ U W Q 3 g ô ô
z Go Cr

w w a
i z ¢ 2 w ¢ 1: > O W O> w w

w
wO wO wm wm m

w
¢

w
m

¢
w

N
w

w
J

? 4
U (O a

¢W ¢W J



Traitement du Signal

SOUSTRACTION DE BRUIT

460

volume 6 - n' 5 - 1989

~+

N
J

Q

F

V)

Û
w

y
J

N

t::

Q
w
N

17

N

w
>
N
D

W

~
Z
W

W

w
Q
Q
F
Z
w

~
Z
W

~
Z
W

~Z
w

~Z
w

Q

~Z
W

z
O

¢J
w

O

w
J
N
,J

Q

W

¢L1
a

W

w
J

Ûw

N
z

W

z
o
QJ

~+

o
E

ô~Z
¢

h

O Z
ro -
m à
~

â â

mp ô

m

m!

m ô

.
m m
Nm

m

m

> m
0 0
~ o -fi
N D

_t

â nm m
- 'c

ro
O$cm

O E ~,
m É
tT m O

m
a

fl-

p

_

w

H 0

E~
~

p o
_om

û~°

Q
=

c

m
v

aw

p
t
mm
m

(g

Ô0

£

w

mp
m

¢o$

m

~3

m g

w'~

J
p

-m

° m
ç

m= m

c 'cm
_

m] m°_
5 .`

o m

O m
m Vm m

Û
c

m

p
-

i
°n
m
Jm

L
t m
m5 E
m_

ô
°mU=

m

D

O

p
°o
m

bp

o

p
73 E
rom
Up

d
i0 m

_m m
m c

Ô
m E

o ma' -_

O ro
O

E
w~
m p m
ômm

â •m .c-E¢5

? m
O !.

N a
p0 0m ro

É e

m '=c U
p

m tm
m 5 m
omy
m-

ô
a¢

Çm

p

o. Û
_ mnim

E

p
m °-

m
.J

É~
ôm
U m

m~

N
n
ropro

m

U Ô

c oa
D

ô m
m
âw

~m
iqQ

mm Nm m
m

m
m

O
m

U
m

n
m

a
m

m
n

m
r

m
n n

N m
n

UI
m

U
m m m

m
co
m

M

C

~
N

F-

y
¢
U

N

$¢

ww

an
N

~
m

N
¢
U

r
d

F°-

N
<
U

n
Ô

~
m

N
<
U

$

t

3
W

w
p
U

~

m

N
Q

LU
w

N<
a

Om

UI

y
<
U

ô
>

<

_

â)
y â

~

(p

Q
W
W

x
a

N

~

m

Q
W
W

O
a

$
ym

2
LU
W

a

(

n
15
O

m

U
p

m m
w â

m
$

N

~-

ww

m
fn

Q
C7

N

~
am
N
i

0)
Û

W
w

F

U

y
<
U

â

m
Ô

m

W
w

UI
N

FW

o

¢

o ~
-

ro N

b â

o m
m

Ô ro
Q 'à

fr
¢
ô

m

Â
ma
m
Ô

¢ E

toc
s
_w2

Â

J
ô b

E0
f m

°
Z O m

p

m ô
j -

m m Y

- aA m

°m >m
L

-
Q Û

Z 11

m m
Ne

N
Ç p

â m

oo â

O

m
-

~

a
Ô `-
Z

-
om

Ô
_m. .

É mm . .

nU m
O W
lO p

a o
~°

â O
- 0

J

rm-n ;O
5. m
c N_
¢ .. L

.. m
Lo WmN m Q

° E °

t& ro

m T
ro

û m

mue °Çq m -
O Na A

litm
m

ro
N

^h m

c 0

m Fm,ô m m
ro b _
N o .~

m~
rro
m
N

H m

c Ô

cy~
o_ m m
ro . -
N Û .~

ro m

~ m
?

â p
m m

m

~~2 s
b Ô
Z 3

-

atpâç

c$
ô °

E

m? m c
i, O
=°

4 m
°c

-
V c h

9

m m p

tô
oc °c
m âoô
=
-P'0 ~j

O .~

o
~
ô
E

'a

=
m

W
Û

m

im
a`

N
E m

,`-n
ro
ô

m
~~°c

c
ât 5
o 0

m

> m
â ô

n
_m
m°-
n û
°` 5
¢ m

~ `m
E

n
c

o W

c

N
Ô
Z 3

V m
aE ro

t °0
4 _m
p

tT 0

m
~E
°- m
; T
> mW p

u

O

z

rN

m
d

~)

CyC O
t') O
N~
'- t')
m~

N
O

(n m

~+
N

m
d

N
Y

N O
m ~ tmD
r N lm
~ m ~
rt~m

N

.- N
O

O)

N ~
Ch
O O
~ ~
t'1 m .-O C7 lm
nom .-

r
m
m

q
U

N

Oml
N
m

p

N
O
~

~
m
m

m
ÉUI

C)
O

O
NO

m
oO

m
NO

r
oO

m
OO

W
NO

O
mO

.-
mO

N
O
O

N
mO

(C
m
O

OmO
N
m
O

(O
m
O

r
m
O

mm
O

A
m
O

Or
O

Ss

O

%N
z

O

m
m

W
W

Z

¢ >

_
3

m

R

m

N

>
W
p

Ô

O ô

ui
a W

~'

¢

0

3 S

-
m
J

~'

¢

0

;~

z

° 8

f

N

3

m

y

m

r
m

Y

w

g
w
gr

m

8

f

8

¢

8



SOUSTRACTION DE BRUIT

Traitement du Signal

461

volume 6 - n° 5 - 1989

û

w

Ô
F
w
¢

F
z

Q
¢
Q

F
z
Lu

O¢
Ç7

w
JQ

Fzw
Q¢
O

z

<

Q
o

Z
O_
F
<
w

FZ

Q¢
O

Fzw
°
Q¢()

J

<Et
O
w
aw

>
2

w
¢N
=
w
¢

w
F

>
2

Û
Q
]
~QaN

w
H
>m

Û
¢Z

JQY

FZ
°Q¢
(7

Z
FF
<
w
¢
o
LJ

z
w

Q
Q
tn

w
¢
C

¢
>
Z

JQY

¢
f
Fl`

j

¢
~
z9w

3

m
¢
D
Uw

z
O
H
<
w w

¢O w
Do

Z Ow
pw l
Q¢~
q>

d
E
E
~

~+

S

a

v
w

o

m
m

m W

o

m 9E `~
E m

oa

s
om
`-°

C

o
wn

Eô
Û m
ôtt=

â

>

ma
ô

m N
=o oU •m

fn
f Û
~ . m

ç

oi m

m â
c mm,~w
>~

ô
!~~
~°m o

t c``
wâE

..
o
~ ~
° EÇ

S
m mm-~
o E$
ov

m i
É o

°>
`oOo

m

o-

~ m
o ô

m
n

Eo
5mN_

ô°
o g
° E~ .,e
$m-m
o o v

d â É
w°Jâa

ô

n

0

f
c
,
a

on
.o
â

`°

v
o`

8

m

°

~ U

m v
$ o
~S

0
O mf

â
;

o-m v
Q

ç y m
- ,`

â
É m ~a~~
i. m

â m
ii

	

ô
m U

vn
c

°m

5
c

~ ~

c m
a Nm ôE

m=
c m
wâ

v

ô
c m
T ~
° cE o

âo8 E
m
>csô

m ~
m v~
° m£

E
¢U
~

É

m
°

8 ô
~ o

ô

8
v romL c
câ
w
m I

nm o

ô x
,, o

= H
m `mh_

J

m
N
ô
=
m
m

v

m
-
c n

ô
m
m
â
vo

E
g,
m,m
o
ô
ô
m
m
j

oo

ôÛ °~
m E °,_,

`p
m

o° omo >°Q Ô
c o

m m x
o

wEC^

Sm,~
û
omo

° N

m° y
wô'm c wQm

Nm nn m .-m nm m m mm nm nm m nm nm nm nm nm m nm

c

ô
(Vm

ô

F

n
Q>,

d
n

W¢
0

m

W¢
O

Û

o
ô
ro 0FZ O

m
ô
m

É

F
`~ ma~

m$C
Q

m~

Z

c

a$
m r_ 0F
m

~
w~

ij
W
a

¢
U w

m

Z
m

F

N
~
Q
Q
U

$

F

a
NQ
V

$
rim
Fw
O

fw
O

$
rim
Fw
O

$
m
~w
O

$
m

w
O

m
Hw
O

$
rim
Hw
O

$
rm
Hw
O

$
rm
Fw
O

$
1-:m
F~--w
O

°

É
â m
~_

m E

w~

°

b E
m m

	m. x
m

m m

E ô

m

â
v

7 'c

c v
v

,-

?m

o

m°

ô

= ô

âm

ô
$	m
`m
~

o
m c

_ c

o É

v
m
3~

5
m m

o v

E ÔC~°,

Ad

$

.. n
v m m

â o

r

°>
'> o

H
o c

ô

m

ô
â

n

N
m
5
$

-
m
_

c °°

E
-

g
P .5

ô E

_

a a

n 0
m

F

ô E
v

m E

Q

ô

Er
ô g
_ E

v

$ >`

U .-

ô.m
â

o ro
° .

^m m
o-

m
o
n

o
b ô

ô~
-

É m O'
ô a-
°°

o
â
cor omo ~

â
m
oo

c
n~
U

--
8

°i c< o

'm

ô
_~ ro

-- U m
v
$= É
_	o am~ rt ..

-

o°
°~

.m â

o m
° N

a t
?ôrn

=v o

m m„ a

o$

É

m m
m
ô= mE

Û`gi a° ô

Ô
Z N

0F
m

N

m
m

w
Om
m

a
m n

N

°1
r
m
~

Cl
n
m
.-

o
m

N
n
o

n
n
o

O
n
o

i°
n
o

w
n
o

n
n
o

m
n
o

m
n
o

O
m
o

w
o

N
m
o

n
wo

v
w
o

N
m
o

m
wo

n
wo

w
wo

m
wo

¢
F

¢

J

mz

w
F
ZZ

o
>
O

8 Q

O

8 Q w o

o_
¢
wJ
~

W

O

>o
J¢
<N

w
>

F

O=

m
O
Z
oO

gw
ti

w
â
mm
ZQ
O¢

co
j
Q

ku
o

QJ
Qz

g
E
Y
¢Wm

m
>m
m
v
N
w c
¢

0>¢ m



SOUSTRACTION DE BRUIT

Traitement du Signal

462

volume 6 - n° 5 - 1989

W
y

W
7a

ZW
O

9

ZW

<Q
9

ZW

<
Q
9

[[
W
Z
O

JW

Q
O
Q

o

-w
W
0-1
2
Q
D
QH
Q
a
N
J

w WQ Q
t zz

°
JW
[t
Cr
O
~0:z
W
O
Q
¢

y

w
2
t z

2

Q

ZW

<2

y

w
2

z
O<
¢

U)
J

w
Q

Z
W

<2

U)
z
wW
2
t
Z
W
<
Q 2

w
-
2
7
w
Q
z
pW
Q
m

w
J

W
Q

N
J

W
2

Z
W
<
2

Z
W
<Q

E

_m `m_

m m
m~ N

ô ;

o ro

N

ô

_

ro

m
N

m
m

U

$
m

_~

-
ôm
=

`o ô

m

o

Oâ
2Qro

m m

>
Ô

m

0 cm
a=ro
~ a..
m E ô

E H
H o

- E m
O. ~

â m m
E

	

.-
$mro
E
U t 15

m

m

°m
a
m

~
,-

0

ôn

D
,mo
c,. mm

-

g m m
m

ô o
ô m

E
•m

ô
°

a '

ô g°
à `~ o

_̀
~~Em

ro

t

g
o

m
c

â
E

o

m
m m
c

% m

a g

m
a

. . (ü _

m O mU c
mâ a=o

4_

m ô
~_ a m
' O-ro
=
^
ot

Q N

m
m
a
mm
m Û
po
m

m m

m^$ m
°am_
m ~`%

-
Ç Oa
o °
^m
c' .m
Q 0

_o

8
Û
m
m
ô

m
a

m

4 0
v >
ô o

m
~o
W E

o

ro
a

°

C
â
W

E° m
m
u m=-^

m=

-

m ro=
° E omm
-' 0

O . U Q 0 D J a
n
m

n
m

n
OD

UO
m

UO
m

V)
m

m
m

Un
m

U)
m

)n
m m

U)
m

O
m

m
m

Y)
m

m
m

m
m

O
m

(O
m

c

OnD
(n
W
w
(r
0
O

C)
$
rÀ
N
W
(rO
0

)O

$

m

fn
W
2
a

$
m
N
W
O (7

$
m
NF
W
O('3

N
$
m
yF
W
O 0

N
$

Nr
W
¢
a

$
Omp
mr
W
¢
a

W
(7
O

m
Nr
W
(7
O

$
m
(n
W
(7
O

N
w W
C7
O

i

m

` ,m

W g
W N

Ô OU

Q
-

EO
U
°~ ^

Ô
$

W Ow m

j

ap 0
o m

° ô

E m
E
Û O

°
^ N

O
e(g U n

O

E

m a
c a
â â

N
$

-

Q
W
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