
1 . Introduction

La stabilit EBSB (Entr e Born e Sortie Born e) des
filtres de dimension 2 est un probl me qui, d'un point de
vue math matique, se ram ne l' tude de la position des
racines d'un polyn me deux variables dans le bicercle
unit U2. L' tude faite initialement par Shanks [2], a t
simplifi e par Huang [3] . Le th or me fondamental qui en
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d coule est devenu le point de d part de nombreux
travaux dans le domaine .
Huang [3] a propos une m thode pour le test de stabilit
en utilisant deux transform es bilin aires. Une des cons -
quences int ressante est que le probl me est transform en
une forme directement admissible par la m thode d'Ansell
[4]. De mani re concurrente, le test d'Anderson et Jury [5]
se fonde sur la construction d'une matrice de Schur-Cohn
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suivie d'un test de positivit d'un ensemble de polyn mes
autor ciproques, le long du cercle unit . Ces deux appro-
ches semblent quivalentes du point de vue du volume des
calculs. De leur c t , Maria et Fahmi [I] utilisent une
version modifi e du test de Jury [10] pour v rifier la
premi re condition de Huang. Dans tous ces cas, les tests
de stabilit sont tr s complexes mettre en oeuvre et les
auteurs ne s'attardent pas d velopper des algorithmes
performants .

Dans cet article, au contraire, nous pr sentons un algo-
rithme de test de la stabilit , conceptuellement plus simple
et de mise en oeuvre facile sur ordinateur . Le principe
revient tester la stabilit du filtre relativement celle
d'un filtre passe-tout ayant le m me d nominateur. Pour
cela, nous nous appuyons sur le th or me de Shentov,
Mitra et Anderson [6] et sur le test de Bistritz [7], puis
nous formulons le probl me de mani re r cursive, ce qui
conduit un algorithme performant .

2. Principe g n ral

Un filtre num rique r cursif P(z 1 , z 2 ) coefficients r els
(couramment appel quart de plan) peut tre d fini par sa
transform e en z comme suit

n m
1 E b ij . z2 . z

P(ZV Zz)
= N(z i , Z2) = , _ o, _ o

D(z1, Z2)
(1)

(3)

n m
a j .zz .zi

i =oj=o

où les coefficients aij et bij sont r els et m, n des entiers
positifs .

Sous r serve que la fonction de transfert de P(z 1 , z 2 ) soit
irr ductible et que N(z i , z2 ) et D(z 1 , z 2 ) ne poss dent pas
de z ro en commun sur le bicercle unit U2, la stabilit de
P(z1 , z 2 ) ne d pend que de celle du d nominateur
D(z1 , z 2 ) [12] . Nous examinons ci-apr s uniquement de
tels filtres .
Consid rons maintenant le filtre passe-tout, dont le d no-
minateur contient pr cis ment le polyn me D(zi , z2 ) que
nous d sirons tudier

1 )
(2)

	

H(z1, z2) = zm . z2
. D(zj 1 , zz

D(z 1 , z2)

Par cet artifice l' tude de la stabilit de P(z 1 , z 2 ) se ram ne
celle de H(z 1 , z 2 ) dont la forme d velopp e s'exprime

comme suit

1

	

Ja,n - j (Z2) . Z 1

H (z1,z _°	2) = m

E aj (Z2) ' z
j=o
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avec
n

(4)

	

aj(z2) = Y a,, . z2'
r=o
n

a j .(5)

	

ai (Z2) _

(8) E m (Zi, Z2)
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2
=o

que nous pouvons normaliser en

(6)

	

H(zl, z2) = B (Z2) . Em(zi, Z2)

et dans laquelle,

(7) B(z2) =
am(Z2)

am (Z2)

1
am' -j(z2)

Nm(Z1, Z2)

	

a'.(Z2) j-o

Dm(z1, Z2) 1

est un filtre passe-tout stable avec .-

Km(Z2) = Em(oc, Z2)

Km' (z2) = (E. (0, z2))
-i

2) b'z2 E C, 1 z2 = 1 => Km (z2 ) . Km* (z2) < 1 où Km* (z 2 )
est le conjugu de K„,(z2 ) .

L'int r t de ce th or me est de lier la stabilit d'un filtre
d'ordre quelconque m, celle d'un filtre d'ordre imm dia-
tement inf rieur. Ainsi apr s m - 1 it rations et si les
conditions K,,, _ i (z2 ) . Km* i (z 2 ) < 1 di E [0, m - 1 ] sont
v rifi es, alors nous pouvons conclure sur la stabilit de
Em (z 1 , z 2 ) partir d'un filtre passe-tout d'ordre 1 dont les
coefficients d pendent uniquement de z2 .

aj (z2 ) . zi
am(Z2) j=°

z

On voit que B (z2 ) et Em (z 1 , z2 ) sont encore des fonctions
de transfert de filtres passe-tout dont le num rateur est par
d finition r ciproque du d nominateur . La stabilit de
H(zi , z2) est donc maintenant d pendante de celle de
B (z 2) et de celle de E n, (z i , z 2 )
(a) pour le polyn me B (z2), qui ne d pend que d'une
variable, le probl me de la stabilit est connu : il faut et il
suffit que toutes ses racines soient l'int rieur du cercle
unit - ceci peut se v rifier par exemple, l'aide du test
de Bistriz [7],
(b) par contre la stabilit de E,,, (z i , z2) est plus difficile
tablir ; pour cela nous nous appuyons sur le th or me de
Shentov, Mitra et Anderson [6] dont nous rappelons la
formulation g n rale

THÉORÈME [6] : Em(z i , z2 ) est la fonction de transfert de
degr m en z1 , d'un filtre passe-tout stable, si et seulement si
les deux conditions suivantes sont satisfaites
1) le filtre de fonction de transfert En, _ 1 (z 1 , z 2 ) au plus de
degr m - 1 donn par la relation

(9)

	

Em-1 (zi Z2) = Zi .
Em(Zi, Z2) - Km(Z2)

1 - Km(z2) . Em(zi, z2)



Le principe g n ral de cette m thode conduit l'algo-
rithme suivant

a) V rifier que am(z2 ) a toutes ses racines l'int rieur du
cercle unit
b) Pour i= O m- 1 Faire

V rifier Km _ i (Z2 ) . Km*_ i (z2) < 1
l=i+1
Calculer Em - i (z l , z 2 ) partir de Em - i + 1 (Z1, Z2)

FinPour
c) Conclure sur la stabilit du filtre .

Pour la r alisation de l' tape a) (le test de Bistritz [7]) un
algorithme performant a t d taill dans [9] . Pour l' tape
b) une strat gie r currente est n cessaire pour le calcul des
Em - i (z l , z 2 )

	

et

	

le

	

test

	

de

	

la

	

condition
Km _ i (z2) . Km*_ i (z2 ) < 1 : les sections 3 et 4 leur sont,
respectivement, consacr es .

3 . Calcul de Em _ i (Zi, Z2)

3.1. INITIALISATION DU CALCUL

D'apr s l'expression (8) de Em (z l , z 2 ) nous remarquons
que le num rateur Nm (z 1 , z2) et le d nominateur
Dm (z l , z 2 ) sont eux-m mes des fractions rationnelles dont
leur propre num rateur est un polyn me des deux varia-
bles z1 et z2 et leur d nominateur un polyn me de la seule
variable z 2. Par un changement de notation, posons de
mani re plus g n rale

	 1	. CNm (Zi, Z2)

(10) E. (Z] ,
Z2) = Nm(ZI, Z2) = rlm(Z2)

Dm(Zl, Z2)

	

'3.(Z2)
.
CD

.(zl , Z2)

avec

(11) CNm(Zl, z2) = E nm(Z2) . zi ,

	

= am-i
j=o
m

(12) CDm(Zi, Z2) = 1 d. (Z2) . zi , dm (Z2) = aj(Z2)
j=0

et les identit s

(13)

	

'qm(Z2) = a' (Z2) = n (Z2)

(14) sm(Z2) = am(Z2) = dm(Z2)

Les polyn mes qm (z2 ) et 8m (z2 ) sont r ciproques l'un de
l'autre. En d veloppant les calculs pour E,,,_ I (z 1 , z 2 ),
sachant que :

Em - 1 (Zl, z2) =
Nm- 1 (z1, Z2)

Dm - 1 (zl, Z2)

on obtient partir des formules (9) et (10)

(15) Nm-1 (Zl, Z2) = Nm(Zi, Z2) - K.(Z2) . Dm(zl, Z2)
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puis en remplaçant par les expressions de Nm et D,,,

(16)

Nm- 1 (z1, Z2)
1

dm(Z2) .

	

n1m(Z2) ' Zi -
) . dm(Z2)

	

j=o

-12 m(Z2) ,

	

dm(Z2)'Zl l
j=o

expression dans laquelle on identifie facilement

(17)

	

Tlm - 1 (Z2) = nm (Z2) . dm (Z2)

(18) CNm_ l ( Z1, z2) = dm(Z2) . CNm (z l , z 2 ) -
- nm(Z2) . CD m (Z l , Z 2) .

Des calculs identiques pour le d nominateur Dm _ I (z 1 , z 2 )
conduisent

(19)

	

bm- 1(-- 2) = n .0 (Z2) . dm(Z2)

(20) CDm- 1 (Zl, Z2) = Z1 1 . [n' (z2) . CD m (zl, z2) -

- d° (Z2) . CNm(zi, Z2)]

Le rapprochement de (17) et (20) montre que
9'1m- I (z2) = sm -1(z2), ce qui simplifie l'expression finale
de Em _ 1 (z 1 , z 2 ) en

Z2)
(2 1)

	

Em- I (z1, Z2) = CNm
- 1 (zl,

CDm- 1 (Zl, Z2)

par application du lemme ci-apr s on peut aussi affirmer
que CNm - l est r ciproque de CDm ce que l'on notera
CNm-1 = CDm-1 .

LEMME : Soit

p
X(ZI, Z2) = 1 Xk(Z2) ₌ Zi

k=0

alors

Q(Z1, Z2) ' = Zi 1[xp(Z2) ' . X (Z1, Z2) - x0(22) . X (Z1, Z2) ' ]
p - l

gk(Z2) . z1
k=0

a pour r ciproque

Q (Z1 , Z2) ' = xp(Z2) . X (ZI, Z2)' - x0(22) ' . X (Z1, Z2)

La preuve de ce lemme s'obtient de fa on imm diate par
calcul de Q et Q' .

3.2. D MONSTRATION DE LA R CURRENCE

Nous supposons que la relation (21) - vraie au pas 1 -
reste vraie au pas i > 1, c'est- -dire

(22) E

	

CDm _ i (z1, z2)'
E. - i (Zl, Z2) =

CDm-i (zl, Z2)

volume 8 - n° 4



avec

(25)

	

Km-i(z2) =
nrn-1(Z2)

0nm - i (Z2)

(26)

	

Km-i(Z2) =
dm -i

i
(Z2)

m-
dm - i (z2)

et apr s des calculs similaires ceux du pas 1, il

(27) N

	

(z z	 1	1 2) =

	

X,lm-i-i (Z2)

= nm i (Z2) Tl m i (Z2)

	 1	(29) D

	

(z1, z2) =

	

x zi 1 x
Sm-i-1 (z2)

x [dm-i (22) CDm-i (Z1, Z2) - do-i (Z2) . CNm-i(zl, Z2)]

(30)

	

Sm-i -1(Z2) = dm-i(Z2) sm-i(Z2)

(28)

(32)

donc :

Nm-i +i (z1, z2) - Km-i + 1 (z2) Dm-i + 1(zl, z2)

4. Formulation de la condition sur Km _ ; (z2)Z1 '[Dm

		

7
-i+1(Zl,Z 2) - Km-i +1(Z2) Nm-1 +1(Z1,Z2)]

Tlm - i - 1 (Z2)

D montrons maintenant l' galit de Tlm - i - 1 (z 2 ) et de
8m _ i - 1 (z2 ) en identifiant dans l'expression (23) les coeffi-
cients des termes de degr le plus bas et le plus lev en
ZI

0

	

(Z2)=dm'--i'-+' (-- 2)(31) nm-i(Z2) =4m-i-~1(Z2) nm-i+I(Z2) -
m-i+l

	

0- nm-i +1(22) dm-i+1(2 2)
m-z

	

0

	

m-i+1
dm i(22)=nm i+1(22) . dm i+1(22) -

(33)

	

nm-i(z2) = dm-i(Z2)

m-i

X n,° - i (z2)

	

n - i (z2) zi
j=o

m-i
- nm-i(Z2)-

	

dm-i(Z2) .
j=0

0

	

m i
- dm-i+1(Z2) nm-i

(34) 8m-i-](22) = Tlm - i -1 (Z2 )
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dont on d duit que

(35) CNm-i-1(zl, z2) = dm - ' (Z2)(z2) .CNm-i (z l , z 2) -

- nm- i (22) . CDm- i (z1, z2)

(36)

CDm-i-1 (ZI, Z2) = zl 1 [nomm-i (Z2) CDm-i(zl, Z2) -

- do-i (Z2) CNm-i (z1, 22)]

avec
(23)
CDm - i (Z1, Z2) = Z 1 1(nm -i, l (Z2) .CDm - i + 1 (Zl, Z2) -

- dm - i + 1 (Z2) . CNm - i + 1 (zl, z2) )

Montrons sa validit au pas i + 1 .
Pour cela on part de la relation (9) qui donne

(24) Em-i( 21 Z2) =
Nm-i (Zl, Z2)

Dm-i (Z1, Z2)
et qui, en appliquant le lemme CNm

	

d montre la
r currence .

Cherchons une expression simple de la condition d finie
par

(37)

	

Km - i (Z2) Km~ i (Z2) < 1

avec 1 z 2 = 1 et i E 10,M -1 1-

En utilisant (22), cette condition devient

(38) Rm-i(Z2)=dm-i(z2) dm-i(22) *-
- dm-i (Z2) . dm- i (22) * < 0 i E [0, m - 1 ]

d veloppons dj - i (z 2 ) en posant

(39)

	

- i (z2) _

	

ak, j Z2
k=0

on a alors

(40) k
Rm-i (Z2) _

	

ak 0 . Z2 .

	

Ok 0 .
k=0

	

k=0

sachant que
1 Z21 = 1 c'est- -dire z2' = z2 1 , il vient

(41) Rm-i (Z2) = 2 E X
i=o

X

	

(ak 0 ak+j 0 - ak m-i ak+j,m-i )
k=0

X (z2+z2 1)<0

en posant z 2 = x + iy, les Rm - i (z2 ) peuvent tre exprim s
en fonction de la variable r elle x en substituant (z2 + z2 j)
par fj (x) (j e [ 1, ni ]) de la mani re suivante

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
( 22 + Z2-1 )

	

= fi(x) .
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ni

	

ni
k

akm_i .Z2 .
k=0

	

k=0
~, ak,m-i

l
1( Z2) 0)(z2 + Z2 = 2 = f0 (x)

(22+z2 1 ) = 2x =f1(x)

(zz + z2 2) = 4x2 - 2 = f2(X)
(Z2+z2 3)=8x3 -6x =f3 (x)



Notons que f,(x) sont les polyn mes de Tchebycheff
d'ordre j et sont calcul s l'aide de l'expression suivante

fj (x) =2x .fj-1(x)-fi-2(x) pour j >2 .

La condition devient

(42) Rm _ i (x) = 1 x
i=0

ni-l
x

	

(k,0 - ak+i,0 - ak,m- ak+i,m-i ) x fi(x) < 0
k-0

o Rm - i (x) ne doit poss der aucune racine r elle dans
l'intervalle - 1 _ x . 1 .

5. Mise en aeuvre de l'algorithme

5.1 . INTRODUCTION
Pour la mise en ceuvre de l'algorithme propos dans cet
article, nous avons pr f r utiliser une formulation matri-
cielle . A partir de (12) et (39), nous avons

m-i

CDm-i (Zl, Z2) _ E dm-i (Z2) . Zl
j=0

m-i
k

04,j -72 . Z j
j=0 k=0

on d finit alors la matrice CDm _ i par

CDm-i =

01 0,o

	

â 0,l

	

â0,j

	

a0, m
â1,0

	

a1,1

	

Oc l,j

	

al,m-i

âz, 0

	

a2, 1

	

â2,j

	

â2, m - i

- ani, 0

	

ani, 1

	

. . .

	

ani,j

	

.

.*

	

ani, m - i -

[dm-i d ; -i, . . ., d m -i , . . ., d m-,] .

On conviendra que CDm - i ( *, j) correspond la j-i me
colonne de la matrice CDm - i .

Du fait de la r ciprocit de CNm - i (z l , z 2 ) et
CDm - i (z 1 , z2) nous avons CDm - i = CNT, - i . La condition
(42) s' crit sous forme matricielle

CD(*,0)oCD(*,0)T-
-CD(*,m-i)oCD(*,m-i)T<0

expression dans laquelle nous avons not par o la loi
de multiplication terme terme des matrices pour la
distinguer de la multiplication habituelle .

5.2. ALGORITHME

D but
a) Lire m, n . Initialiser CD et CN = CDT
b) V rifier l'aide du test de Bistritz que le polyn me
CD(*, m) a toutes ses racines l'int rieur du cercle
unit
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Fin
Remarquons que l'algorithme est d'une simplicit int res-
sante. Cependant des difficult s d'ordre pratique peuvent
se poser lorsqu'on teste des filtres d'ordre lev . En effet,
au fur et mesure des it rations, l'ordre des polyn mes en
z2 g n r s par la proc dure croît rapidement . Ainsi, si l'on
consid re un polyn me de degr m en zl et n en
z2 , l'algorithme n cessite la construction de matrices CD
de dimension 2 n 2m -1 .
Cet algorithme a t valu avec succ s sur un ensemble
de filtres que nous avons g n r s ainsi que sur des
exemples donn s dans la bibliographie [14], [15] sur une
machine identique : le temps d'ex cution est nettement
plus rapide avec cet algorithme (le temps machine moyen
pour le test d'un filtre stable est de 20 ms pour un ordre
m = n = 2 et de 50 ms pour m = n = 3 alors que les
auteurs annoncent un temps de calcul de l'ordre de la
seconde) .

6. tude de deux exemples

6.1 . PREMIER EXEMPLE
L'exemple que nous pr sentons pour illustrer le d roule-
ment de l'algorithme a t trait par Huang [3] ainsi que
par Maria et Fahmi [1] . Sa fonction de transfert est

1
P(z l , z2) =

D(zl, z2)
avec
D(z1, z2) =

( Z2) +
\ 4

?2+-Z2) . zl+

	

+~z2+z2) Z j .

- tape a) de l'algorithme
Les matrices sont CD et CN sont initialis es par

0 0 1/4

	

1 1/2 1/4
CD = 0 1/4 1/2 CN = CD T = 1/2 1/4 0

1/4 1/2 1

	

1/4 0

	

0

tape b) de l'algorithme
V rifions que le polyn me correspondant CD (* , m) a
toutes ses racines l'int rieur du cercle unit

CD(*, 2) = (1/4, 1/2, 1) .

c) Pour i = m 1 Faire
Tester la condition
CD(*,0)oCD(*,0)T-

-CD(*,m-i )oCD(*,m-i
CN=CD~*,i)oCN-CN(*,i)oCD
CD = CN

FinPour
Si la condition est vraie pour tout i

Alors � Le filtre est stable �
Sinon Le filtre est instable

Finsi
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En utilisant polyn me associ d22(Z2) la condition s' crit :

dz(z2) = 1/4 + 1/2 z2 + zz = 0 Iz2I13 1

la m me condition a t obtenue par Maria et Fahmi [1]
montrant qu'elle est satisfaite .

en utilisant la variable r elle x, il vient

H l (x) = - 27/64 - 3/2 . x - 41/16 .x 2 - 9/4 .x 3 - X 4 .

Le m me polyn me a t obtenu dans [1] o il a t
montr qu'il n'existe aucune racine r elle pour I x I . 1 .
Donc le filtre est stable .
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6.2. DEUXI ME EXEMPLE
Soit le filtre d'ordre 3 tir de [14, p. 14, table II] . Cet
exemple permet de montrer la plus grande simplicit de
l'algorithme . Les principales tapes en sont

tape a) de l'algorithme

3. V rification de la condition sur K2(z2) :

La condition se v rifie sur le polyn me H 2(x)

H2(x) _ - 0,1209 - 0,2087 x - 1,0624 x 2 + 0,0625 x 3 -
- 1,1644x 4 + 3,6576x 5 - 1,7135x 6 .

volume 8 - no 4

tape c) de l'algorithme

CD =
0,9307 e - 01 - 0,8680e-01

- 0,1148 e + 00

	

0, 2291 e + 00
0,8130 e - 01 - 0,1284e+00

- 0,1877 e + 00

	

0, 5311 e + 00
1 . V rifions que K2(Z 2 ) . K' (Z 2 ) * . 0. Nous avons

CD(*,0)oCD(*,0)*-CD(*,2)oCD(*,2)*=
(0, 0, 1/4) o (0, 0,1/4)* - (1/4, 1/2, 1) o (1/4, 1/2, 1)* . 0, 9305 e - 01 - 0, 1909 e + 00

0, 1978 e + 00

	

0, 3762 e + 00
0, 1067 e + 00 - 0, 2458 e + 00
0, 5056 e + 00

	

0, 1000 e + 01 _
En utilisant le polyn me associ R2(z2 ), la condition et CN = CD T .
s'exprime par

R2(z 2 ) = 1,25 - 0,625 . (z2 + zz i ) -
- 0,25 . (z2 + zz 2 ) 0 tape b) de l'algorithme

en l'exprimant l'aide de la variable r elle x d3(z2 ) _ - 0,1909 + 0,3762 z 2 - 0,2458 zz + Z 3

H2(x)=-3/4-5/4 .x-x 2 I Z2I,, 2 3 < 1

il faut donc que H 2 (x)
Ixl . 1 et que H 2(0) z 0

n'ait aucune racine
ce qui est facilement

r elle pour
v rifiable .

a toutes ses racines l'int rieur du cercle unit .

tape c) de l'algorithme
2. Calcul de E l (z I , z2)
Nous avons 1 . V rification de la condition sur K3(z2 )

CN = CD (*, 2) o CN (*, 1 ) - CN(*, 2) o CD (*, 1 ) Le polyn me H3 (x) ne doit poss der aucune
pour I x I < 1, avec

racine r elle

les nouvelles valeurs que
sont

prennent les matrices CN et CD
H 3 (x) _ - 0,3866 - 0,2913 x - 1,5764 x 2 +

0

	

1/4 - 1/4 1/8 - + 1,3882 x 3 (condition v rifi e) .

1/4 5/8 5/8 1/4
CD = 1/2 5/4 CN = CD T = 5/4 1/2 2 . Le calcul de CN et CD donne au pas suivant

1/4 5/8 5/8 1/4 - 0, 1735 e + 00 0, 8027 e - 01
- 1/8 1/4_ 1/4 0 _ 0, 3940 e + 00 - 0, 1605 e + 00

- 0, 3749 e + 00 0, 1495 e + 00
3. V rifions que K{ (Z 2) . Kl'(Z 2 ) * . Oc'est- -dire CN = - 0, 4797 e + 000,1174e+01
CD(*,0)oCD(*,0)*-CD(*,1)0CD(*,1)*-<O - 0, 3749 e + 00 0, 1111 e + 00

0, 3940 e + 00 - 0, 1477 e + 00
1/8) o (1/4, 1/2, 1/4, 1/8)*(1/4, 1/2, 1/4, - - 0, 1735 e + 00 - 0, 4362 e - 01

- (1/4, 5/8, 5/4, 5/8, 1/4) o (1/4, 5/8, 5/4, 5/8, 1/4)* . 0 . -0,8397e-01
0, 1796 e + 00

En utilisant la m me d marche que pr c demment, nous -0,1758e+00
avons : avec CD = CN T .0, 5305 e + 00
Ri ( z2) _ - 133/64 - 51/32 . (z2 + z2 i ) - 57/64 x - 0, 1456 e + 00

0, 1825 e + 00
x (Z2 + zz 2) - 9/32 . (z2 + zz 3 ) - 1/16 . (z2 + zz 4) < 0 -0,3974e-01



7. Conclusion

Dans cet article nous avons propos un algorithme permet-
tant de tester simplement la stabilit de filtres num riques
deux dimensions. Les deux conditions de Huang ont t

v rifi es partir du crit re de Bistritz et du th or me de
Shentov, Mitra et Anderson. L'algorithme propos a
l'avantage d' tre conceptuellement simple et surtout de
mise en oeuvre facile et cela pour un ordre de filtre
quelconque .

Manuscrit re u le 25 avril 1990, version r vis e le 25 f vrier 1991 .
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