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Cet article propose l'étude d'un filtre adapté pour des signaux qualifiés de
courts, considérés comme une réalisation d'une fonction aléatoire en
milieu bruité . Il débouche sur la proposition d'un détecteur dont les
performances sont comparées à celles d'un détecteur d'enveloppe classi-
que. Les probabilités de détection et de fausse alarme présentées montrent
la supériorité du nouveau détecteur dont les performances restent de
qualité pour un rapport signal à bruit de - 20 dB .

This paper aims at proposing a matched filter for signais which are
considered as short and as a reaslisation of a random fincton, corrupted
hy a noise . We compare the proposed filter performances to the classical
envelop detector one's. The presented afalse alarm » and detection
prohahilities show how better is the proposed detector whose perform-
ances quality is always satisfying even for -20 dB signal ta noise ratio .

A Matched Filter Extension .
Application in Short Signais Detection

Degraded by Noise
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1 . Introduction

Les signaux qualifiés de courts sont des signaux dont le
produit (B T), de la longueur de leur support temporel par la
largeur de leur bande fréquentielle effective, est considéré
comme petit. Les termes perturbateurs sont en revanche
assimilés à des processus aléatoires, stationnaires, ergodi-
ques, décrits par des propriétés statistiques qui ne dépen-
dent pas du choix de l'origine des temps .
La technique la plus utilisée, pour la détection de signaux
courts en présence d'un bruit est celle du filtrage adapté .
Cette technique nécessite malheureusement une connais-
sance a priori de la structure du signal court. Comme le
signal expérimental, ne se conforme pas toujours exacte-
ment au modèle qui en est fait, on constate souvent une
chute des performances réelles par rapport aux performan-
ces théoriques . Les fluctuations possibles par rapport à ce
modèle théorique du signal utile, doivent être prises en
considération afin d'accorder au filtre davantage de flexibi-
lité. Nous considérerons que le signal court est une
réalisation d'une fonction aléatoire dont nous préciserons
les qualités et nous montrerons qu'il est alors loisible de
définir un filtre optimal dont les vertus sont analogues à
celles du filtre adapté .

2 . Extension de la notion de filtre adapté

Soit S (t), un signal déterministe parfaitement connu, nul
en dehors de l'intervalle [0, T] . Soit B (t) un bruit,
stationnaire, ergodique dont la fonction d'autocorrélation
est notée G B (t) . Le filtrage adapté consiste à définir sur
[0, T ] une fonction A (t) de telle sorte que le rapport signal
à bruit K soit maximum

~~ S(t)A(t)dt1 2
	 JT

E{[
J

A (t) B (t) dt
] 21

T

A(t) est définie à une constante multiplicative près . C'est
pourquoi après normalisation de A(t) le numérateur de K
s'interprète comme le carré de la projection de S sur A . De
même, le dénominateur de K, comme la moyenne quadrati-
que des projections des diverses réalisations du bruit .
Tester l'action de A (t~) sur un signal quelconque U(t)
revient à calculer :

J

	

U (r) A (r - t) dr . Cette action est

celle d'un filtrage à mémoire finie .
L'optimisation du rapport K suppose une parfaite connais-
sance du modèle S(t) du signal utile [1], [2], [5] . Lorsque
ce n'est pas le cas, il est quelquefois possible de remplacer
le signal déterministe S (t) par le signal aléatoire {S (t, L )}
où L est un veèteur aléatoire de densité de probabilité
p (e) supposée connue et définie dans D . S (t, e) est donc
un signal de structure connue, nul en dehors de l'intervalle
(0, T). Il est alors naturel de modifier l'écriture (1) pour la
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(2)

	

K =
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E{ LIT S(t, L)A(t)dt] 2 1
E{[fT

A(t) B(t)dt J 2 1
Le numérateur de l'expression (2) s'écrit

ff

	

A(t) EL {S(t, L) S(t', L)} A(t') dt dt'
TXT

où l'espérance mathématique EL {S (t, L) S (t', L)} est
égale à

J
p (e) S (t, f ) S (t', f) de .

D

En général, l'espérance mathématique ainsi calculée est
une fonction notée G s (t, t') des deux paramètres t et
t' . Nous allons porter notre attention sur le cas d'intérêt où
Gs s'interprète comme une fonction d'autocorrélation de
l'argument (t' - t) . Examinons ce cas de façon détaillée .
{S} est une fonction aléatoire dont les diverses réalisations
sont notées S' (t - r) où i et r sont des réalisations des
variables aléatoires I et R indépendantes

P(f) =p(i, r) =PR(r)Pi(i)

I est considérée comme une variable aléatoire discrète
prenant des valeurs entières en nombre fini. Nous aurons
alors successivement, en posant Gs (t, t') _
EL {S(t, L)S(t', L)}

(3)

Gs (t, t') = J

	

E S' (t - r) S' (t' - r) P l (i ) PR (r) dr ,
reD i

G5(t,t')=Ip,(i)['

	

S'(t-r)S'(t-r)P R (r)drl .
E

	

JD

Lorsque p i et PR sont uniformes, le calcul montre que
Gs est proportionnel à 1 Gs + .

Calculons en effet l'intégrale

1D
f
r

S'(t-r)S`(t'-r)pR(r)dr .

Les instants t et t' appartiennent à l'intervalle (0, T) .
Supposons t' > t . Nous remarquons que S (t) = 0 si
r a t et que S (t' - r) = 0 si r -- - (T - t') . L'intégrale
peut se réécrire sous la forme suivante

PR (r) S' (t - r ) S' (t' - r) dr .
T

Si p i (r) est uniforme dans le domaine D incluant (- T, T ),
l'intégrale est proportionnelle à

t

	

S'(t-r)S'(t'-r)dr .
-T
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En posant u = t - r et d = t' - t, on constate que cette
dernière est proportionnelle à

f
T

Gsi=

	

S'(t-r)S'(t'-r)dr,
0

qui est la fonction d'autocorrélation de S' .
Dans ce cas l'optimisation de (2) revient à l'optimisation de
la quantité

ff	
A(t) GS (t' - t) A (t') dt dt'

(4)

	

K I -	TXT	

ff

	

A (t) GB (t' - t) A (t') dt dt'
TXT

où Gs est directement proportionnelle à E Gs% (t' - t) .

Il est remarquable de constater la similitude d'écriture du
numérateur et du dénominateur de K I . L'expression de
KI ne fait pas intervenir la connaissance du signal, mais
celle d'une fonction d'autocorrélation qui est une quantité
plus facilement accessible à l'expérience .

3 . Méthode numérique pour le calcul du filtre

optimal

3.1. NOTATIONS

Afin d'optimiser le rapport K I , nous discrétisons les
différents signaux en introduisant les instants t,, t 2 ,
tN répartis sur [0, T ] .

Posons

	

A =

A(tI ) -

A(t2 )

A (tN )

Dans le cas discret, l'équivalent du rapport signal sur bruit
s'écrit sous la forme du rapport de deux formes quadrati-
ques définies positives

LAkGs(tk - tl)AI

KI - k,	-
A,GB (t x -tµ )AN,

Posons F la matrice symétrique dont les éléments sont
Gs (tk - t I) et R la matrice symétrique d'éléments
GB (t x - tµ) . Le rapport K I s'écrit alors

(5)

	

KI = A' TA

A` RA
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3.2. SOLUTION DE L'OPTIMISATION . INTERPRÉTA-
TION DU RAPPORT SIGNAL À BRUIT ET DÉCOMPO-
SITION DU SIGNAL UTILE AINSI QUE DU BRUIT

Nous constatons que K I est un quotient de Rayleigh
généralisé . L'optimisation de ce quotient est une question
classique [3], [4] .

K I sera le plus grand possible si A est le vecteur propre
associé à la plus grande des valeurs propres de la matrice
C = R- I F. Nous admettons que C possède N valeurs
propres distinctes ; les vecteurs propres constituent une
base notée X o X I . . . XN - I . Les vecteurs Y, = RX, consti-
tuent également une base et sont vecteurs propres de la
matrice C' .

Si i :~É j, les vecteurs Xi et Y, sont orthogonaux . Dans la
suite des calculs les vecteurs X i sont choisis de telle sorte
que X; RX i = 1 .

Ces résultats permettent de montrer que la plus grande des
valeurs propres représente le rapport signal à bruit optimal .

Supposons que dans l'expression A
FA

on remplace A
A' RA

par Xo ; nous aurons alors

X i I'X 0 Xi (X RXo )

KI X' RXo

	

X' RXo - ~°

Montrons également l'intérêt d'une décomposition du bruit
sur la base des vecteurs Y i .

Posons B = Yb i Y i et déterminons les h i . Nous avons
successivement

XI B = XI ib, Y, =1b] XIY _
=hi XIYi = b i XIRXi = b i .

E{ 1 b i j 2 } = E{X,BB'Xi } _

= X ; E {BB'} X i = XI RX i = 1 .

E{h i b,} = E {X' 1313')Q =X,RX 1 =O .

Ainsi, si nous décomposons le bruit suivant les vecteurs
Yi = RXi , les coefficients b i de la décomposition sont des
variables décorrélées de puissance égale à un .

La décomposition du signal utile sur cette même base
conduit à poser S = Js i Yi ; nous avons successivement

XiS=X Ys,Y,=Ys1XIY . =si XIY .=si XIRXi =si .

E { s i 2 } = E {X' SS' X i } = X; l X i = X i .

E {s i s,} = E {X, SS' X,} = XI I'X, = X ; X, RX1 = 0 .

Les coefficients de la décomposition du signal suivant les
vecteurs Y i sont des variables décorrélées de puissance
égale à X i .
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4. Tentative de regroupement des informations
issues des différents filtres X0, XI, . .., XN -1

4.1. REMARQUES
A'La quantité à optimiser est K 1 = A 17A ; nous pouvons la
A` RA

réécrire

Qs A` ro AK 1 = 2
QBA`Ro A ,

où l O et Ro représentent respectivement les matrices de
variance-covariance normalisées du signal {S} et du bruit
{B } . La quantité 6B/QB est le rapport signal sur bruit avant
traitement. Le traitement sera jugé satisfaisant si l'on

A` ro Achoisit A de façon que	 soit supérieur à un .
A' Ro A

Apppelons µ; les différentes valeurs propres de la matrice
RO ro .
Nous avons montré que le meilleur est X o auquel cas

~2s
µo 2

as
Xi dont les valeurs propres associées sont supérieures à 1 .
Ces filtres contribuent donc eux aussi à un accroissement
du rapport signal sur bruit. Il est donc tentant de regrouper
leurs activités pour en extraire une information synthétique .
Le rapport K 1 fait intervenir la matrice F ; on sait qu'il
existe une infinité de signaux stochastiques ayant même
moments d'ordre deux. Pour guider notre cheminement,
nous supposons que le signal utile est un bruit gaussien
centré, stationnaire de matrice de covariance F et que le
bruit est aussi gaussien de matrice R .

4 .2. EXPRESSION DU RAPPORT DE VRAISEM-
BLANCE
Dans la base des vecteurs Y i, la matrice de covariance du
bruit est la matrice identité

K1 = Il existe généralement d'autres fonctions

R=
1

	

0
1

0

	

1

En supposant le bruit indépendant du signal, la matrice de
covariance du signal utile additionné au bruit est

echerches
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Appelons Z le vecteur dont les composantes zi correspon-
dent au filtrage du signal additionné au bruit par les
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différents vecteurs X i. Un test d'hypothèses conduit à
comparer les deux lois suivantes

	 1	exp \ - Z` D_ 1 Z(2 r )N/2 V
	 `D 2

(2 )N/2 exp (-
2
Z` Z .

Nous sommes logiquement conduits à adopter la fonction-
nelle T qui est le logarithme du rapport de vraisemblance .
Cette dernière s'écrit : T =

	

z?	µ` 	. Cependant, en
(1 + w;)

vertu de la première remarque du paragraphe 4 .1, nous ne
retiendrons dans la sommation que les indices i pour
lesquels les valeurs propres µ ; sont supérieures à un .

5 . Illustration des techniques présentées

5.1. GÉNÉRALITÉ
Nous allons présenté un exemple de traitement du signal
utile additivement perturbé, par la méthode que nous
venons de développer. Nous avons choisi cet exemple
parce qu'il se prête facilement à une comparaison avec les
résultats que l'on obtiendrait en réalisant un traitement
classique en télécommunications . Nous allons tout d'abord
décrire les caractéristiques essentielles du signal S (t) utile,
puis celles du bruit perturbateur additif . Nous présentons
les résultats du traitement classique et ensuite ceux relatifs
au traitement proposé .

5.2. GENÈSE DU SIGNAL UTILE
Nous considérons le signal S o (t) extrait d'un enregistre-
ment non bruité du premier étage d'une émission sonar . Ce
signal sonar se présente comme un bruit à bande très étroite
de fréquence centrale fo = 3 131 Hz. La fréquence
d'échantillonnage est de 15 324 Hz . Nous posons
To = 1/fo . A partir de S o (t), dont la puissance est égale à
un, nous construisons, le signal S(t) en multipliant
So (t) par le signal périodique C (t) schématisé par la figure
ci-dessous

et

1

Figure 1.
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1 + µo 0

	

0 0
0

	

1 + µt
D=

0 0
0 0 1 +µN-1



C (t) est de période T ; C (t) = 1, si 0 _- t _- OT et
C(t) = 0, si OT -- t _ T. Dans le cas présent nous avons
choisi OT et T de telle sorte que OT/To - 4 et T/To - 20 .

Le signal S (t) est donc une suite périodique d'impulsions
quasi-sinusoïdales dont le produit « durée-bande » est de
l'ordre de 4 . La durée T est choisie suffisamment grande,
pour que d'une impulsion à l'autre, il y ait perte de
cohérence de phase. Dans le cas présent, le nombre
d'échantillons nécessaire pour définir l'impulsion est de
vingt et une . Le spectre du signal S(t) est beaucoup plus
riche que celui du signal S o (t) . Les figures 2 et 3 montrent
les formes des modules de ces deux spectres. Nous
évaluons l'encombrement spectral du spectre de S (t) à

1 260 Hz de part et d'autre de la fréquence centrale
f 0 de l'émission sonar.

1000 2000

5.3. GENÈSE DU SIGNAL À TRAITER

Au signal S (t) nous additionnons un bruit B (t), obtenu par
filtrage d'un bruit gaussien, stationnaire, très large bande .
Le filtre choisi est un filtre de bande de fréquence centrale
fo . La densité spectrale de puissance de B (t) est essentielle-
ment contenue dans la bande f 0 ± 1 260 Hz. La figure 4
montre le module du spectre de S (t) + gB (t) où g est un
gain choisi ici égal à un ; la puissance du bruit B (t) étant
par ailleurs normalisée à un (6B = 1) .

1000

_J .
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

Fréquences en Hz

Figure 2 . - Module du spectre de So.

3000 4000 5000

Fréquences en Hz

Figure 3. - Module du spectre de S .

6000 7000

2000 3000 4000 5000 6000 7000
Fréquences en Hz

Figure 4. - Module du spectre de S (t) + gB (t).
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5.4 . MÉTHODE CLASSIQUE : DÉTECTION D'ENVE-
LOPPE

Cette méthode consiste à introduire simultanément les deux
signaux a (t) = cos 2 'rf 0 t et b (t) = sin 2 i7f 0 t, définis
sur le support AT, et nuls pour t - AT. Le traitement du
signal consistera à évaluer le carré de l'enveloppe que nous
notons

E(t) = [(S+gB)*a12+ [(S+gB)*b12 .

g est un paramètre dont le réglage permet de faire évoluer le
rapport signal à bruit .

5 .5. TRAITEMENT DU SIGNAL PROPOSÉ

La méthode proposée consiste à calculer tout d'abord les
vecteurs X0 , X 1 , . . . . X 20 de dimension vingt et une, de la
matrice R. 1 l' 0 . R0 représente ici la matrice de variance-
covariance du bruit B (t) de puissance 1, et F o la matrice de
variance covariance normalisée, obtenue à partir de la
moyenne des fonctions d'autocorrélation des impulsions .
Cette moyenne arithmétique a été réalisée sur quarante
impulsions distinctes . Le suite des vecteurs X 0 , X 1 , . . . . X20
a été organisée de telle façon que µ o ` µl > . . . ~:- µ2o .
Seules les valeurs propres numérotées de 0 à 13 sont
supérieures à un. Chacun des filtres associés à ces valeurs
propres augmentera le rapport signal sur bruit. Nous
réalisons ensuite une série de filtrage pour obtenir les

13 2

	

µ(
signaux z i = (S + B) * X . puis le signal T =

	

zi	
0

	

1+µ;

5.6. RÉSULTATS

Les figures 5 et 6 montrent respectivement les résultats du
traitement par les deux méthodes . La figure 5 montre la
forme générale de E (t) pour une réalisation particulière du
bruit avec g = 2, ce qui correspond à un rapport signal sur

1

	

à kààil. .Jd .JYL ,l .
50

50

100

100
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Figure 5. - E(t).
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Figure 6. - T(t).
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bruit de - 6 dB avant le traitement . La figure 6 montre Les figures 9 et 10 montrent l'évolution de ces mêmes
pour la même réalisation de bruit, le graphe de T(t) . On probabilités pour un rapport signal sur bruit de - 6 dB.
constate visuellement une amélioration qui se reproduira
systématiquement lorsque l'on effectue ces mêmes traite-
ments avec d'autres réalisations de bruit. C'est cette
amélioration que nous allons chercher à quantifier en
termes de probabilités de détection et de fausse alarme .

Par simulation, nous pouvons évaluer l'importance du bruit
seul, en injectant en entrée des deux traitements, le bruit

L

gB et calculer les fonctionnelles QE = 1

	

E(t) dt et

	

0,8
0

J
T

L

	

0.6-
QT = L

	

T (t) dt .

	

v
0

	

0.4-

E(t) et T(t) étant des bruits stationnaires et ergodiques le
temps d'intégration L doit être le plus long possible .

	

0.2

L'expérience est réalisée de telle sorte que l'on s'assure
d'une bonne convergence statistique des mesures .
Lorsque le signal en entrée des deux traitements est
S + gB, le rapport signal sur bruit en entrée est alors de
20 log (g) . Nous décidons d'introduire les deux seuils
DE = au 2 et DT = aiT et de calculer pour un même a dans

	

1
les deux cas, une estimation de la probabilité de détection
et de la probabilité de fausse alarme . Nous procédons par

	

0" 8
comptage de dépassements de seuils et ceci sur un nombre

0 .6,
suffisant de réalisations pour assurer une précision de 5
pour 100 .

	

0 .4

Les figures 7 et 8 montrent l'évolution en fonction du choix
des seuils (exprimés par le paramètre a), des probabilités

	

0.2
de détection et de fausse alarme, et ceci pour un rapport
signal sur bruit de 0 dB en entrée .

	

®2

0 .8-

0 .6 `~

0 .4-

0 .2 .

1

0 .8

0 .6

0.4

0.2

02

3

3

a

5

	

6

	

7 --- 8 --- 9

	

10

Figure 7 .

Méthode Proposée SIB =-0dB

0

t

4

Méthode Classique SIB =-0dB

5

	

6

Figure 8.

7 8 9
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Les figures 11 et 12, pour un rapport signal sur bruit de
- 20 dB, montre l'évolution de ces probabilités lorsque
l'on utilise le traitement préconisé .

0 .8-

0 .6

0 .4-

0 .2 .

0.8

0.6

0.4

0.2

3
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Méthode Classique SB =-6.021 dB

4

	

6

Figure 9 .

4

4

5

	

6

Figure 10 .

Méthode Classique S/B = 20 dB

Figure 11

Méthode Proposée SB =-20 dB

Figure 12 .
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Méthode Proposée S/B =-6 .021 dB
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Les courbes en trait plein représentent les probabilités de
détection, celles en pointillées les probabilités de fausse
alarme en fonction du seuil a porté sur l'axe des abscisses .

6. Conclusion générale de l'étude.

L'idée essentielle a été de remplacer le message utile
S (t) par une fonction aléatoire { S (t, k ) } , dont les réalisa-

tions caractérisent « l'objet » à détecter .

De l'optimisation du rapport signal à bruit découle l'intro-
duction d'une base vectorielle particulière dans laquelle les
composantes du bruit sont décorrélées et de même puis-
sance ; dans cette base les composantes du signal sont
également décorrélées. Le choix des composantes pour
lesquelles le rapport signal à bruit est supérieur à un devient
immédiat. Ce choix facilite donc, comme en témoigne

Extension de la notion de filtre adapté
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l'illustration présentée, aussi bien la conception de détec-
teurs que celle de filtres réjecteurs de bruit .

Manuscrit reçu le 25 février 1992 .
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