1. formule d’inversion
de Denton

1.1. idée générale et hypothéses

Cette méthode est basée sur une généralisation de la formule de
rétroprojection filtrée qui peut s’appliquer a des projections 1D
ou 2D, paralleles ou divergentes :

flr) :/(/pT(r')'y(rT,r’) kg(r’)dr’> ki(r,7)dQ (1)

avec
p- (') projection dans la direction T au point 7/,

ko (r') terme correctif sur les projections,

k1(r, 7) facteur de pondération par la rétroprojection,
~(r;,r’) noyau de convolution,

r; projection du vecteur r dans la direction .

1.2. principe de la méthode

On adapte cette formule dans le cas d’une reconstruction 3D a
partir de projections divergentes, en prenant les facteurs correctifs
suivants :
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ol les coordonnées dans le plan de projection sont ramenées au
plan passant par I’origine O, (ce qui revient & poser, D = D et
D2 = 0)

1.3. description sommaire
de "algorithme

L’ algorithme peut se décomposer de la fagon suivante :

— Correction des projections par le rapport de la distance
source/détecteurs sur la distance de la source au point courant
de la projection :
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A. Méthodes analytiques

— « Pseudo convolution » 2D des projections corrigées :
pel0 = [ 5) : @
4 T W —r —IAr /D)3

— Rétroprojection pondérée des projections «pseudo con-
voluées » :
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Le facteur de pondération intervenant dans la rétroprojection peut
s’interpréter géométriquement en fonction de la position du point
courant de reconstruction M. Pour chaque position S de la source,
il est égal au cube du rapport de la distance de la source a P, la

projection conique du point M, sur la distance de la source au
point M, |SP||3/||SM|]3.

1.4. caractéristiques de la méthode

Cette formule est exacte dans le cas oll la source se déplace sur
la surface d’une sphere. Comme toutes les méthodes analytiques,
elle nécessite un grand nombre de vues.

On peut I’approcher en remplagant la « pseudo convolution » par
une convolution en négligeant le terme croisé IA#'/D. On con-
volue alors les projections avec un noyau en 1/r3. I approxima-
tion est acceptable, lorsque la distance source—détecteurs D est
assez grande.

1.5. implantation

Ce résultat est théorique. Une formule de discrétisation est décrite
dans I’article, mais a notre connaissance, I’ algorithme n’a pas été
implanté.

1.6. remarques complémentaires

La méthode de Feldkamp (cf. Fiche A5) peut &tre considérée
comme une version simplifiée de cette formule utilisant une con-
volution des projections dans le cas d”un cercle de points—sources.
Toutefois, le filtre proposé par Feldkamp pour la convolution est
différent.
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Méthodes analytiques

2. filtrage

de la rétroprojection

2.1. idée générale et hypotheses

Gullberg a montré que la rétroprojection de toutes les projections
divergentes 1D d’une image 2D (projections « Fan Beam ») est
égale 2 une convolution de I'image originale avec un noyau en
1/r. I en résulte un algorithme de reconstruction connu sous le
nom de «Rho filtered Layergram », oll ’on effectue un filtrage
2D sur la rétroprojection. L’idée est de généraliser ce théoréme de
la rétroprojection pour la reconstruction d’une image 3D a partir
de projections divergentes 2D.

2.2, principe de la méthode

La méthode est basée sur le résultat théorique suivant : la rétro-
projection pondérée des projections corrigées B'p est égale a une
convolution tridimensionnelle de 1’image avec un noyau en 1/72,
Le facteur de pondération de la rétroprojection est égal au rapport
entre la distance source—centre de rotation et la distance source—
point courant :

Bl ~ [ ) i 1)

B p(r) = (f %2 h)(r) avec h(r) = 1/r" 2

La formule de reconstruction est alors donnée par :

[ =F3;"(F3(B'p)(R) - |R||) 3)

2.3. description sommaire
de l'algorithme

La relation (AS) peut étre décomposée en :

Dy

— L (r,)dQ, 4
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B'p(r) =

avec D
/ r/ =p, l‘/ e
P(r') = pr(r') NI

L’algorithme est décrit par le séquencement suivant :

®)

1) Pour chaque angle de vue, calcul de la projection corrigée en
utilisant (5) (la correction consiste & multiplier la projection par
le rapport entre la distance source—détecteurs et la distance de
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la source au point courant de la projection), puis rétroprojection
pondérée de la projection corrigée (par (4)).

2) Déconvolution 3D du résultat (par (3)) : transformation de
Fourier 3D du résultat apres avoir bordé celui—ci de zéro, mul-
tiplication par le filtre, puis transformation de Fourier inverse et
sélection de la zone centrale.

2.4. caractéristiques de la méthode

Cette méthode nécessite un nombre important de points—sources
répartis sur la surface d’une sphére. Cette méthode est robuste par
rapport & un bruit additif gaussien.

2.5. implantation

Cet algorithme a été effectivement implanté sur divers calcula-
teurs. Il a en particulier été vectorisé sur un calculateur vectoriel
(CYBER 205 et ETA10, de Control Data). Il a été appliqué a des
données simulées et expérimentales acquises par GE CGR.

2.6. remarques complémentaires

[’ algorithme a été testé pour 3 types de répartition de points—
sources : une sphére, un cercle, 2 circonférences orthogonales.
La méthode est exacte seulement dans le premier cas. Lorsque
la divergence est trés importante, les résultats obtenus dans le
cas d’un cercle ou de 2 circonférences orthogonales présentent
beaucoup d’artefacts a la périphérie de ’objet. En revanche,
lorsque la divergence est faible (< 10°), si 1’on adapte le filtre de
reconstruction (utilisé dans (A7)), la méthode donne une bonne
approximation de I’objet. L’analyse de la réponse impulsionnelle
du systéme pour ces trois cas d’acquisition est décrite dans [4].

BIBLIOGRAPHIE

[1] F. Peyrin, « The generalized back projection theorem for cone beam projection
data », IEEE Trans. on. Nucl. Sciences, vol. N§-32, 1985, pp. 1512-1519.

[2] G.T. Gullberg, « The reconstruction of Fan Beam Data by filtering the back—
projection », Computer Graphics and Image Processing, vol. 10, 1979,
pp. 30-47.

[3] E. Peyrin, « Méthodes de reconstruction d’images 3D a partir de projections
coniques de rayons X », These d’Etat INSA/Université Lyon I, 1990.

[4] E Peyrin, R. Goutte, M. Amiel, « Analysis of a cone beam X-ray tomographic
system for different scanning modes », Journal of Optical Society of America
A, Index 576, 1992, pp. 1553-1563.

Traifement du Signal - Volume 13 - n® 4 — Supplément 1996



3. approximation
multicoupes éventail

3.1. idée générale et hypothéses

L’idée est de se ramener a une séquence de reconstructions 2D
par rétroprojection filtrée. Pour cela, on néglige partiellement la
divergence du faisceau, en assimilant le faisceau conique a un
ensemble de faisceaux en éventail (Fan—-Beam) paralleles.

3.2. principe de la méthode

Supposons que la source décrive la circonférence d’un cercle dans
le plan y0z. Le faisceau conique est assimilé & un ensemble de
faisceaux en éventail paralleles an plan y0z. Chaque plan, d’ab-
scisse ., de la matrice 3D est alors reconstruit par 1’algorithme
de rétroprojection filtré 2D, adapté a la géométrie éventail.

3.3. description sommaire
de l'algorithme

Pour chaque plan z = z,, de la matrice 3D :

Pour chaque angle 0 :
— approximation de la projection éventail de ce plan & partir des
projections coniques :

. D
p@(r) - p9($0 Ev T)v
— correction et filtrage de la projection approchée,

— rétroprojection pondérée.
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3.4. caractéristiques de la méthode

La reconstruction est exacte uniquement dans le plan central
(xz = 0). La formule de reconstruction est approchée aussi bien
au niveau de la rétroprojection, qu’au niveau du filtrage.

Les artefacts provoqués par 1’approximation dépendent de la
forme de I’objet reconstruit et sont plus sévéres a la périphérie
de I’objet (des que I’angle entre le plan de la source et le plan de
la section reconstruite dépasse environ 3°).

Cette méthode est utilisable si la divergence du faisceau est tres
faible (inférieure a 7°-8°).

3.5. implantation

Cette méthode a été implantée en particulier sur le DSR (Dynamic
Spatial Reconstructor) de la Mayo Clinic, aux USA [1].

3.6. remarques complémentaires

Cette méthode est algorithmiquement trés efficace, mais utilisable
seulement quand la divergence du faisceau est trés faible.
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Méthodes analytiques

4. algorithme TTR :
réorganisation
des données coniques
et rétroprojection
des projections filtrées

4.1. idée générale et hypothéses

L’idée est de réorganiser I’ensemble des projections coniques (di-
vergentes) en un ensemble de projections cylindriques (paralleles)
lorsque la source de rayons X balaye la surface d’une sphere. Les
projections paralleles correspondent au cas—limite des projections
coniques lorsque la distance source-centre de I’objet tend vers I'in-
fini. A partir des projections paralleles (2D), I’'image est obtenue
par rétroprojection des projections 2D filtrées.

4.2. principe de la méthode

Dans le cas de projections paralicles, la rétroprojection des
projections Bp est égale a une convolution tridimensionnelle de
I’image avec un noyau en 1/72 :

Bp(r) = (f *3 h) avec h(r) = 1/r? 0))

En utilisant la transformation de Fourier 3D, on obtient une for-
mule de reconstruction généralisant le « Rho filtered Layergram »
(cf fiche A2) -

f=F5' (Fs(Bp)(R) - |R]|) Q)

En utilisant une généralisation du théoréme de la projection aux
images 3D, on peut récrire cette relation sous la forme :

f(r) = B{(p*2 k)(r) avec F2k(R) = ||R|| 3)
ol k(r) est un filtre bidimensionnel tel que :

Fak(R) = |R|| (4)

4.3. description sommaire
de l'algorithme

L’algorithme TTR se déroule en deux étapes :
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1) Réorganisation des données : estimation des projections par-
alleles a partir des projections coniques.

2) Pour chaque projection paralléle estimée,
— convolution 2D avec un filtre & satisfaisant la relation (4)
~ rétroprojection 2D du résultat.

4.4, caractéristiques de la méthode

Cette méthode nécessite un nombre important de points—sources
répartis sur la surface d’une sphere. Par ailleurs, le « réarrange-
ment » des données, pour passer des projections coniques aux
projections paralleles, nécessite un certain nombre d’approxima-
tions et d’interpolations.

4.5. implantation

Cette méthode a été effectivement implantée, et appliquée a
diverses simulations. Elle peut étre utilisée en tomographie par
émission de positons (TEP).

4.6. remarques complémentaires

Cette méthode a été étendue afin de pouvoir travailler directement
a partir de projections coniques dans [3]. Elle fait intetvenir un
filtre variant spatialement, qui est approché lors de I’implantation
par un filtre spatialement invariant. Elle a I’avantage d’éviter
I"étape de réorganisation des données et donne ainsi des résultats
supérieurs 2 1’algorithme TTR original.
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5. reconstruction 3D
en géométrie conique
par filtrage -
rétroprojection

5.1. idée générale et hypothéses

I1s’agit d’une généralisation empirique de I’algorithme de recon-
struction 2D en géométrie éventail, dans le cas d’une trajectoire
d’acquisition circulaire de la source X.

5.2. principe de la méthode

Pour chaque incidence de mesure, chaque point du volume a
reconstruire définit un plan unique passant par la source et
contenant la tangente a la trajectoire. La contribution a ce point
est calculée comme s’il s’agissait d’une reconstruction 2D en
géoméltrie éventail, en assimilant ce plan au plan de rotation de la
source.

5.3. description sommaire
de I'algorithme

Supposons que la source décrive la circonférence d’un cercle
dans le plan y0z. Considérons les projections p!. pondérées par
le rapport de la distance source—origine a la distance de la source
au point courant de projection ||SO||/||SP|| :

/ ! / ‘D
pr(r') = p(r') NG 0}

ou les coordonnées dans le plan de projection sont ramenées au
plan passant par I’origine O.

Si les projections p, définissent la transformation rayons X, les
projections corrigées p/. définissent la transformation rayons X
pondérée.

La premiére étape est de filtrer chaque ligne du détecteur parallele
a la trajectoire par le filtre rampe classique monodimensionnel & :

Pr(r') =P (&, y) g k(y) o Fik(Y)=1Y| (2

ol *, représente 1’opérateur de convolution par rapport a la
variable y.
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La deuxieéme étape est une rétroprojection pondérée, en chaque
point de I’objet :

27
1 . D?
f(’)zi'/pr("r)' mda 3)
O=o0

ol r. est la projection conique de r sur le plan des détecteurs. Si

r = OM, le facteur de pondération est égal au carré du rapport
de la distance de la source a la projection conique du point M,
sur la distance de la source au point M, ||SP||?/||SM]|2.

5.4. caractéristiques de la méthode

— L’algorithme est simple & mettre en ceuvre.
— La méthode est approchée.

— Plusieurs publications étudient les distorsions obtenues quand
on applique cette méthode; pour réduire ces artefacts, son utilisa-
tion doit se limiter a de faibles ouvertures angulaires.

5.5. implantation

C’est la méthode la plus utilisée. Elle a été appliquée aux divers
types de tomographes X, pour I’imagerie médicale comme pour
le contrdle non destructif, et & la tomographie d’émission gamma
en géométrie conique. Le LETI I'a mise en ceuvre dans le logiciel
EVEGEN.

5.6. remarques complémentaires

— L’algorithme est exact dans le cadre d’une trajectoire d’acqui-
sition linéaire [3].

— Généralisation au cas de trajectoires d’acquisition ellipsoidale
[4], [5] et hélicoidales [6].
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6. reconstruction 3D
en géométrie conique
via la transformation
de Radon

6.1. idée générale et hypothéses

En dimension 3, I’ensemble des droites rencontrant la trajectoire
d’acquisition est décrit par trois parametres alors que 1’ensemble
des droites passant par le support de I’objet en nécessite quatre.
Aussi, il n’est pas possible d’effectuer directement un changement
de coordonnées. En revanche, les ensembles de plans rencontrant
respectivement la trajectoire et le support de I’objet sont décrits
par trois parametres, et sont ainsi bien adaptés pour réaliser le
réarrangement en dimension 3. La transformation de Radon 3D
affecte une valeur intégrale a chacun de ces plans.

6.2, principe de la méthode

La méthode repose sur une formule exacte reliant la transformée
rayons X, X f, a la dérivée premigre de la transformée de Radon,
R’f [1,2]. Pour retrouver la fonction originale f, il reste a
inverser R’ f. Une autre solution est d’utiliser la transformée de
Hilbert de cette dérivée premiere HR'f [3]. Mais ceci impose
des filtrages globaux sur les projections, alors que la premicre
approche n’utilise que des filtrages locaux.

6.3. description sommaire
de l"algorithme

Pour chaque position de source 9, I’opération principale consiste
a sommer les dérivées premigres de la projection le long de la
droite d’intersection de chaque plan avec le détecteur. La dérivée
premiére R’ f de la transformée de Radon est reliée aux mesures
par la relation :

2
R 50s . mm) . NOSIZ_ 0¥

~JosaaZ oy (S,m) (0

ol (OS - n,n) sont les coordonnées normales du plan de somma-
tion dans le repére d’origine O; Y f représente la transformation
rayon X pondérée et SY f la sommation de Y f le long de la droite
d’intersection de ce plan avec le plan de détection; 9/9p’ sym-
bolise la différenciation perpendiculairement a cette droite. Apres
avoir procédé ainsi pour chaque incidence de mesure, I’opération
de réarrangement redistribue ces valeurs intégrales associées a
chaque plan, du systeme de coordonnées sphériques du domaine
de Radon. On réalise aussi I’interpolation de la zone d’ombre du
domaine de Radon, liée aux plans qui ne coupent pas le trajectoire.
Le calcul de la fonction f se termine par I’inversion de la dérivée
premiére de la transformée de Radon, R’ f. La premigre étape est
une opération de convolution— rétroprojection sur chaque plan
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méridien du domaine de Radon :

1 [ %Ry
42 dp?

6=o0

HDX (¢, B) = (OB -n(0,9),n(0,¢))-sin 6do

2
La deuxieme étape est une rétroprojection sur chaque plan axial
transverse :

F(M) = / HDX f(p, B(p, M) dg 3)

oll B(yp, M) est la projection orthogonale de M sur le plan
méridien de longitude ¢.

6.4. caractéristiques de la méthode

La méthode est exacte si la trajectoire d’acquisition décrit tous les
plans passant par le support de I’ objet. Dans le cas d’ une trajectoire
circulaire, il est possible de combler par interpolation la zone
d’ombre du domaine de Radon, liée aux plans qui ne rencontrent
pas la trajectoire. Ceci atténue les distorsions, permettant ainsi de
travailler avec des ouvertures du cone d’irradiation plus grandes.
L’algorithme se décompose en un enchainement de traitements
élémentaires bidimensionnels parallélisables. L'utilisation d’un
espace intermédiaire nécessite plus d’espace—mémoire et plus de
calculs.

6.5. implantation

Le logiciel correspondant, appelé RADON, a été développé au
LETI (Fortran 77). Les principaux projets d’application sont : la
radiologie tridimensionnelle (projet MORPHOMETRE en col-
laboration avec GE-CGR); le controle voludensitométrique de
céramiques (projet européen BRITE EVA en collaboration avec
INTERCONTROLE); la tomographie d’émission gamma avec
collimateur conique (projet TOMOCONIC en collaboration avec
SOPHA MEDICAL).

6.6.

—Reconstruction a partir de deux trajectoires circulaires inclinées,
par imbrication des domaines de Radon associés [4];

— Reconstruction d’une région d’intérét a partir de deux acquisi-
tions, I’une globale sur tout I’objet, et I’autre a fort grossissement,
focalisée sur la région d’intérét (Grangeat P. et al, Demande de
brevet francais, n1°9211148 du 18/09/1992.)

remarques complémentaires
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