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Résumé et mots clés
Cet article propose quelques améliorations de l’algorithme haute résolution linéaire SWEDE pour l’estimation
de retards de propagation dans un contexte de bruit quelconque. La première amélioration consiste à modifier
le procédé initial de blanchiment du bruit proposé par Eriksson et al. La nouvelle méthode ainsi 
obtenue est appelée FBD-SWEDE pour Full Block Diagonalization-SWEDE. La seconde amélioration introduit
l’algorithme ESPRIT dans le formalisme de SWEDE, réduisant ainsi le temps de calcul. Nous appelons cette
méthode FBD-G-ESPRITWED pour Full Block Diagonalization-Generalized-ESPRIT Without Eigen Decomposition.
Les résultats de simulation concernent la mesure d’épaisseur de matériaux de génie civil à l’aide d’un radar
en ondes centimétriques. Ils montrent que la résolution temporelle des deux méthodes proposées est 
supérieure à celle de la méthode HR linéaire initiale, SWEDE.

Méthodes haute résolution linéaires, estimation des temps de retard, bruit quelconque, GPR.

Abstract and key words

The high-resolution spectral analysis methods such as MUSIC and ESPRIT have been proposed in the eighties to 
improve the resolution capability of the conventional spectral analysis methods (FFT). They are based on the 
eigendecomposition of the data covariance matrix and could be used either for pure frequency, direction-of-arrival (DOA)
or time delay estimations (TDE).
In the nineties, the subspace methods called « Linear» such as BEWE, PM and SWEDE have been proposed. They only
use linear operations on the data and do not require the costly eigendecomposition of the covariance matrix. They are
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better suited to process large data size or to perform real time applications. These methods have been especially 
developed in array signal processing.
This paper focuses on the linear high resolution SWEDE algorithm by Eriksson et al., because, on one hand, its principle
is a generalization of the PM and BEWE algorithms, and on the other hand, this method allows to develop linear versions
of the ESPRIT method in the case of an arbitrary noise.
In this paper, two improvements of the SWEDE algorithm are proposed for estimating the time delays within a signal
with an arbitrary noise.
The received signal is composed of the sum of K backscattered echoes from each interface. Each echo is a time shifted
copy of the emitted radar pulse e(t). Then, the received signal can be written as indicated in (1). In the frequency
domain, the received signal is a linear combination of cisoids modulated by the radar pulse ẽ(f ). This frequency form is
suitable to perform the time delays estimation with spectral analysis techniques. For N discrete frequencies within the
bandwidth B, the received signal is written in the matrix form as shown in (3), where Λ is the diagonal matrix whose
diagonal elements are the Fourier Transform ẽ(f ) of the radar pulse e(t). Thereafter, the covariance matrices of the
data vector are written as indicated in (4).
At first, the SWEDE algorithm is adapted to TDE by taking into account the shape of the radar pulse ẽ(f ) in the 
mathematical formulation. The SWEDE algorithm is based on the partitioning of the mode matrix A into three
sub-matrices (5). When we take into account the radar pulse in the SWEDE method, the principle consists in partitioning
the matrix Λ into three sub-matrices Λ1, 2, 3 as shown in section 3. Then, the orthonormal projector is calculated and
defined in equation (13). The time delays are found by searching the maximum of the cost function or pseudo-spectrum
defined in equation (14). The orthonormal projector is obtained from three off-diagonal blocks of the observation 
covariance matrix, Γ12,Γ13 and Γ23. Therefore, the SWEDE method is not disturbed if the noise covariance matrix is
block-diagonal. In the general case when the noise covariance matrix Σ is any positive-definite hermitian matrix,
SWEDE requires a preliminary whitening which consists in multiplying the data vector r by the matrix Σ−1/2, such as
y = Σ−1/2r . This method requires a great number of operations (i.e. about N2) and implies a computational burden too
important for real time applications.
To reduce the computational burden, Eriksson et al. have proposed a noise whitening technique which only requires
O(NK ) arithmetic operations. The data r are then multiplied by the matrix Q defined in equation (19). The new noise
covariance matrix Σw after whitening shows a non null off-diagonal block element Σ12 which may result in a biased
time delay estimation.
To overcome this drawback in the case of an arbitrary noise, two improvements of the linear high resolution algorithm
SWEDE are proposed for estimating the time delays. The first one aims at improving the original noise whitening 
technique proposed by Eriksson et al.. We propose to use a new whitening method allowing the Full Block
Diagonalization of the noise covariance matrix. This new whitening method combined with the SWEDE algorithm gives
the new method called FBD-SWEDE for Full Block Diagonalization-SWEDE. FBD-SWEDE uses the new matrix Q defined
in equation (24) and allows to cancel out the off-diagonal block element Σw

12. In a context of an arbitrary noise, the
SWEDE algorithm can then be applied to these new preprocessed data and achieve unbiased estimation.
In pratice, the estimation of time delays is deduced from the positions of the maxima in the pseudo-spectrum. Due to its
extensive dynamic range, a high sampling rate is required to accurately describe the pseudospectrum variations and to
locate the positions of the maxima. This last step of the algorithm increases substantially the computational time.
In the case of an arbitrary noise, the second proposition consists in using ESPRIT in combination with SWEDE in order to
make the estimation more efficient. Thus, we obtain a new algorithm called FBD-G-ESPRITWED for Full Block
Diagonalization-Generalized-ESPRIT Without Eigen Decomposition. In comparison with the conventional ESPRIT 
algorithm, FBD-G-ESPRITWED does not require the eigendecomposition of the data covariance matrix, but needs the
eigenvalues of the K × K similar matrix H. Besides, in comparison with SWEDE, FBD-G-ESPRITWED does not require
the pseudo-spectrum calculation, it allows a direct estimation of time delays. The principle of FBD-G-ESPRITWED is
based on, on one hand, the equations (35)-(37) and the diagonal matrix Φ, and on the other hand, on the noise 
whitening method proposed in the FBD-SWEDE method. As for the ESPRIT algorithm, the time delays can be estimated
directly from the diagonal elements of the matrix Φ. However, the matrix Φ is not estimated directly from the data. The
principle is to retrieve the phase shifts of Φ from the off-diagonal block matrices of the data covariance matrix as
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1. Introduction
Les méthodes d’analyse spectrale Haute Résolution (HR)
basées sur la décomposition en éléments propres de la matrice
de covariance des observations (MUSIC, Min-Norm et
ESPRIT) sont apparues dans les années 80. Elles permettent
d’atteindre un pouvoir de résolution bien supérieur à celui des
méthodes conventionnelles. Elles peuvent être utilisées pour
l’estimation de fréquences pures [1]-[8], de directions d’arrivée
(DDA) [4]-[8] et de retards de propagation (TDE) [9]-[17], à
partir de l’observation d’un signal dans du bruit. 
Les années 90 ont vu l’émergence d’une nouvelle famille d’al-
gorithmes HR à sous-espaces, appelée « linéaire ». Tout en
conservant des performances haute résolution, les méthodes à
sous-espaces linéaires telles que BEWE, PM, OPM et SWEDE
[11, 12], ([8], chap. 5), [13] sont d’une plus grande simplicité
calculatoire : elles n’impliquent que des opérations linéaires sur
les données et ne nécessitent plus de décomposition en éléments
propres de la matrice de covariance des observations. En consé-
quence, elles sont potentiellement applicables en temps réel ou
du moins, mieux adaptées au traitement d’un grand volume de
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données. Ces méthodes HR linéaires ont surtout été dévelop-
pées dans le domaine de la goniométrie [11, 12], ([8], chap. 5),
[13, 14, 15]. Parmi les méthodes HR linéaires de la littérature,
on s’intéresse à l’algorithme SWEDE de [11] car, d’une part,
son principe de fonctionnement est une généralisation des algo-
rithmes PM et BEWE [13] et d’autre part, il permet de déve-
lopper des versions linéaires de la méthode ESPRIT en présence
d’un bruit quelconque.
En premier lieu, l’algorithme SWEDE est adapté pour une
application radar dans un contexte de bruit quelconque en vue
d’estimer les retards de propagation (TDE), en prenant en
compte la forme de l’impulsion dans le formalisme de l’algo-
rithme. Ensuite, nous proposons deux améliorations de l’algo-
rithme SWEDE. La première est née du constat que la procé-
dure de blanchiment du bruit, initialement proposée dans [11],
n’est pas optimale, introduisant un biais sur l’estimation des
paramètres dans certaines configurations de bruit. Cet inconvé-
nient est corrigé en utilisant une méthode de blanchiment qui
permet la diagonalisation totale de la matrice de covariance du
bruit. La seconde amélioration consiste à diminuer la com-
plexité calculatoire des algorithmes ESPRIT et SWEDE dans
un contexte de bruit quelconque, en combinant le principe de

shown in the equations (37) to (42). In the case of an arbitrary noise, the data are firstly multiplied by the matrix Q
defined in equation (24). Thus, the three off-diagonal block matrices Γw

12, Γw
13, Γw

23 of the modified data covariance
matrix are not affected by the noise. Then, the matrices Y, H are estimated from eqn. (42) and (41) respectively. The K
first eigenvalues of the matrix H are then calculated and the time delays are estimated from the arguments of the
eigenvalues of H. In comparison with the SWEDE algorithm, FBD-G-ESPRITWED is optimal. The proposed method is
based on the two block elements of the modified data covariance matrix (Γw

13, Γw
23) which are not affected by the noise.

To assess the performance of the proposed algorithms, FBD-SWEDE and FBD-G-ESPRITWED are compared with the
conventional SWEDE algorithm. They are tested on simulated data to measure the layer thickness of civil engineering
materials. The simulated data obey to the model in eqn. (3). The power of the two sources are fixed to 0 and –6 dB 
respectively. The performance is established with a Monte Carlo process which consists of 500 independent runs of the
algorithms. For each run, the correlation matrix is estimated from M = 200 independent snapshots, from which the
various algorithms perform the estimation of the thickness and the failure test. The generated noise is correlated,
resulting in a non diagonal covariance matrix. Figures (1), (2) and (3) show the failure rate and the standard deviation 
on the estimated thickness with regards to the SNR, for the three algorithms : SWEDE, FBD-SWEDE and FBD-G-ESPRIT-
WED. As expected, the performance improves with increasing SNR. Figures (4) and (5) show how the B ∆ τ product
affects the performance of the algorithms at medium SNR (20 dB). The performance also improves with increasing
B ∆ τ. The simulations show that FBD-G-ESPRITWED has the best resolution power and the best noise robustness.
However, FBD-SWEDE shows the smallest standard deviation. The results show that FBD-SWEDE has the best trade-off
between the resolution power and the accuracy on thickness estimation. In practice, according to the requirements of
the radar application, the user may prefer FBD-G-ESPRITWED to achieve the best resolution capability, or FBD-SWEDE
to obtain the best accuracy on the thickness estimation. Finally, this article shows that the time resolution of the two
proposed methods is better than that of the initial linear subspace method, SWEDE.

Linear high-resolution methods, Time delays estimation, arbitrary noise, GPR.
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fonctionnement de ces deux méthodes. On obtient ainsi un nou-
vel algorithme, appelé FBD-G-ESPRITWED pour Full Block
Diagonalization-Generalized-ESPRIT Without Eigen
Decomposition, qui généralise le travail initialement proposé
par [16] en traitement d’antennes à l’algorithme SWEDE en
présence d’un bruit quelconque.
À l’instar de [11], les modifications proposées supposent que la
matrice de covariance du bruit est connue ou mesurable. Dans
cet article, ces méthodes sont étudiées dans un contexte d’un
bruit quelconque en vue d’estimer les retards de propagation
(TDE), afin de mesurer de fines épaisseurs de revêtements rou-
tiers, à l’aide d’un système radar géophysique impulsionnel
(Ground Penetrating Radar, GPR), fonctionnant dans le
domaine des ondes centimétriques. Actuellement, la résolution
temporelle des GPR s’avère insuffisante pour satisfaire le
contrôle de nouveaux revêtements routiers de type BBUM
(Béton Bitumineux Ultra Mince) et BBTM (Béton Bitumineux
Très Mince) qui ont une épaisseur de l’ordre de 1 à 2 cm et de
2 à 3 cm respectivement. En effet, l’épaisseur minimale esti-
mable est de l’ordre de 5 cm environ avec un GPR convention-
nel ayant une bande de fréquences de 2 GHz. 
Cet article s’inscrit dans le cadre de la démarche initiée dans
[17], pour améliorer les performances de radars conventionnels
GPR à partir de méthodes de traitement du signal Haute
Résolution. Notons que les résultats de cet article ont été par-
tiellement présentés dans [18] et [19].

2. Modèle 
des observations TDE
La chaussée est considérée comme un milieu stratifié, composé
de K − 1 couches homogènes de faible contraste diélectrique,
dont on néglige la rugosité de surface aux fréquences usuelles
(1 à 2 GHz). Chaque couche est composée d’agrégats qui sont
inclus dans une matrice de matériau homogène [20, 21]. La
dimension des agrégats (dont le diamètre est au plus de 2 cm)
est supposée plus petite que la longueur d’onde du signal radar
aux fréquences usuelles du GPR. Ainsi, chaque couche peut être
considérée comme un milieu homogène, caractérisée par son
épaisseur et sa constante diélectrique. En configuration standard
de mesures radar, i.e. radar monostatique en champ lointain à
incidence normale, chaque interface du milieu donne lieu à une
onde réfléchie. Si le milieu est à faibles pertes, les différents
échos sont simplement des copies retardées de l’impulsion radar
e(t). Le signal reçu r(t) est alors la somme de K échos
e(t − Ti ), dont les amplitudes si sont proportionnelles aux coef-
ficients de Fresnel de chaque interface du milieu, et d’un bruit
additif b(t) :

r(t) =
K∑

i=1

si e(t − Ti ) + b(t) (1)
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Dans le domaine fréquentiel, le signal reçu est une combinaison
linéaire d’exponentielles complexes (cissoïdes) modulées par la
transformée de Fourier de l’impulsion radar, auquel s’ajoute un
bruit additif :

r̃( f ) =
K∑

k=1

sk ẽ( f )e−2 jπ f Tk + b̃( f ) (2)

Dans cette expression, le terme .̃ représente la transformée de
Fourier du signal temporel reçu. Si N désigne le nombre de fré-
quences dans une bande B, le vecteur des observations r peut
s’écrire sous la forme matricielle suivante :

r = ΛAs + b (3)

avec les notations suivantes :
- r = ( r̃( f1) r̃( f2) · · · r̃( fN ) )T : vecteur des observations
de dimension (N ,1) . Ce vecteur représente indifféremment le
résultat de la FFT d’un signal radar impulsionnel (GPR) ou des
mesures obtenues avec un radar à saut de fréquences. Pour sim-
plifier, on considère par la suite que les fréquences sont équies-
pacées de � f ; 
- Λ = diag(̃e( f1),̃e( f2),...,̃e( fN )) : matrice diagonale de
dimension (N ,N ) comportant la transformée de Fourier de
l’impulsion radar e(t) ;
- s = ( s1 s2 · · · sK )T : vecteur d’amplitudes complexes
aléatoire des échos de taille (K ,1) , dont les différentes compo-
santes peuvent être corrélées, voire totalement corrélées. Dans
cette dernière situation des méthodes de moyennage en sous
bande [9, 10, 17] peuvent être utilisées pour réduire la corréla-
tion entre les composantes ; 

- A = ( a(T1) a(T2) · · · a(TK ) ) : matrice des vecteurs
modèles de dimension (N ,K ) , dont les colonnes représentent
les vecteurs modèles ;

- a(Ti ) = ( e−2 jπ f1Ti e−2 jπ f2Ti · · · e−2 jπ fN Ti )T : Vecteur
modèle (ou vecteur directionnel) de dimension (N ,1) compor-
tant le paramètre Ti à déterminer ; 

- Λa(Ti ) représente le modèle paramétrique du signal attendu ;
- b = ( b̃( f1) b̃( f2) · · · b̃( fN ) )T : vecteur du bruit de
taille (N ,1) . Le bruit est considéré décorrélé des sources et
quelconque. Ainsi la matrice d’autocorrélation du bruit est une
matrice quelconque, hermitienne et définie positive ; 
- fn = f1 + (n − 1)� f : la neme fréquence, avec f1 la première
fréquence de la bande de fréquences B ; 
En notant Γs et σ 2Σ la matrice d’autocorrélation des sources et
du bruit respectivement, la matrice d’autocorrélation des obser-
vations s’écrit sous la forme suivante :

Γ = ΛAΓsAHΛH + σ 2Σ (4)

La matrice Σ représente la matrice d’autocorrélation du bruit à
un facteur σ 2 près. La matrice Σ est de norme unitaire et σ 2

représente la puissance du bruit. 



3. Principe de SWEDE
appliqué à l’estimation
des retards de 
propagation en présence
d’un bruit quelconque 
La méthode SWEDE a été initialement proposée dans [11] pour
le traitement d’antennes. Dans ce paragraphe, nous proposons
d’étendre la méthode SWEDE à l’estimation des temps de
retard. Pour cette application, il est nécessaire d’adapter le for-
malisme mathématique original de l’algorithme en prenant en
compte l’impulsion ẽ( f ) du radar. 
Le fonctionnement de l’algorithme SWEDE repose sur le parti-
tionnement de la matrice des vecteurs modèles A (cf. équation
3) suivant :

AH = [
AH

1 AH
2 AH

3

]
(5)

avec A1, A2 et A3 de dimensions (K ,K ) , (K ,K ) et
(N − 2K ,K ) respectivement et N ≥ 3K.
Sous l’hypothèse que la matrice A est de rang plein, les
matrices A1 et A2 sont non singulières, on peut alors définir une
matrice W de dimension (N ,2(N − 2K )) telle que :

W =

Ψ1 0

0 Ψ2

I I


 (6)

avec :

Ψ1 = −Λ−H
1 A−H

1 AH
3 ΛH

3 (7)
Ψ2 = −Λ−H

2 A−H
2 AH

3 ΛH
3 (8)

Contrairement à [11], les matrices Ψ1,2 de dimensions
(K ,N − 2K ) prennent en compte l’impulsion radar ẽ( f ) .
Λ1,2,3 représentent les sous-matrices diagonales de Λ (cf. équa-
tion 3), de dimensions (K ,K ) , (K ,K ) et (N − 2K ,N − 2K )

respectivement. 
Il est aisé de montrer que 

(
ΛA

)H W = 0 , ce qui implique que
le sous-espace engendré par les colonnes de la matrice ΛA est
orthogonal au sous-espace engendré par les colonnes de la
matrice W, i.e. esp(ΛA) ⊥ esp(W) . 
La matrice de covariance des observations est partitionnée en
matrices-blocs de dimensions correspondantes, telle que :

Γ =

Γ11 Γ12 Γ13

Γ21 Γ22 Γ23

Γ31 Γ32 Γ33


 (9)

où la matrice Γi j , est la sous matrice-bloc de la matrice de cova-
riance des observations Γ , qui s’écrit sous la forme :
Γi j = Λi AiΓsAH

j ΛH
j + σ 2Σi j = ΓH

ji . 
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Si la matrice de covariance du bruit est bloc-diagonale, les
matrices Ψ1,2 peuvent être estimées à partir des matrices-blocs
non diagonales de la matrice de covariance des observations,
Γ12, Γ13 et Γ23 comme suit :

Ψ1 = −Γ−1
21 Γ23 (10)

Ψ2 = −Γ−1
12 Γ13 (11)

La méthode SWEDE utilise une matrice V de rang plein, telle
que :

V = WD (12)

avec D une matrice de dimension (2(N − 2K ),p) , de rang p
avec 1 ≤ p ≤ N − K, et telle que esp(ΛA) ⊥ esp(V) . Les dif-
férentes valeurs de p correspondent à différentes versions de
l’algorithme. En transformant la matrice W en une matrice de
rang plein V , nous pouvons calculer facilement le projecteur
orthogonal :

ΠV = VV+ = V(VH V)−1VH (13)

où + signifie la matrice pseudo-inverse de Moore-Penrose. Le
pseudo-spectre s’écrit sous la forme :

PSW E DE (t) =
[
a (t)H ΛHΠVΛa (t)

]−1
(14)

Finalement, les retards de propagation sont déduits de la posi-
tion des maxima du pseudo-spectre. Parmi les sept versions de
l’algorithme SWEDE qui ont été proposées, la version G
montre le meilleur compromis entre complexité et précision
d’estimation [11]. Pour cette version, p = N − K , et les
matrices D et V sont définies telles que :

D =

 Γ31

(
ΓH

31Γ31

)−1
Γ12 I

−Γ31

(
ΓH

31Γ31

)−1
Γ12 0


 (15)

V =

−Γ−1

21 ΓH
32Γ31

(
ΓH

31Γ31

)−1
Γ12 −Γ−1

21 ΓH
32

I 0
0 I


 (16)

Pour simplifier le calcul de ΠV , la matrice U est introduite ci-
dessous, et satisfait l’équation UH V = 0.

UH =
[
Γ21,Γ

H
32Γ31

(
ΓH

31Γ31

)−H
Γ12,Γ

H
32

]
(17)

Alors, le projecteur orthogonal ΠV peut être remplacé par la
relation ΠV = I − ΠU.
La méthode SWEDE utilise les blocs non diagonaux de la
matrice de covariance, i.e. Γi j pour i 
= j [11]. Elle n’est théo-
riquement pas perturbée par la présence du bruit, si la matrice
de covariance de bruit est diagonale par blocs. 
Dans le cas général où la matrice de covariance du bruit Σ est
une matrice quelconque, hermitienne définie positive, la



méthode SWEDE nécessite un blanchiment préalable qui
consiste à multiplier le vecteur des observations par la matrice
Σ−1/2, telle que y = Σ−1/2r. Cette méthode, nécessitant un
ordre de N 2 opérations arithmétiques, implique un coût de cal-
cul trop important pour une application temps réel [11]. 
Comme la matrice de covariance des observations, la matrice de
covariance du bruit Σ peut être partitionnée en neuf sous
matrices-blocs, telle que :

Σ =

Σ11 Σ12 Σ13

Σ21 Σ22 Σ23

Σ31 Σ32 Σ33


 (18)

avec dim(Σ11) = dim(Σ12) = dim(Σ22) = (K ,K ) , dim(Σ13) =
dim(Σ23) = (K ,N − 2K ) et dim(Σ33) = (N − 2K ,N − 2K ).
[11] propose d’annuler les blocs Σ13 et Σ23 de la matrice de
covariance du bruit en multipliant les données par la matrice Q
suivante :

Q =

 I 0 0

0 I 0
Q31 Q32 I


 (19)

avec :

Q31 = (Σ32Σ
−1
22 Σ21 − Σ31)(Σ11 − Σ12Σ

−1
22 Σ21)

−1 (20)
Q32 = (Σ31Σ

−1
11 Σ12 − Σ32)(Σ22 − Σ21Σ

−1
11 Σ12)

−1 (21)

La multiplication du vecteur des observations r par la matrice
Q, i.e. y = Qr, peut être réalisée en O(N K ) opérations arith-
métiques [11]. Le modèle paramétrique du signal attendu s’écrit
alors comme suit : QΛa(Ti ). Après blanchiment, la matrice de
covariance des observations s’écrit sous la forme :

Γw = QΓQH =

Γw

11 Γw
12 Γw

13
Γw

21 Γw
22 Γw

23
Γw

31 Γw
32 ×


 (22)

Le symbole × représente une matrice hermitienne définie 
positive. Ce blanchiment produit une diagonalisation par blocs
partielle de la matrice de covariance du bruit sous la forme sui-
vante :

Σw =QΣQH =

Σw

11 Σw
12 0

Σw
21 Σw

22 0
0 0 ×


=


Σ11 Σ12 0

Σ21 Σ22 0
0 0 ×


 (23)

L’expression de la matrice de covariance du bruit après blanchi-
ment fait apparaître une matrice non diagonale non nulle, Σ12 . 
La méthode SWEDE utilise les trois sous-matrices Γ12, Γ13 et
Γ23. En conséquence, la version originelle de SWEDE produit
une estimée biaisée des retards de propagation pour certaines
configurations de la matrice de covariance du bruit. 
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4. L’algorithme 
FBD-SWEDE
Dans cette section, nous proposons une nouvelle technique de
blanchiment permettant la diagonalisation totale de la matrice
de covariance du bruit. Ce nouveau blanchiment associé à la
méthode SWEDE, définit la méthode FBD-SWEDE (pour Full
Block Diagonalization-SWEDE), et permet d’annuler le terme
Σw

12 , à l’origine du biais résiduel de la version initiale de
SWEDE. Ainsi, nous proposons d’utiliser une matrice Q de la
forme :

Q =

 I 0 0

Q21 I 0
Q31 Q32 I


 (24)

avec

Q21 = −Σ21Σ
−1
11 (25)

Q31 = −Q32Σ21Σ
−1
11 − Σ31Σ

−1
11 (26)

Q32 = (Σ31Σ
−1
11 Σ12 − Σ32)(Σ22 − Σ21Σ

−1
11 Σ12)

−1 (27)

Dans ce cas, la matrice de covariance du bruit après blanchi-
ment retrouve une structure complètement diagonale par blocs
telle que :

Σw = QΣQH =

Σ11 0 0

0 × 0
0 0 ×


 (28)

Après ce blanchiment, la matrice de covariance des observa-
tions s’écrit sous la forme :

Γw = QΓQH =

Γw

11 Γw
12 Γw

13
Γw

21 Γw
22 Γw

23
Γw

31 Γw
32 ×


 (29)

Γw est une matrice hermitienne, avec :

Γw
11 = Γ11 (30)

Γw
12 = Γ11QH

21 + Γ12 (31)
Γw

13 = Γ11QH
31 + Γ12QH

32 + Γ13 (32)
Γw

23 = Q21Γ11QH
31 + Γ21QH

31 + Q21Γ12QH
32 + Γ22QH

32

+ Q21Γ13 + Γ23 (33)  
Γw

22 = Q21Γ11QH
21 + Γ21QH

21 + Q21Γ12 + Γ22 (34)

Ce nouveau blanchiment permet de résoudre le problème du
biais de la méthode SWEDE pour un bruit quelconque. Le cas
particulier où la matrice Q21 est une matrice nulle revient au cas
proposé dans [11]. 
En pratique, le calcul des retards de propagation est déduit de la
position des maxima du pseudo-spectre. Cette étape de l’algo-
rithme nécessite une charge de calcul d’autant plus importante
que la précision souhaitée est grande. Nous proposons d’utiliser
dans le paragraphe suivant le principe de la méthode ESPRIT
pour avoir un calcul direct des paramètres. 



5. L’algorithme 
FBD-G-ESPRITWED
L’idée de réduire la complexité calculatoire de l’algorithme
ESPRIT en utilisant une méthode à sous-espace linéaire a été
initialement proposée par [16] et [22]. Cette partie tente de
généraliser d’une part ce travail en faisant intervenir l’algo-
rithme SWEDE, et d’autre part, propose une version linéaire de
la méthode ESPRIT dans un contexte de bruit quelconque.
D’après le partitionnement de la matrice des vecteurs modèles
A en trois sous-matrices (équation 5), il est aisé de vérifier 
que :

A2 = A1Φ (35)

Cette relation fait intervenir un opérateur de rotation, une
matrice diagonale Φ définie telle que :

Φ = diag
(
e−2iπ K� f T1 ,...,e−2iπ K� f TK

)
(36)

De manière équivalente à l’algorithme ESPRIT, l’estimation des
valeurs propres de Φ permet de déduire la valeur des retards de
propagation Tk . Nous présentons ci-après le moyen de calculer
ces valeurs propres à partir de l’algorithme FBD-SWEDE, i.e.
en prenant en compte le blanchiment que nous avons proposé au
paragraphe 4 (cf. équation (24)). Dans un contexte de bruit quel-
conque, les données peuvent être préalablement multipliées par
la matrice Q définie par l’équation (24). Ainsi, la matrice de
covariance du bruit s’écrit sous la forme (28). Les matrices-
blocs non diagonales Γw

12, Γw
13 et Γw

23 de la matrice de covariance
des observations, définies dans les relations (31), (32) et (33), ne
sont pas affectées par la présence du bruit. Le principe de cette
méthode FBD-G-ESPRITWED repose sur la relation linéaire
suivante :

Γw
13 = YΓw

23 (37)

avec Y une matrice non singulière de dimension (K ,K ) . En
intégrant, les expressions des matrices Γw

13 et Γw
23 et la relation

(35) dans l’équation (37), nous obtenons :

Λ1A1ΓsG = Y(Λ2A1Φ + Q21Λ1A1)ΓsG (38)

avec G = AH
1 ΛH

1 QH
31 + AH

2 ΛH
2 QH

32 + AH
3 ΛH

3 . Sachant par
hypothèse que N − 2K ≥ K et que la matrice G est de dimen-
sion (K ,N − 2K ) , la pseudo-inverse de Moore-Penrose de la
matrice G existe et la relation (38) devient alors :

NΛ1A1 = YΛ2A1Φ (39)

avec N = I − YQ21. Si la matrice N est inversible, la relation
ci-dessus s’écrit sous la forme :

Φ−1 = A−1
1 HA1 (40)
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avec la matrice H définie telle que :

H = Λ−1
1 N−1YΛ2 (41)

La relation (40) indique que les matrices H et Φ−1 sont simi-
laires, et partagent les mêmes valeurs propres. En pratique, nous
estimons les éléments de Φ−1 à partir des valeurs propres de H.
Cette dernière matrice est estimée à partir des mesures par la
relation (41), où Y est obtenue par les moindres carrées ci-des-
sous (la solution aux moindres carrés totaux n’a pas été utilisée
ici du fait de son coût de calcul plus élevé) :

Y = Γw
13Γ

wH
23

(
Γw

23Γ
wH
23

)−1
(42)

La matrice Q21 est obtenue par la relation (25). 
Finalement, le principe de l’algorithme FBD-G-ESPRITWED
se déroule suivant les 9 étapes suivantes (le nombre d’échos K
ayant été estimé par un critère de détection [23]) :
- Calcul des sous-matrices de corrélation Γ11, Γ12, Γ13, Γ22 et
Γ23. La matrice de corrélation Γi j est estimée à partir de M

mesures indépendantes de ri = Λi Ai s + bi ( i = 1,2,3) où ri

représente le vecteur des observations sur la i ieme sous-bande de
fréquences ;
- Calcul des matrices Q21, Q31 et Q32 par les relations (25), (26)
et (27) ;
- Calcul des matrices-blocs Γw

13 et Γw
23 par les relations (32) et

(33) ; 
- Estimation de la matrice Y par l’équation (42) ;
- Estimation de la matrice N à partir des matrices Y et Q21 ;
- Estimation de la matrice H par la relation (41) ;
- Calcul des valeurs propres de la matrice H ;
- Calcul des retards de propagation à partir des arguments des
valeurs propres de la matrice H ;
- Estimation des épaisseurs à partir des retards de propagation et
des constantes diélectriques connues. 
Par comparaison avec SWEDE, la méthode FBD-G-ESPRIT-
WED est optimal. D’une part, une estimation non biaisée des
retards de propagation est obtenue. En effet, la méthode propo-
sée utilise deux éléments (Γw

13 et Γw
23) de la matrice de cova-

riance des observations qui ne sont pas affectés par la présence
du bruit. D’autre part, on obtient directement les valeurs des
paramètres, en évitant le calcul du pseudo-spectre et la
recherche de ses maxima. Dans le cas où nous utilisons le blan-
chiment proposé par [11], alors la matrice Q21 = 0. Ainsi, les
relations présentées dans ce paragraphe se simplifient et nous
retrouvons la méthode proposée dans [18].

6. Simulations
Les données vérifient les hypothèses du modèle des observa-
tions défini par l’équation (3), et comportent 2 échos. Les
sources sont considérées décorrélées. Le vecteur des observa-
tions comporte 41 échantillons espacés de 50 MHz dans une



bande de fréquences, B, de 2 GHz. Nous effectuons un moyen-
nage d’ensemble pour estimer la matrice de covariance à partir
de M = 200 réalisations indépendantes. La dimension de l’es-
pace signal est fixée au nombre d’échos attendus, i.e. deux.
Cette dimension devrait être estimée en pratique par un critère
de détection [23]. L’impulsion radar est de type « ricker »,
i.e. obtenue par dérivation d’une impulsion gaussienne [24]. La
fréquence centrale de l’impulsion est 1.5 GHz. Le rapport signal
sur bruit (RSB) est défini à partir de la puissance du premier
écho et de la puissance du bruit. La puissance du premier écho
est de 0 dB et celle du second est de –6 dB. Les performances
de ces méthodes sont évaluées par l’écart-type des estimations
de l’épaisseur et par le taux d’échec dans la résolution de deux
interfaces proches. Le taux d’échec et l’écart-type des méthodes
présentées sont estimés par la méthode de Monte Carlo à partir
de 500 itérations indépendantes. Le critère de taux d’échec
choisi consiste à dire que pour deux temps de retard distincts T1

et T2 avec T1 < T2, espacés de �τ = T2 − T1, l’estimation n’est
validée que si l’algorithme donne deux temps de retard dans
l’intervalle [T1 − �τ/2 ,T2 + �τ/2]. Le bruit généré est cor-
rélé et coloré. La matrice de covariance du bruit est hermitienne
non diagonale et définie positive. 
La figure (1) donne le taux d’échec des trois estimateurs,
SWEDE (avec le blanchiment proposé par [11]), FBD-SWEDE
et FBD-G-ESPRITWED en fonction du RSB, lorsque le produit
B�τ est de 0,3. Le bruit est moins pénalisant pour les méthodes
proposées que pour la méthode SWEDE. En effet, dans ces
simulations, la matrice-bloc Σ12 de la matrice de covariance du
bruit est une matrice non nulle. Ainsi, la méthode SWEDE, pour
de faible et moyen RSB, produit une estimée biaisée de l’épais-
seur. Notons que pour avoir un taux d’échec inférieur à 1 %, le
RSB doit être supérieur à 26 dB, 18,5 dB et 11,5 dB pour les
méthodes SWEDE, FBD-SWEDE et FBD-G-ESPRITWED
respectivement. Des simulations supplémentaires ont montré
que les deux seuils des méthodes proposées deviennent plus
faibles et se rapprochent l’un de l’autre lorsque le produit B�τ

augmente. De plus, la méthode FBD-G-ESPRITWED qui cal-
cule directement la valeurs des paramètres, permet d’obtenir
une meilleur robustesse vis-à-vis du bruit que les méthodes
pseudo-spectrales, SWEDE et FBD-SWEDE. Les figures (2) et
(3) présentent l’écart-type de l’épaisseur estimée pour les trois
algorithmes étudiés lorsque le taux d’échec est inférieur à 1% en
fonction du RSB. La figure (3) est un agrandissement de la
figure (2) lorsque le RSB varie de 18 à 40 dB. Comme attendu,
l’écart-type diminue lorsque le RSB augmente. Pour ce produit
B�τ, l’écart-type des deux méthodes proposées est inférieur à
celui de la méthode SWEDE jusqu’à 38 dB. A plus faible RSB
(< 18 dB), seule la méthode FBD-G-ESPRITWED est en
mesure de fournir des épaisseurs estimées avec un écart-type
acceptable. 
Les performances des méthodes sont comparées aux figures (4)
et (5) en terme de pouvoir de résolution. Pour déterminer la
résolution ultime des méthodes étudiées, les épaisseurs sont
estimées pour un produit B�τ variant de 0,01 à 1, avec un RSB
de 20 dB. Rappelons que la résolution temporelle ultime des
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méthodes de traitement du signal conventionnelles (basées sur
la transformée de Fourier inverse) est inversement proportion-
nelle à la bande de fréquences ; elle correspond à un produit
B�τ = 1. 
La figure (4) montre que la méthode FBD-G-ESPRITWED pos-
sède le meilleur pouvoir de résolution, suivie de FBD-SWEDE
et SWEDE. Le produit B�τ obtenu pour un taux d’échec égal
à 1 % est 0,46, 0,26 et 0,14 pour SWEDE, FBD-SWEDE et
FBD-G-ESPRITWED respectivement. La figure (5) donne la
variation de l’écart-type sur l’épaisseur estimée en fonction du
produit B�τ quand le taux d’échec est inférieur à 1 %. L’écart-
type sur l’épaisseur estimée diminue lorsque le produit B�τ

augmente. La méthode FBD-SWEDE présente le plus faible
écart-type. Pour un produit B�τ inférieur à 0,5, la méthode
FBD-G-ESPRITWED présente un écart-type plus faible que la
méthode SWEDE. En revanche lorsque le produit B�τ devient
supérieur à 0,5, la méthode SWEDE a un écart-type plus faible
que celui de la méthode FBD-G-ESPRITWED, mais il faut sou-
ligner que la méthode SWEDE fournit une épaisseur estimée
biaisée. D’autres simulations ont montré que ce seuil varie en
fonction du RSB. Sachant que les méthodes SWEDE et FBD-
SWEDE utilisent un plus grand nombre de données, l’écart-type
obtenu par ces méthodes sera plus faible que celui obtenu avec
la méthode FBD-G-ESPRITWED pour un fort produit B�τ. À
faible produit B�τ (< 0,25), la méthode FBD-G-ESPRITWED
est plus efficace. 
Les simulations montrent que la méthode FBD-G-ESPRIT-
WED est moins sensible au bruit et possède le meilleur pouvoir
de résolution. En revanche, FBD-SWEDE est la méthode pos-
sédant le plus faible écart-type. Ces simulations ont montré que
la méthode FBD-SWEDE offre le meilleur compromis entre
résolution temporelle et précision d’estimation de l’épaisseur.
Toutefois, selon les exigences de l’application radar, l’opérateur
peut préférer FBD-G-ESPRITWED pour atteindre le meilleur
pouvoir de résolution ou FBD-SWEDE pour obtenir la
meilleure précision d’estimation de l’épaisseur.
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Figure 1. Taux d’échec en fonction du RSB 
pour un produit B�τ de 0,3.
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7. Conclusion
Cet article a présenté deux nouvelles méthodes HR linéaires,
FBD-SWEDE et FBD-G-ESPRITWED, appliquées à l’estima-
tion de retards de propagation, afin de mesurer de fines épais-
seurs de revêtements routiers à partir d’un radar géophysique
dans un contexte de bruit quelconque. La première proposition,
appelée FBD-SWEDE, consiste à améliorer le procédé de blan-
chiment du bruit suggéré dans [11] par une diagonalisation
totale de la matrice de covariance du bruit, annulant ainsi le pro-
blème de biais d’estimation de l’algorithme initial dans cer-
taines configurations de bruit. La seconde proposition introduit
la méthode ESPRIT dans la formulation de SWEDE, réduisant
ainsi sensiblement le temps de calcul tout en étant non biaisée.
Les simulations ont montré la supériorité des méthodes propo-
sées en termes de robustesse vis-à-vis du bruit et de résolution
temporelle par comparaison avec la méthode SWEDE. La
méthode FBD-G-ESPRITWED permet de founir de meilleurs
résultats dans les conditions difficiles (faible RSB et faible pro-
duit B�τ). Dans les conditions plus favorables, l’algorithme
FBD-SWEDE offre le plus faible écart-type sur l’épaisseur esti-
mée.
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