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Résumé – Le traitement des images Fish-Eye à l’aide d’algorithmes d’apprentissage automatique conventionnels tels que les réseaux de
neurones convolutifs est une tâche difficile en raison de la distorsion induite par la projection des images hémisphériques brutes dans le plan
euclidien. Nous présentons dans cet article une approche basée sur le domaine émergent de l’apprentissage profond géométrique, dans laquelle
des techniques de projection hyperbolique sont couplées à des mécanismes d’équivariance afin de préserver les dépendances géométriques natives
et d’obtenir une certaine robustesse par rapport aux variations naturelles de la perception des images Fish-Eye. Ce travail motive en particulier
le développement de réseaux de neurones équivariants vis-à-vis des groupes SU(1, 1) et SL(2,R).

Abstract – Fish-Eye image processing with conventional Machine Learning algorithms such as Convolutional Neural Networks is a challenging
task because of the distortion effects induced by dewarping the raw hemispherical images into the Euclidean plane. We introduce in this paper
an approach based on the emerging field of Geometric Deep Learning in which hyperbolic projection techniques are coupled with equivariance
mechanisms in order to preserve native geometrical dependencies and to achieve robustness with respect to natural variations in the perception
of the Fish-Eye images. This work in particular motivates the development of efficient SU(1, 1) and SL(2,R) Equivariant Neural Networks.

1 Introduction et motivations

Les objectifs Fish-Eye sont des capteurs hémisphériques (180
degrés de champ de vision) et la géométrie native des images
correspondantes est donc sphérique, conduisant ainsi à des ef-
fets de distorsion lors de la projection dans le plan euclidien
2D comme illustré en figure 1. L’utilisation d’algorithmes clas-
siques d’apprentissage profond tels que les réseaux neuronaux
convolutionnels (CNN) [20] pour le traitement des images Fish-
Eye ne semble donc pas bien adapté et d’autres approches doivent
donc être envisagées à cette fin.

Plus précisément, le problème du traitement des images Fish-
Eye avec des algorithmes d’apprentissage profond (Deep Lear-
ning) suscite de plus en plus d’intérêt car les capteurs Fish-
Eye sont utilisés pour des applications pratiques, telles que les
tâches de perception pour la conduite autonome [25, 29], l’odo-
métrie visuo-inertielle [15, 21] ou encore le pilotage autonome
de drônes [22], les approches considérées pouvant se décom-
poser selon les 3 familles énoncées ci-dessous :

— Ajustement des algorithmes conventionnels pour prendre
en compte les effets de distorsion lors de la phase d’ap-
prentissage effectuée sur les images projetées, y com-
pris l’utilisation de techniques d’augmentation de don-
nées [26, 28, 13] et celle d’opérateurs de convolution dé-
formables [8, 24].

— Transfert des algorithmes appris sur des images planaires
usuelles à la géométrie sphérique en modifiant à poste-
riori les caractéristiques algorithmiques (par exemple, les
poids, les noyaux de convolution, etc.) [27, 7].

— L’utilisation d’algorithmes opérant directement en géo-
métrie sphérique pour des images omnidirectionnelles
(champ de vision de 360°), comme dans [14]. Dans ce
contexte, les CNN sphériques [6, 9, 16] atteignent une
équivariance par rapport au groupe des rotations 3D SO(3),
les images d’entrée étant représentées comme des signaux
sur la sphère 2D. La supériorité de ce type d’approche
vis-à-vis des techniques d’augmentation de données a ré-
cemment été soulignée dans [12] pour la classification et
la segmentation d’images omnidirectionnelles. Bien que
fonctionnant dans la géométrie native des entrées, cette
approche n’est cependant pas optimale pour les images
Fish-Eye avec support hémisphérique.

Bien que certains progrès aient été réalisés afin d’adapter ou de
corriger les architectures existantes pour tenir compte des ef-
fets de distorsion, aucune méthodologie n’a été proposée pour
généraliser la propriété d’équivariance de translation des CNN,
qui est hautement bénéfique du point de vue de la précision et
de la robustesse lorsqu’on travaille avec des images planaires,
au cas des images Fish-Eye, comme cela a été fait avec l’in-
troduction des réseaux neuronaux sphériques pour les images



FIGURE 1 – Première image obtenue en 2021 via les objectifs
fish-eye Hazard du rover NASA Perseverance Mars. Photo :
NASA / JPL-Caltech.

FIGURE 2 – Liens entre le modèle hémisphérique (vert), le mo-
dèle du disque de Poincaré (rouge) et le modèle du demi-plan
de Poincaré (bleu).

omnidirectionnelles.
Nous proposons donc dans cet article de remédier à cela

en utilisant des techniques de projection pour représenter les
images natives comme des signaux dans l’espace hyperbolique
2D, puis en construisant des réseaux neuronaux qui sont équi-
variants [5] vis-à-vis du groupe agissant sur le modèle hyperbo-
lique considéré (par exemple, le disque de Poincaré D, Demi-
Plan de Poincaré H2, etc.), généralisant ainsi l’architecture de
CNN sphérique [6]. Nous ne nous attarderons pas ici sur les dé-
tails qui sous-tendent la construction de tels réseaux neuronaux
(voir par exemple [18] pour des détails concernant les réseaux
neuronaux équivariant vis-à-vis de SU(1, 1) pour les signaux
définis sur D), mais nous fournissons plutôt un cadre générique
pour le traitement des images Fish-Eye en combinant la géo-
métrie hyperbolique avec des mécanismes d’équivariance et en
explicitant les formules de projection correspondantes et les ac-
tions de groupe associées.

Nous soulignons ici que l’utilisation de la géométrie hyper-
bolique pour prendre en compte les effets de distorsion pour le
traitement d’images Fish-Eye a également été envisagée dans
[1] pour construire des noyaux de convolution déformables, en
s’appuyant en particulier sur des techniques de plongement de
graphes dans le plan hyperbolique. Bien que reposant sur des
bases théoriques similaires, l’approche que nous proposons ici
est conceptuellement différente et va plus loin en permettant
de traiter les images Fish-Eye avec des architectures équiva-

FIGURE 3 – Image de Lenna représentée sur S 1
2 et obtenue par

projection l’image original dans un plan tangent bien choisi.

riantes dans l’espace hyperbolique 2D, préservant ainsi les dé-
pendances géométriques natives. Il convient également de no-
ter qu’une approche équivariante aux transformations de Mö-
bius a été très récemment proposée dans [23] pour les images
sphériques en considérant l’action de SL(2,C) sur la sphère
Riemannienne C∞, confirmant ainsi l’intérêt des approches que
nous introduisons ici.

2 Modèles du plan hyperbolique et pro-
jections

Il existe plusieurs modèles couramment utilisés dans la pra-
tique pour représenter l’espace hyperbolique à 2 dimensions,
dont notamment le modèle hémisphérique, le modèle du demi-
plan de Poincaré et le modèle du disque de Poincaré - voir [4]
pour plus de détails.

Le modèle hémisphérique S 1
2 est une partie de la sphère de

Riemann C∞ et utilise sa moitié supérieure définie par l’équa-
tion x2+y2+z2 = 1, pour z > 0. Le modèle du disque de Poin-
caré D s’appuie sur le disque complexe unitaire ouvert conte-
nant les éléments z = x + iy ∈ C pour lesquels x2 + y2 < 1.
Enfin, le modèle du demi-plan de Poincaré H2 s’appuie sur la
partie supérieure du plan complexe constituée par les éléments
z = x + iy ∈ C avec y > 0. Le Disque de Poincaré D peut
être obtenu par la projection stéréographique πD de S 1

2 à partir
du pôle sud de C∞, c’est-à-dire le point de coordonnées carté-
siennes (0, 0,−1), sur le plan z = 0. De même, le demi-plan
H2 est obtenu par la projection stéréographique πH2

de S 1
2 du

point (−1, 0, 0) de C∞ sur le plan x = 1. Ces 3 différents mo-
dèles sont représentés sur la figure 2.

Nous supposons ici que les images Fish-Eye natives d’entrée
sont données comme des signaux définis sur l’hémisphère S 1

2 ,
de sorte qu’une image RVB sera représentée par une fonction
f : S 1

2 → R3 où chaque composante représente un canal de
couleur. En considérant le formalisme ci-dessus, l’image Fish-
Eye f peut être projetée comme un signal défini sur D (resp.
H2) en considérant fD = f ◦ π−1

D (resp. fH2 = f ◦ π−1
H2

). Les
figures 3 et 4 montrent un exemple des différentes représen-
tations de la même image lorsqu’elle est considérée avec un
support dans S 1

2 , H2 et D.



FIGURE 4 – Projection de l’image hémisphérique de Lenna re-
présentée sur la Figure 3 dans le demi-plan de Poincaré H2

(gauche) et dans le disque de Poincaré D (droite).

3 Action de groupe et équivariance

3.1 Espaces homogènes
Le demi-plan et le disque de Poincaré sont tous deux des

espaces homogènes dans le sens où ils peuvent s’écrire comme
un espace quotient G/H entre un groupe donné G et un de
ses sous-groupes stabilisateursH . Plus précisément nous avons
H2 = SL(2,R)/ SO(2) et D = SU(1, 1)/U(1) où nous avons
fait usage des groupes de Lie suivants, avec la multiplication
matricielle comme loi de composition interne :

SU(1, 1) =

{[
α β
β̄ ᾱ

]
, |α|2 − |β|2 = 1, α, β ∈ C

}
(1)

SL(2,R) =

{[
a b
c d

]
, ad− bc = 1, a, b, c, d ∈ R

}
(2)

U(1) =

{[
α
|α| 0

0 ᾱ
|α|

]
, α ∈ C

}
(3)

Un éléments gα,β ∈ SU(1, 1) agit sur x ∈ D via gα,β ◦D x =
αx+ β
β̄x+ᾱ

. De même, ga,b ∈ SL(2,R) agit sur y ∈ H2 via ga,b ◦H2

y = ay + b
cy+d . Les deux actions de groupe ◦D et ◦H2

sont par
ailleurs transitives.

3.2 Apprentissage profond géométrique
Nous commençons tout d’abord par introduire la définition

formelle de l’équivariance en considérant un opérateur F :
X → Y , où X et Y sont deux espaces munis des actions ◦X et
◦Y d’un groupe G donné. L’opérateur F est dit équivariant par
rapport à l’action de G si

∀g ∈ G, ∀x ∈ X, F (g ◦X x) = g ◦Y F (x) (4)

La notion d’équivariance est essentielle pour les applications
d’apprentissage automatique, comme le montre le succès des
réseaux de convolutionnels (CNN) pour les tâches de traite-
ment d’images, car permettant notamment une équivariance par
rapport aux translations grâce à l’utilisation de l’opérateur de
convolution planaire 2D. La construction d’architectures d’ap-
prentissage automatique offrant des mécanismes d’équivariance
plus génériques et, plus généralement, prenant en compte de la
géométrie native des données d’entrée, est un domaine de re-
cherche actif appelé Geometric Deep Learning (GDL) [3, 11],

soit apprentissage profond géométrique en français. Le GDL a
été appliqué avec succès dans divers domaines [2, 10, 19]. Dans
ce contexte, les réseaux neuronaux équivariants (ENN) [5] se
sont révélés supérieurs aux approches classiques d’apprentis-
sage profond et apparaissent comme une alternative naturelle
aux techniques d’augmentation des données. Etant par ailleurs
robustes par conception, les ENN sont également très intéres-
sants du point de vue sécurité, ce qui les rend généralement
prometteurs pour les applications liées à la Défense [17].

Pour le traitement d’images Fish-Eye, les mécanismes de
projection sur D et H2, ainsi que les actions de groupe asso-
ciées précédemment introduites motivent l’utilisation d’ENN
permettant d’obtenir une équivariance par rapport à SU(1, 1)
ou SL(2,R). Dans ce contexte, l’approche introduite dans [18]
peut être appliquée directement pour le cas de SU(1, 1) en pro-
jetant les données initiales f en géometrie Fish-Eye vers fD
comme mentionné dans la section 2. Des travaux ultérieurs étu-
dieront la possibilité de construire des ENN équivariants par
rapport à SL(2,R) pour traiter la projection sur H2, ainsi que
l’adéquation entre de telles architectures et les perturbations
réelles pouvant altérer les images brutes.

4 Conclusions et travaux futurs
Nous avons introduit dans cet article une approche pour le

traitement d’images Fish-Eye couplant des techniques de pro-
jection hyperbolique et des mécanismes d’équivariance, en consi-
dérant notamment l’action transitive de SU(1, 1) sur le disque
de Poincaré D et celle de SL(2,R) sur le demi-plan supérieur
de Poincaré H2. Les travaux futurs comprendront l’implémen-
tation et l’évaluation des réseaux de neurones équivariants cor-
respondants, tant du point de vue de la précision que de la ro-
bustesse, ainsi qu’une comparaisons avec des approches plus
conventionnelles telles que l’apprentissage de la distorsion par
augmentation de données, les techniques d’apprentissage par
transfert et l’utilisation de noyaux déformables.
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