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Résumé – Cet article traite de l’estimation du support de signaux parcimonieux dans le cadre de problèmes inverses. A l’aide
d’un a priori Bernoulli-Gaussien, le support est estimé en maximisant la loi a posteriori marginalisée par rapport aux amplitudes
des sources. On propose un algorithme d’Espérance-Maximisation (EM), où la variable discrète codant le support est relâchée dans
un espace continu. Une évaluation empirique sur signaux simulés avec un opérateur issu de la magnétoencephalographie montre
la pertinence de cette approche en comparaison avec l’approche de maximisation de la loi jointe du support et des amplitudes,
interprétable comme la minimisation d’un critère avec pénalisation ℓ0.

Abstract – We focus on recovering the support of sparse signals in inverse problems. Using a Bernoulli-Gaussian prior to
model sparsity, we propose to estimate the support using the so-called marginal maximum a posteriori estimator, where the
nonzero coefficients are marginalized out. To this end, we propose an Expectation-Maximization procedure in which the discrete
optimization problem in the M-step is relaxed into a continuous problem. Empirical assessment with simulated data using a
magnetoencephalographic lead field matrix shows that this approach outperforms the joint posterior maximization of the support
and coefficients, seen as the minimization of an ℓ0-penalized criterion.

1 Introduction
On considère le problème inverse linéaire y = Hx+ n avec
H ∈ RM×N , x ∈ RN et y ∈ RM . Le vecteur x inconnu est
supposé parcimonieux, et modélisé par un processus Bernoulli-
Gaussien (BG). Pour tout n, les éléments x[n] sont supposés
indépendants, identiquement distribués (i.i.d.), avec

p(x[n]) =
p√
2πσ2

x

exp

(
−x[n]2

2σ2
x

)
+ (1− p)δ(x[n])

où δ est la distribution de Dirac. Le bruit n est supposé indé-
pendant de x, blanc et Gaussien : n ∼ N (0, σ2

0I).
On écrit x comme produit de deux variables aléatoires in-

dépendantes : ∀n, x[n] = q[n]r[n], où q[n] est une variable
binaire représentant le support de x (q[n] = 1 si x[n] ̸= 0) et
r[n] représente les amplitudes du signal. q[n] suit une distri-
bution de Bernoulli : q[n] ∼ B(p) et r[n] une loi gaussienne :
r[n] ∼ N (0, σ2

x). En notation matricielle, cela donne

x = Qr avec Q = Diag(q). (1)

L’estimateur du MAP de x = {q, r} peut être formulé comme
le maximum de la vraisemblance jointe a posteriori de (q, r)
ou comme la vraisemblance de la loi marginale a posteriori de
q. Ces approches conduisent à deux estimateurs distincts [4] :
le MAP Joint (JMAP) et le MAP Marginal (MMAP). L’expres-
sion du JMAP est obtenue à partir de p(q, r |y) :

argmin
q,r

1

2σ2
0

∥y −HQr∥2 + 1

2σ2
x

∥r∥2 + ρ∥q∥0, (2)

avec ρ = log
(

1−p
p

)
. En utilisant le changement de va-

riable (1), l’estimation au sens du JMAP se ramène à un pro-
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blème de minimisation ℓ2 + ℓ0 [15] :

xJMAP = argmin
x

1

2σ2
0

∥y−Hx∥2+ 1

2σ2
x

∥x∥2+ρ∥x∥0. (3)

À q fixé, le minimiseur de (2) selon r admet une forme ex-
plicite r(q). En réintroduisant l’expression dans la fonction
coût (2), le critère JMAP se récrit :

q̂JMAP = argmin
q∈{0,1}N

yTΓy(q)
−1y + ρ∥q∥0 (4)

avec
Γy(q) = σ2

0I+ σ2
xHQQTHT . (5)

Une fois le support qJMAP estimé, les amplitudes non nulles
sont déduites au sens des moindres carrés :

x(q) = argmax
x

p(x|y,q) = σ2
xQHTΓ−1

y (q)y (6)

avec q = qJMAP.
L’estimateur du MMAP consiste à minimiser p(q |y), après

marginalisation des amplitudes r du signal [4]. C’est un esti-
mateur naturel dans les applications où le support contient l’in-
formation principale, comme pour la localisation de sources cé-
rébrales en Magneto/ElectroEncephalographie (M/EEG) [10].
Il semble plus approprié d’estimer d’abord le support par le
MMAP, qui correspond à l’estimateur de Bayes associé à l’er-
reur discrète 0− 1, puis de reconstruire les valeurs de r.

Contributions et plan de l’article. On propose en Section 2
une approche par Espérance-Maximisation (EM) dédiée à l’es-
timation du MMAP. En Section 3, les contraintes d’optimisa-
tion binaire sont relâchées dans un domaine continu, [0, 1]N .
La solution du problème relâché sert ensuite d’initialisation
à chaud de l’algorithme EM pour variables binaires. Enfin,
les expériences présentées en Section 4 viennent appuyer la
validité de l’approche.
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2 Estimation du support via le MMAP
L’estimateur du MMAP est basé sur la maximisation de
p(q|y) =

∫
p(q, r|y) dr sur {0, 1}N . Comme décrit dans [4],

il conduit à minimiser

− log p(q|y) = 1

2
ytΓ−1

y (q)y+
1

2
log |Γy(q)|+ ρ∥q∥0. (7)

qui s’avère être un problème NP-difficile. On propose une
résolution sous-optimale basée sur un algorithme EM. En
suivant [6], le modèle d’observation est décomposé en deux
modèles liés à l’opérateur direct et au bruitage additif :

y = Hz+ e et z = Qr+ b. (8)

On impose les distributions

e ∼ N (0,Γe) et b ∼ N (0, σ2
b I) (9)

définissant des vecteurs indépendants, gaussiens, tels que

Γe + σ2
bHHT = σ2

0I avec σ2
b ≤ σ2

0

∥HHT ∥
. (10)

où ∥ .∥ est la norme spectrale d’une matrice. Cette dé-
composition permet de dériver l’algorithme Iterative Shrin-
kage/Thresholding pour les problèmes de Lasso [16]/Basis Pur-
suit Denoising [5]. Elle est aussi utilisée dans [9, 1] afin d’esti-
mer les paramètres (ρ, σ2

x) d’un modèle Bernoulli-Gaussien.
Pour maximiser p(q|y), considérons z comme variable ca-

chée admissible. L’algorithme EM s’écrit :

qt+1 = argmin
q∈{0,1}N

Q(q,qt)

Q(q,qt) = Ez|y,qt[− log p(z,q|y)] .
(11)

L’étape E et l’étape M sont développées dans la suite.

2.1 Etape-E
Dans un but de concision, la notation suivante sera adoptée :

f(q) + κ
κ
= f(q)

pour faire référence à toute égalité à une constante κ près (qui
ne dépend pas de q). Par la linéarité de l’espérance et le fait
que p(q|z,y) = p(q|z), on a

Q(q,qt)
κ
= Ez|y,qt[− log p(q|z)] (12)

où κ = Ez|y,qt[− log p(z|y)]. La règle de Bayes mène à :

Q(q,qt)
κ
= Ez|y,qt[− log p(z|q)] + ρ∥q∥0 (13)

avec ρ défini en (2), avec maintenant κ =
Ez|y,qt[log p(z)− log p(z|y)]. En utilisant Eqs. (8) à (10), on
a directement

z|q ∼ N (0,Γz(q)) avec Γz(q) = σ2
b I+ σ2

xQ
TQ. (14)

La règle de Bayes donne la loi a posteriori de z

z|y,q ∼ N (ẑ,Σ) (15)

dont les paramètres sont

ẑ = Γz(q)H
TΓ−1

y (q)y

Σ = Γz(q)− Γz(q)H
TΓ−1

y (q)HΓz(q).
(16)

C’est pourquoi l’espérance s’écrit

Ez|y,qt[− log p(z|q)] κ= 1

2
Ez|y,qt

[
zTΓ−1

z (q)z
]
+

1

2
log |Γz(q)|

κ
=

1

2
(ẑt)TΓ−1

z (q)(ẑt) +
1

2
Trace[Γ−1

z (q)Σt] +
1

2
log |Γz(q)|.

Enfin, l’étape-E s’écrit comme la somme séparable

Q(q,qt)
κ
=

1

2

N∑
n=1

Qn(q[n]) (17)

avec

Qn(q[n]) =
(ẑt[n])2 +Σt[n, n]

σ2
b + σ2

xq[n]
2

+log(σ2
b+σ2

xq[n]
2)+2ρq[n]

Ainsi, la minimisation de Q se réduit à N problèmes de mini-
misation 1D, i.e., la minimisation des critères Qn.

2.2 Etape-M
Introduisons la notation γt

n = (ẑt[n])2 +Σt[n, n]. La minimi-
sation de Qn s’écrit :

qt+1[n] = argmin
q∈{0,1}

γt
n

σ2
b + σ2

xq
2
+log(σ2

b +σ2
xq

2)+2ρq (18)

Après calculs, la solution est qt+1[n] = 1 si et seulement si

γt
n ≥ σ2

b

σ2
x + σ2

b

σ2
x

(
log

(
σ2
b + σ2

x

σ2
b

)
+ 2ρ

)
. (19)

Cette opération n’est pas sans rappeler la formule de seuillage
dans le cadre du problème de débruitage en MAP-Marginal
(avec γt

n en lieu et place de z[n] ci-dessous).

Proposition 2.1 ([13, 9, 1]). Soit z = Qr+ b, avec les lois a
priori définies plus haut pour (q, r). L’estimateur du MMAP
de q|z est donné explicitement, pour tout n, par

q[n] = 1 ssi P (q[n] = 1|z[n]) ≥ P (q[n] = 0|z[n])

c.à.d. ssi z[n]2 ≥ 2σ2
b

σ2
x + σ2

b

σ2
x

(
ρ+

1

2
log

(
σ2
b + σ2

x

σ2
b

))
.

2.3 Résumé de l’algorithme
La méthode complète est résumé dans Alg. 1. Lorsque H = I,
e peut être mis à 0 dans (8), et donc σ2

b = σ2
0 . Dans ce cas, les

matrices de covariance Γz et Γy sont égales, et l’algorithme se
réduit au cas de l’estimateur du MMAP en débruitage (avec
z = y dans Prop. 2.1). Dans la section suivante, une relaxation
continue du problème MMAP est proposée, où les variables
binaires q[n] sont remplacées par des variables dans [0, 1].
L’idée est d’obtenir une solution « à chaud » qui permettra de
mieux initialiser Alg. 1.
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Algorithme 1 : Estimateur MMAP du support q.

Entrées : t = 0, q(t) ∈ [0, 1]N , ρ > 0;
Sortie : q ∈ {0, 1}N ;
while not converged do

Q(t) = Diag(q);
Γ
(t)
z = σ2

b I+ σ2
xQ

(t)Q(t)T ;
Γ
(t)
y = σ2

0I+ σ2
xHQ(t)Q(t)THT ;

Σ(t) = Γ
(t)
z − Γ

(t)
z HTΓ

(t)−1

y HΓ
(t)
z ;

ẑ(t) = Γ
(t)
z HTΓ

(t)−1

y y;
for n = 1, . . . , N do

γ
(t)
n = ẑt[n]2 +Σt[n, n];

if γ
(t)
n ≥ 2σ2

b
σ2
b+σ2

x

σ2
x

(
ρ+ log

√
1 +

σ2
x

σ2
b

)
then

q(t+1)[n] = 1;
else

q(t+1)[n] = 0;
end

end
t = t+ 1

end

3 Optimisation par relaxation continue
On relâche le problème d’optimisation binaire (11) en un
problème d’optimisation continue. Le domaine de définition
{0, 1}N de la fonction coût est remplacé par [0, 1]N . Comme
la fonction coût Q(q,qt) est la somme découplée (17), l’étape
M reste un problème 1D semblable à (18).

On remarque que pour q[n] ∈ {0, 1}, alors q[n]2 = q[n].
Ainsi, minimiser Qn sur {0, 1} revient à minimiser :

γ
(t)
n

σ2
b + σ2

xq[n]
2
+ log(σ2

b + σ2
xq[n]

2) + 2ρq[n]2.

Considérons la relaxation continue de q[n] sur [0, 1] :

qt+1
n = argmin

q∈[0,1]

γt
n

σ2
b + σ2

xq
2
+ log(σ2

b + σ2
xq

2) + 2ρq2. (20)

Il s’agit d’un problème 1D avec des contraintes de borne. Le
minimiseur non contraint peut être obtenu en cherchant les
racines de la dérivée première par rapport à u = q2, qui s’écrit

−σ2
xγ

t
n

(σ2
b + σ2

xu
2)2

+
σ2
x

σ2
b + σ2

xu
+ 2ρ = 0 . (21)

Lorsque ρ > 0, il existe une seule racine positive :

u[n] =
1

4ρ

(√
1 + 8ρ

γt
n

σ2
x

− 1

)
− σ2

b

σ2
x

. (22)

Une étude minutieuse de la fonction coût dans (20) (considérée
comme une fonction de u = q2) révèle que la dérivée seconde
est positive pour le point u[n]. En prenant en compte que
q ∈ [0, 1], la solution devient :

qt+1[n] =


0 si u[n] ≤ 0,

1 si u[n] ≥ 1,√
u[n] sinon.

(23)

Algorithme 2 : Estimation of continuous relaxed q

Entrées : t = 0, q(t) ∈ [0, 1]N ;
Sortie : q ∈ [0, 1]N ;
while not converged do

Q(t) = Diag(q) ;
Γ
(t)
z = σ2

b I+ σ2
xQ

(t)Q(t)T ;
Γ
(t)
y = σ2

0I+ σ2
xHQ(t)Q(t)THT ;

Σ(t) = Γ
(t)
z − Γ

(t)
z HTΓ

(t)−1

y HΓ
(t)
z ;

ẑ(t) = Γ
(t)
z HTΓ

(t)−1

y y;
for n = 1, . . . , N do

γ
(t)
n = ẑt[n]2 +Σt[n, n];

u[n] = 1
4ρ

(√
1 + 8ρ

γt
n

σ2
x
− 1
)
− σ2

b

σ2
x

;

q[n] = max{min{
√
u[n], 1}, 0} ;

end
t = t+ 1;

end

L’algorithme obtenu Alg. 2 est proche de l’EM Sparse Baye-
sian Learning (SBL) de [17], exception faite de l’estimation
de q. Comme x|q ∼ N (0, σ2

xQ), lorsque q est continu, on re-
trouve la loi a priori utilisée dans SBL. La relaxation proposée
peut être vue comme une approche SBL où les variances sont
bornées par [0, σ2

x]
N . Enfin, quand ρ = 0, on a p = 1

2 dans le
modèle BG. Les mises à jour (20) de q[n] sont données par

q[n]2 = min

{
1,

(
γt
n − σ2

b

σ2
x

)+
}

(24)

qui conduit exactement à l’EM SBL [17] si σ2
x = 1 et σ2

b = 0.
Concrètement, Alg. 2 est lancé pour différentes valeurs de

l’hyperparamètre ρ. Les résultats sont utilisés comme initialisa-
tion à chaud de l’EM binaire pour le MMAP (Alg. 1) avec les
vraies valeurs des paramètres du modèle. Cette initialisation
permet d’éviter que Alg. 1 converge trop rapidement vers un
mauvais minimum local.

4 Expériences
Le signal Bernoulli-Gaussien (q, r) est simulé avec les pa-
ramètres p = 0.05 et σ2

x = 1, et le bruit blanc gaussien
est de variance σ2

0 = 0.01 ( ce qui correspond à un SNR
d’entrée théorique d’environ 7 dB ). L’opérateur H utilisé
est une sous-matrice issue de l’opérateur direct (leadfield)
en magnéto-encéphalographie (M/EEG), de taille 272× 600.
Cette matrice contient des colonnes hautement corrélées. Elle
est représentative de la difficulté des problèmes inverses en
M/EEG. L’estimation de q au sens du MMAP est comparée
aux estimations correspondantes x(q) telles que dans (6), ainsi
qu’au classique MAP Joint de q et x obtenu en minimisant (3).
Pour ces méthodes, on utilise un algorithme de descente proxi-
male similaire à l’algorithme d’Iterative Hard Thresholding
(IHT) [2] avec redémarrage à chaud. Les comparaisons sont
faites selon les métriques suivantes : le taux de Faux Positifs
(erreur de Type-I), le taux de Faux Négatifs (erreur de Type-
II), le SNR des x(q) estimé selon (6) et calculé en prenant
SNR = 10 log10

(
||x|22

||x−x̂||22

)
.
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FIGURE 1 : Estimateurs du MAP marginal vs du MAP joint,
comparés pour p = 0.01 et σ2

0 = 0.01. La mesure de SNR
des signaux reconstruits x est donnée pour certains points (de
même que le score du meilleur SNR atteint).

Les erreurs de Type-I et de Type-II sont représentées en
fonction de la taille du support prédit q en Fig. 1. On observe
que la solution du MMAP est de meilleure qualité que celle
du JMAP, que ce soit en terme d’erreur de type-I ou II et
de SNR (surtout, pour les métriques Type-II et RSB). De
plus, l’algorithme se comporte bien pour des opérateurs H
très corrélés. D’autres expérimentations (non montrées ici)
montrent que pour des matrices H gaussiennes, modérément
corrélées, les estimateurs du JMAP et du MMAP donnent des
résultats similaires. La version Marginale reste plus gourmande
en temps de calcul à cause de la présence de l’inverse de la
matrice Σt dans Algs. 1 et 2.

5 Discussion et conclusion
Cet article propose une approche par MMAP pour sélectionner
le meilleur support possible, car il s’agit de l’estimateur bayé-
sien pour l’erreur 0− 1. Ce problème de sélection de support
peut être vu commme un problème de sélection de variables
très étudié en statistique [12], aussi connu comme best subset
selection problem [8]. En classification, ce problème est en
général étudié dans un contexte de « prédiction » de la classe
de nouvelles données ; ainsi, l’estimation de x est primordiale.
Dans [8], une comparaison exhaustive est faite entre le Lasso
et les solutions optimales ℓ0 en utilisant un solveur MILP ve-
nant de [3]. Dans ce contexte, les résultats des approches ℓ0
et Lasso sont similaires. Cependant, la matrice utilisée dans
ces simulations n’est pas aussi mal posée que l’opérateur de
M/EEG. Notre étude permet d’entamer une réflexion sur les
relations existantes entre les minimiseurs du MAP Joint et
du MMAP. Nos futurs travaux s’attaqueront à l’impact de la
relaxation continue. De plus, une comparaison en profondeur
de ces méthodes avec les approches MCMC appliquées aux a

priori BG [7] et les EMVS proposés par [14] (basés sur des mé-
langes de gaussiennes, et donc s’approchant de z dans (8)). Du
point de vu pratique, la méthode sera particularisée au cas de la
structure spatio-temporelle des signaux issus de M/EEG [11].
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