Détection de changements dans les modeles gaussiens de rang K
appliquée a I’imagerie SAR
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Résumé — Dans cet article, nous proposons I’application d’une nouvelle statistique de test, basée sur un test d’égalité entre les matrices de
covariance de L séries temporelles gaussiennes multivariées de dimensions M, a I'imagerie Synthetic-aperture radar (SAR). Cette statistique de
test se place dans le cas ou les L matrices de covariances sont une perturbation de rang K de I’identité, assimilable a un modele signal plus bruit.
Elle possede les propriétés de consistance et de taux de fausse alarme asymptotique constant dans le régime des grandes dimensions, lorsque la
dimension des pixels M et le nombre de pixels a I’étude Ny, ..., Ny tendent vers I'infini au méme rythme. Des simulations sur des données
réelles SAR, permettront de mettre en avant les bonnes performances du test développé.

Abstract — In this article we propose the application of a new test statistic, based on a test of equality between the covariance matrices of L
multivariate Gaussian time series of dimensions M, to the imagery resulting from Synthetic-aperture radar(SAR). This test statistic is placed
in the case where the L covariance matrices are a disturbance of rank K of the identity, comparable to a signal plus noise model. It has the
properties of consistency and a constant asymptotic false alarm rate in the high-dimensional regime, when the dimensions of the pixels M and
the number of pixels under study Ni,..., Ny tend towards infinity at the same rate. Simulations on SAR real data will make it possible to
highlight interesting performances.

1 Introduction N = N;j + --- 4+ Nr.La majorité des statistiques de tests uti-

lisées dans la littérature (cf. [1]) sont de la forme ! pour (1) :

Dans cette étude, on considere L séries temporelles multi- Loy o1 M
dimensionnelles (y1.1),,c7 -+ (¥Yn,L) ez O8 (¥n,e) est un S = Z —~ Ny (Ak(RZR71)> (2)
vecteur de taille M, et que 1’on suppose mutuellement indé- -1 N M 1

pendantes :

Yl e {1, RN L}, (yme)nez i NcM (0, Rg)

oll ¢ est une fonction continue sur ]0, +occ[. On retrouve no-
tamment a partir de cette expression (cf. [1]) le test du ratio de
vraisemblance (GLRT) avec ¢(x) = log(z). De plus les statis-

Avec pour objectif de détecter les changements a travers la loi
de (Yn,),ez V¢ € {1,..., L}, on considere le test d’hypo-
these binaire suivant portant sur 1’égalité de matrices de cova-
riance :

Ho: R1:...:RL (1)
Hy H(Z,j) S {1,...,L}2 /Rl #RJ
On suppose que les observations (yn.e),_, y, V¢ €
{1,..., L} sont disponibles pour chaque série temporelle et on

note :
N, L
R 1 3 Ny -
Rii=—> yniyne Ri=) —Ry
Net= =N

ou Ry est ’estimateur empirique standard de Ry et R la ma-
trice de covariance groupée sur les L séries temporelles, avec

tiques de test basées sur (2) possedent la propriété du taux de
fausse alarme constant CFAR qui se traduit sous Hg par I’in-
dépendance de S de Ry, ..., Ry, R. Les approximations faites
dans le régime asymptotique standard ou Ny,..., Ny — o0
et M, L sont fixes, permettent d’estimer la distribution des sta-
tistiques de type (2) sous Hg (cf. [2] pour le cas du GLRT).
Cependant, un certain nombre d’applications porte sur des don-
nées de grandes dimensions ou M >> 1, et ol les changements
potentiels dans les matrices de covariance R, se font sur une
composante rang réduite [3]. On considere ainsi le modele sui-

vant :
R, =T, + 0’1 (3)

avec I'y représentant la matrice de covariance, de rang K < M,

1. Pour une matrice hermitienne A de taille (M x M), onnote A1 (A) >
... > Aum(A) ses valeurs propres par ordre décroissant.



d’un signal utile et 021 la matrice de covariance d’un bruit addi-
tif spatialement blanc. On se place alors dans le régime asymp-
totique des grandes dimensions ou M, N1, ..., Ny, — oo alors
que K, L restent fixes. Dans ce régime asymptotique et sous le
modele (3), V£ # ¢’ les matrices R[le/ sont une perturbation
de rang fixe de I’identité, il est alors possible de montrer que (2)
converge vers une méme limite sous Hy et H; ce qui empéche
de distinguer les deux hypotheses. Dans ce cas, il peut étre plus
intéressant de développer un nouveau test adapté au modele
(3). En dérivant le GLRT (¢ = log dans (2)) pour ce modele,
on obtient une nouvelle expression que 1’on donne en (7). Il est
précisé dans [4] que dans le régime asymptotique des grandes
dimensions sa loi sous H( dépend de parametres inconnus ce
qui ne permet pas de valider la propriété CFAR.

Ainsi dans cet article, en se basant sur le modele (3), nous
proposons une statistique de test qui est une généralisation de
celle présentée en [5], au cas ' > 1 qui va se baser sur I’étude
des plus grandes valeurs propres des matrices Rl, ey RL, R.
Nous mettrons en avant le fait que cette statistique est consis-
tante dans le régime asymptotique des grandes dimensions, on
étudiera son comportement au second ordre qui nous permettra
de justifier la propriété CFAR et enfin nous mettrons en avant
ses performances sur des données simulées puis réelles (SAR).

2 Statistique de Test

Avant de pouvoir présenter la statistique de test, il convient
de définir le régime asymptotique des grandes dimensions né-
cessaire a sa construction.

Hypothese 1. Ny = Ny(M),..., N, = Np(M) sont fonc-
tions de M telles que :

v = ()
—=cito|—
Ny M
ot cy,...,cp €]0,1] avec L indépendant de M. On représen-
tera par la suite ce régime asymptotique par M—>
—00

Considérons également les notations et I’hypothese qui suivent.
-1
Notations. ¢ := (Ele é) , I':= 25:1 %I‘g

Hypothese 2. Pourtoutk € {1,...,K}, e {1,...,L}:
1
Ak (Ty) ’Yk,ZJrO(\/M)
etVk e {1,..., KL}

M) = +o <\/1M>

On peut ensuite, reformuler (1) de maniere équivalente sous la
forme suivante (cf. [4]) :
HO : Vk7£a )‘k (I‘Z) = )‘k (F)

4
Hy o Tk, N, (Ty) # A (T) @

Par conséquent, il est possible de discriminer les hypotheses
Ho et H; en exploitant uniquement les valeurs propres des ma-
tricesT'y,..., g, T

En se basant sur les résultats du Théoreme 1 de [5] on déve-
loppe un nouveau test de détection en utilisant des estimateurs
consistants, dans le régime asymptotique des grandes dimen-
sions, des valeurs propres 7, Yk ¢. On considérera 62 Iestima-

teur de o2 suivant :
L M
R Ny 1 -
2. E )\k (Rg) .
=1 k=K+1

T T2 NM-K

puis 4, la plus grande solution de I’équation
ettt = ) (R) si M(R) > 6%(1 + v/0)2 ou
4% = 6%y/c sinon. On suivra le méme raisonnement pour 9 ¢
en prenant soin de remplacer c, R par cy, R;. En posant par la
suite ¥ = (Y% — Y,¢)k=1,...,k » On propose la statistique de test
£=1,....L

suivante :

Te = Lie o0y (1413) 5)
avec ¢ le seuil de contrdle sur la probabilité de fausse alarme
(PFA) asymptotique choisi en conséquence du résultat suivant :
sous Hg

1A 2 30
M —o00 €= ||"~,l||2 >0

avec ¥ = (Y& — Vk,1)k=1,..., k- La statistique de test proposée
=1,..L

sous Hq,
est donc consistante comme Iatteste le Théoréme suivant.
Théoréme 1. Sous les Hypothéses 1, 2 et Ve € 0, €1,
P, (lim 7,=i)=1
¢ M—o0 ¢ ’
ou P; est la mesure de probabilité sous I’hypothese H,;.

Sa loi sous H est également connue et détaillée ci-apres.

Théoreme 2. Sous Ho,

VM4 —2— Npxe (0, HQHT)
M —o0

on H = diag (I:I,...7I:I>, Q = diag (Q4,...,Qk) avec H
la matrice L x (L + 1) donnée par :
1 -1 0 ... ... O
1 0 -1
I:I =
S
1 0 0 -1
et avec )
Weo &k &k
Qk _ gk T
k wl%,L
ou
2 212 2 212
W/%,e _ ceYy (Ve + o) et & = coi (v +0?) ©)

2 2
Ve — 0—405 Vi — 0'400



Ce nouveau test est intéressant en pratique. En effet, étant en
mesure d’obtenir §2 un estimateur consistant dans le régime
des grandes dimensions de Q, en remplagant g, Yy ¢, 0> par
Yier V0 62, il est possible par le biais les Théoremes 1 et 2
d’échantillonner la loi gaussienne de covariance HOQHT. 11
est alors envisageable de fixer un seuil € de telle sorte que
Py, (Te = 1) = B avec (3 le taux de fausse alarme.

3 Résultats sur données simulées et
SAR

On présente tout d’abord les résultats sur données simulées.
Afin de se rapprocher le plus possible de ce que ’on peut
retrouver dans les données réelles qui vont suivre, on prend
L =2puis M =12, N = 50, Ny = Ny = 25, 0% = 1
et K = 5. On construit ensuite, pour chaque série temporelle,
une matrice Toeplitz symétrique T, de taille (M x M) telle
que Ty, , = ap‘[fj | avec o une constante pour agir sur le ra-
tio signal sur bruit. On en prend sa décomposition en valeurs
singulieres T, = « Zﬁf:l fmeum,lu;"n’l. On définit alors les
matrices de covariance I'; comme suit :

K
Vee{1,2} Ty =) yeupup,
k=1
On pose sous Hyg p1 = p2 = 0.1 puis sous H; p1 = 0.1
et po = 0.5. On comparera les performances de 7T, avec le
GLRTy r évoqué en introduction dont on fournit ci-aprés une
expression :

L K -
GLRTig =—» N¢ Y _log (i’“%‘{?)
k

(=1 k=1
L M ~
]WiK ZZ % 72 )‘k: (RZ) (7)
— N(M - K)log = =r
= 2 (R
k=K+1

La Figure 1 illustre I'impacte du ratio signal sur bruit . On
constate des performances plus avantageuses pour la statistique
de test T, et une dégradation des performances plus lente avec
a qui diminue. Dans la Figure 2 on surestime ou sous-estime
K dans I’expression des statistiques afin de tester la robustesse
face a une mauvaise estimation du rang. La statistique de test
T, s’avere tres peu sensible a une mauvaise estimation du rang
qui ne change que tres peu les performances contrairement au
GLRTy i qui subit fortement la sous-estimation de K.

On s’intéresse maintenant au dataset qui est une série
d’images SAR ([6], [7]) mise a disposition par NASA/JPL-
Caltech?. On considére dans ce papier 2 scénes différentes de
taille (2360 x 600) pixels pour la premiere et (2300 x 600)
pixels pour la seconde. Pour chacune de ces scenes la résolu-
tion en azimuth est de 0.6m et en distance de 1.67m. Le nombre

2. UAVSAR (SanAnd 26524 03 Segment 4), https ://uavsar.jpl.nasa.gov
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FIGURE 1 — Courbes ROC, a4p € {3,7,10}
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FIGURE 2 — Courbes ROC, K € {3,4,5,6,7} et agg = 10

d’images pour chaque scéne est L = 2 et chaque image est
en polarisation totale (HH, VV et HV). Etant en haute résolu-
tion, il est possible d’utiliser une décomposition en ondelette
[8] pour mettre en valeur les propriétés spectro-angulaires des
diffuseurs. Finalement, la dimension de chaque pixel sera de
M = 12. La mise en évidence des performances des tests
GLRTy R et T, se fait a I’aide du calcul des courbes ROC (Re-
ceiver Operating Characteristic). Pour toutes les simulations
qui suivent, apres avoir étudié les données en détails, le rang
K = 5 aété choisi. On considere également N1 = Ny = 25 et
N = 50.

On présente en Figures 3 et 4 la représentation en RGB Pauli
des 2 scenes pour la date la plus ancienne (gauche) et la plus
récente (milieu) ainsi que la vérité terrain associée (droite) ol
les pixels ayant subi un changement sont en blanc. On observe
sur les Figures 5 et 6 les performances pour les deux statis-
tiques avec un avantage net pour 7.. On peut remarquer une
différence de performance entre les deux simulations pour la
statistique 7, qui peut étre justifiée par la justesse de la vé-
rité terrain qui peut faire varier les performances de la statis-
tique. On notera également que ces résultats sont obtenus pour



des valeurs M, N1, No, N faibles & modérées alors que 1’ana-
lyse statistique conduisant au nouveau détecteur suppose étre
en grande dimension. Il est important de rappeler que la statis-
tique de test T est plus avantageuse du fait que sa loi asymp-
totique sous H soit connue, ce qui permet en pratique de fixer
un seuil de détection en fonction d’une PFA.

¢
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FIGURE 3 — Scene 1 : 23 avril 2009 (gauche), 15 mai 2011
(milieu) et vérité terrain associée (droite).

FIGURE 4 — Scene 2 : 23 avril 2009 (gauche), 15 mai 2011
(milieu) et vérité terrain associée (droite).

4 Conclusion

Dans cet article nous avons proposé une statistique de test
pour détecter un changement dans une covariance rang réduit,
alternative a celle du ratio de vraisemblance. Cette statistique a
été étudiée dans le régime des grandes dimensions, en terme de
consistance et de loi asymptotique, qui permet entre autre de
contrdler son taux de fausse alarme asymptotique. Les perfor-
mances observées sur données synthétiques et réelles montrent
une amélioration par rapport au ratio de vraisemblance, ainsi
qu’une certaine robustesse a la mauvaise connaissance de cer-
tains parametres comme le rang, et tout ceci pour des dimen-
sions modérées.
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