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Résumé — Nous étudions un probléme de codage de source zéro-erreur pour le calcul de fonction, avec information adjacente a
I’encodeur. Dans ce probléme, (X, Y) est tirée avec une loi jointe Px y ; I'encodeur connait X et g(Y), et communique a travers un
canal parfait & un certain débit avec un décodeur. Ce dernier connait Y et doit retrouver f(X,Y") avec probabilité d’erreur 0, ol f, g
sont des fonctions déterministes. Dans notre travail précédent, nous avons proposé une condition suffisante sur Py y et g pour que
le débit optimal de ce probleéme admette une expression a une seule lettre. Nous donnons dans ce papier une nouvelle interprétation
de ces résultats en termes de graphes caractéristiques et de débit optimal dans le probleme Slepian-Wolf zéro-erreur associé.

Abstract — We study a zero-error source coding for computing problem, with side-information at the encoder. In this problem,
(X,Y) is drawn with a distribution Px y ; the encoder knows X and ¢g(Y"), and communicates with the decoder at a certain rate
through a noiseless channel. The decoder knows Y and must retrieve f(X,Y’), where f, g are deterministic functions. In our
previous work, we exhibited a sufficient condition on Px y and g such that the optimal rate in this problem has a single-letter
expression. In this paper, we give a new interpretation of these results in terms of characteristic graphs and optimal rate in the

associated zero-error Slepian-Wolf problem.

1 Introduction

Considérons le scénario de codage de source de la
Figure ot deux suites corrélées (X", Y") =
((X1,...; Xn), (Y1,...,Y,)) de variables aléatoires dis-
crétes sont tirées de maniére i.i.d. avec la distribution Py y .
L’encodeur connait X™, a (9(¥3))i<n = (9(Y1), ... 9(¥2))
comme information adjacente, et transmet de I’information
au décodeur a travers un canal parfait de capacité¢ R. Le
décodeur a I’information adjacente Y™, et désire reconstruire
(f(X¢,Y:))i<n, ot f, g sont des fonctions déterministes. Quel
est le plus petit R tel que le décodeur retrouve (f (X, Y2))i<n
avec probabilité d’erreur 0 ?

Le schéma de la Figure || a été étudié avec d’autres
contraintes que la probabilité d’erreur zéro; et le débit op-
timal a été caractérisé dans chacun de ces cas : le cas sans
pertes et probabilité d’erreur asymptotiquement nulle par Or-
litsky et Roche dans [8]], et le cas avec pertes par Yamamoto
dans [12]. Toutefois, ces résultats peuvent seulement servir de
bornes ici et ne coincident pas en général avec le débit opti-
mal zéro-erreur, en particulier quand la distribution de source
Px y est a support plein.

Ce probleme de codage apparait en compression vidéo [4}/5]],
ol X™ modélise un ensemble d’images connues a 1’enco-
deur. Le décodeur ne doit pas nécessairement retrouver chaque
image en entier, mais a une suite de requétes particulieres Y
pour chaque image, par exemple la détection d’un chat, chien,
voiture, vélo, etc...; ou reconnaissance de sceéne : rue, ville,
montagne etc... L encodeur ne connait pas la requéte exacte
du décodeur, mais il possede une information partielle (par
exemple le type de la requéte), ce qui est modélisé par la suite
de variables aléatoires (g(Y:))i<n.-

En considérant le cas f(X,Y) = X, on obtient un cas
particulier du probleme de la Figure [I]: le probleme ouvert
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FIGURE 1 : Codage de source zéro-erreur pour le calcul de
fonction, avec information adjacente a 1’encodeur.

Slepian-Wolf zéro-erreur [[1]] représenté en Figure[2] Dans ce
dernier probléme, a chaque distribution Px y est associé un
graphe caractéristique, et le débit optimal s’exprime comme
un invariant de ce graphe : il s’agit de 1’entropie complémen-
taire de graphe [/1,/6L{10], dont la définition fait intervenir une
limite et des coloriages de produits de graphes. Or, I’entropie
complémentaire a une formule a une seule lettre (i.e. sans utili-
ser de limite) seulement pour certains graphes particuliers, les
graphes parfaits notamment [3[]. Obtenir des formules a une
seule lettre présente un intérét, car elles permettent d’expri-
mer le débit optimal du probleme en Figure 2] a I’aide d’un
coloriage de graphe de petite taille.

Avec le parameétre supplémentaire de la fonction f, le pro-
bleme de la Figure [I| n’a donc pas de formule a une seule
lettre pour son débit optimal en général. Dans notre travail
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FIGURE 2 : Probleme de Slepian-Wolf zéro-erreur avec infor-
mation adjacente a I’encodeur.
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précédent [2]], nous avons proposé une condition sur Px y et
g appelée “information adjacente partagée deux a deux”. Lors-
qu’elle est vérifiée, le débit optimal de la Figure [T]s’écrit pour
tout f comme combinaison convexe d’entropies de Korner [7],
qui ont une expression a une seule lettre [|1]].

Dans ce papier, nous donnons une nouvelle interprétation
de cette condition en termes de débit optimal du probleme
Slepian-Wolf zéro-erreur : les Px y et g qui vérifient la condi-
tion “information adjacente partagée deux a deux” sont ceux
qui induisent le pire débit possible H (X |g(Y)) dans le pro-
bleme Slepian-Wolf zéro-erreur en Figure 2} Dans le cas ol la
condition est vérifiée, le graphe caractéristique du probleme
Slepian-Wolf zéro-erreur correspondant s’écrit comme une
union disjointe de graphes complets.

Ce papier est organisé comme suit. En Section 2] nous po-
sons formellement le probleme de la Figure [T et ses notations.
Dans la Section 3] nous présentons la condition “information
adjacente partagée deux a deux” et la nouvelle interprétation
que nous en donnons; ainsi que les formules pour le débit
optimal de la Figure[T|qu’elles permettent d’obtenir. Dans la
Section |4} nous développons la preuve pour cette nouvelle
interprétation.

2 Présentation formelle

On note les suites ™ = (x1, ..., ;). L'ensemble des distri-
butions de probabilité sur un ensemble fini X" est noté A(X).
La loi d’une variable aléatoire X est notée Py € A(X), son
support est noté supp Px. Pour une longueur de suite donnée
n € N*, onnote A, (X) C A(X) I’ensemble des distributions
empiriques des suites de X',

On note {0, 1}* I’ensemble des mots binaires. Un ensemble
de mots W C {0, 1}* est sans préfixe si pour tout w, w’ € W,
w n’est pas un préfixe de w’ et vice-versa.

Le schéma de la Figure[l|est caractérisé par :

- Quatre ensembles finis X, ), U, Z, un couple de
variables aléatoires (X,Y) € X x Y suivant la loi
Pxy € A(X x ) (avec Px et Py a support plein), et
deux fonctions déterministes

FiAXY U, (1)
g:y—Z. (2)

On suppose sans perte de généralité que g est surjective
afin d’avoir des marginales a support plein : si elle ne
I’est pas, on peut simplement considérer sa corestriction
a son ensemble image. Pour n utilisations successives
de la source, on note (X™,Y™) la suite de n copies de
(X,Y) tirées de maniere i.i.d. avec la loi Px y.

- L’encodeur observe les réalisations de X, (¢(Y;))i<n
et envoie de I’information au décodeur sur un canal
parfait de capacité R > 0.

- Le décodeur reconstruit ( f(X¢,Y:))i<p & ’aide du mes-
sage de I’encodeur et de I’'information adjacente Y.

Définition 2.1 (Code de source zéro-erreur, débit réalisable)
Pour tout n € N*, un (n, R,,)-code de source zéro-erreur est
composé d’une fonction d’encodage ¢. : X™ x Z" — {0,1}*
et d’une fonction de décodage ¢q : Y™ x {0,1}* — U™ telles
que :

1. Pensemble ¢po(X™ x Z™) est sans préfixe,

2. R, = %E[l o (e (X", (Q(Yt))tgn)], o l(-) est la lon-
gueur d’un mot binaire,

3. la propriété zéro-erreur est satisfaite :

V(z",y") € supp Py y,
da(y",0c (2" (9600) <, ) ) = (Fev) e B

Un débit R est réalisable s’il existe une suite de (n, Ry, )-code
de source zéro-erreur tels que lim,, R,, = R. Le débit optimal
est noté R* = inf{R > 0| R est atteignable}.

L’hypothese que I'image de ¢, soit sans préfixe garantit que
le décodeur pourra toujours déterminer quand le message de
I’encodeur s’arréte. Une hypothese plus faible que Im ¢, sans
préfixe est étudiée dans [1, Théoréme 3], sans influence sur le
débit optimal. Si les trois conditions ci-dessus sont satisfaites,
on aura un décodage correct avec probabilité 1.

3 Information adjacente partagée deux
a deux

Définition 3.1 La distribution Px y et la fonction g vérifient
la condition “information adjacente partagée deux a deux” si

Vz € Z,Va,2' € X,3y € g7 (2),
Pxy (x,y)Pxy(z',y) > 0. 4)

Cela signifie que pour tout z dans I'image de g, chaque paire
(z,2") “partage” au moins un symbole d’information adja-
centey € g7 1(2).

Nous donnons dans le Théoreme [3.2) une interprétation de
cette condition. Les couples (Px,y, g) qui vérifient la condi-
tion “information adjacente partagée deux a deux” sont
exactement ceux qui induisent le plus mauvais débit optimal
possible H(X|g(Y)) dans le cas f(X,Y) = X.

Dans la preuve du Théoréme [3.2]en Section ] nous illus-
trons que dans le cas f(X,Y) = X (probleme Slepian-Wolf
zéro-erreur en Figure [2), si est vérifiée, le graphe carac-
téristique du probleme s’écrit comme une union disjointe de
graphes complets. Pour rappel, le débit optimal du probleme
Slepian-Wolf zéro-erreur est connu quand le graphe caracté-
ristique est parfait. Comme une union disjointe de graphes
complets est un cas particulier de graphes parfaits, on peut
alors caractériser le débit optimal dans le cas out f(X,Y) = X
et (@) est vérifiée : H(X|g(Y)).

Toutefois, il est important de remarquer la portée de la condi-
tion “information adjacente partagée deux a deux” (@), car elle
ne dépend pas de la fonction f et est donc plus générale que
le cas f(X,Y) = X. Une conséquence de 1’indépendance
de la condition a la fonction f est que, dans I’expression du
débit optimal au Théoréme [3.7] la fonction f contribue unique-
ment pour le calcul de I’entropie d’un graphe auxiliaire. Une
interprétation de I’effet de f dans la construction du graphe
auxiliaire est d’enlever des arétes a I’union de graphes com-
plets qu’on aurait obtenue dans le cas f(X,Y) = X.



Théoréme 3.2 Le couple (Px y, g) satisfait la condition “in-
formation adjacente partagée deux a deux” (@)

<= R* = H(X|g(Y)) dans le cas f(X,Y) = X et pour
tout z, Px|4(v)=- est a support plein.

La condition (@) présente un grand intérét. En effet, dans
notre travail précédent [2| nous avons montré que, si Px y et
g vérifient cette condition, le débit optimal R* s’écrit comme
combinaison convexe d’entropies de Korner qui sont des for-
mules a une seule lettre, comme illustré dans les Théoremes
et Puisque la condition “information adjacente par-
tagée deux a deux” (@) ne dépend pas de la fonction f : le
Théoréme [3.7]donne une formule a une seule lettre pour toutes
les instances correspondantes.

Le cas ot Px y est a support plein est suffisant (mais non
nécessaire) pour que soit vérifiée avec n’importe quelle
fonction g. Le débit optimal trouvé au Théoréme [3.7]peut alors
étre évalué pour une distribution a support plein, ce qui donne
I’expression du Théoreme [3.8]

Définition 3.3 (Graphe probabiliste) Un graphe probabi-
liste G estun tuple (V,E, Py), ou V est ’ensemble des som-
mets, £ est I’ensemble des arétes, et Py € A(V) est une
distribution de probabilité sur les sommets.

Définition 3.4 (Ensemble indépendant) Soir G = (V, €,
Py) un graphe probabiliste. Un sous-ensemble de sommets
S C V est indépendant si xx’ ¢ & pour tout z,z’ € S.

Définition 3.5 (Entropie de Korner d’un graphe H,.)

Pour tout graphe probabiliste G = (V,E, Py), soit T'(G) la
collection des ensembles indépendants dans G. L’entropie de
Kdorner de G est définie par

H,(G)= min

I(W; 5
VEWED(G) (W3 V), &)

ou le minimum est pris sur les distributions conditionnelles
Py v € AOW)Y, avec W =T(G) et avec la contrainte que
le sommet aléatoire V appartient a I’ensemble aléatoire W
avec probabilité 1.

Définition 3.6 (Graphe auxiliaire G;c ) Pour tout z € 2Z,
nous définissons le graphe auxiliaire G{ par

- X comme ensemble de sommets, avec Px|qv)=2

comme distribution sur les sommets,

- xa’ sont adjacents si f(x,y) # f(2',y) pour au moins
uny € g~ (z) Nsupp Py |x—y N supp Py |x—y

Théoreme 3.7 (de [2)) Si Px y et g satisfont la condition
“information adjacente partagée deux a deux” (@), le débit
optimal est :

R =" Pyy)(2)Ho(GY). (6)

z€EZ

Théoréme 3.8 (de [2]) Si Px y est a support plein, le débit
optimal est :

R* =H(j(X,g(Y))]g(Y)), %)
ou la fonction j renvoie un mot de U*, défini par
j: XX Z->U" )

(.Z‘, Z) — (f(l’, y/))y’egfl(z)'

4 Preuve du Théoréme

4.1 Préliminaires

Définition 4.1 (Coloriage) Soit G = (V, &, Py) un graphe
probabiliste et C un ensemble fini (I’ensemble des couleurs).
Une application ¢ : V — C est un coloriage si c=*(i) est
indépendant pour tout i € C.

Définition 4.2 (Entropie chromatique H,) L’entropie chro-
matique d’un graphe probabiliste G = (V, &, Py ) est définie
par

H,(G) = inf {H(c(V)) | c est un coloriage G}.  (9)

Définition 4.3 (produit ET) Soir G = (V1,&1, Py,), et
Go = (Va, &2, Py,) deux graphes probabilistes, leur produit
ET est noté G1 N\ Gy et défini par : Vi X Vo comme sommets
avec distribution Py, Py,, et (v1v2), (v} v}) sont adjacents si

v1v] € &1 ET vavy € Es, (10)

avec la convention d’auto-adjacence pour tous les sommets.
On note G{"™ la n-iéme puissance pour le produit ET.

Définition 4.4 (Entropie complémentaire de graphe H)
L’entropie complémentaire d’un graphe probabiliste G est
définie par H(G) = lim,, 0  H,(G"").

L’entropie complémentaire H caractérise le débit optimal
du probleme Slepian-Wolf zéro-erreur en Figure [2]; elle est
égale a H,; dans le cas des graphes parfaits, comme exposé au
Théoreme [4.6] Notamment, les graphes complets sont parfaits.

Définition 4.5 (Graphe parfait) Un  graphe  probabi-
liste G = (V,&,Py) est parfait si pour tout S C V,
w(G[S]) = x(G[S]); on G[S)] est le sous-graphe de G induit
par S, w est la taille de la plus grande clique et x est le
nombre chromatique.

Ihéoréme 4.6 (de [3], Corollaire 12) Si G est parfait alors
H(G) = H(G).

Définition 4.7 (Union disjointe LI de graphes probabilistes)
Soit A un ensemble fini, et soit Py € A(A). Pour tout a € A,
soit Go = (Va, &, Py,) un graphe probabiliste, 1’union
disjointe de ces graphes par rapport a Py est un graphe
probabiliste (V,E, Py ) noté |_|ng G, et défini par :

-V est l'union disjointe des ensembles (V) e n, i.e. V =
U, Va €t Vo N Vo = 0 pour tout a # o' ;

- Pour tout v,v' € V, vv’ € & ssi ils appartiennent au
méme V, etvv’ € &,;

- Py =3 ,c4Pala)Py, ; notons que les (Py, )ac.a ont
des supports disjoints dans V.

X", (Q(Yt))Kn ﬁ’ Encoder }74’ Decoder% X", (Q(Yt))Kn
< = . <
Y’ﬂ

FIGURE 3 : Un probleme auxiliaire de codage de source zéro-
erreur.



4.2 Preuve principale

Considérons le cas particulier ot f(X,Y) = X de la Figure
qui est représenté en Figure 2] Le débit optimal R* dans ce
cas particulier est €gal a celui du probleme auxiliaire suivant,
illustré dans la Figure[3]: (X, g(Y")) comme source disponible
a I’encodeur et a retrouver par le décodeur, ce dernier connait
Y (demander que le décodeur retrouve g(Y') en plus de X ne
change rien au débit optimal).

Le probleme de la Figure [3|est une instance particuliere du
probléme “entrées restreintes” d’ Alon et Orlitsky [1]], son débit
optimal s’écrit alors H (G), oul G est le graphe de Witsenhau-
sen [11]] pour la paire ((X,g(Y)),Y); ce graphe a X x Z
comme sommets et (z, z) adjacent a (2/, 2") s’il existe un Y’
tel que Py y,q(v) (%, ¥, 2) Px,v,gv) (2, y,2") > 0.

On remarque la structure particuliere de ce graphe : les
sommets (z, z) et (z', 2’) avec z # 2’ ne sont pas adjacents.
Le graphe G est donc une union disjointe indexée par Z :

G =022 G (1)
R =HG) =H (ufg? Gz) : (12)

ou pour tout z € Z, G, est le graphe de Witsenhausen pour la
paire (X7, Y,) ~ Px y|g(v)=z

(=) Supposons que g et Px y satisfont la condition “in-
formation adjacente partagée deux a deux”. On a alors direc-
tement que Px|q(y)=- €st & support plein pour tout z. Soit
z € Z, et (x,2), (2, z) deux sommets de G . Par hypothése,
il existe un y € g~ !(2) tel que Pxy(z,y)Pxy(z',y) >
0; d’ou PX.,Y,g(Y) (!E7y, Z)PX,yyg(y) (m’,y7 Z) > 0, et donc

(z,z), (¢, z) sont adjacents dans G .. Chaque graphe G, est
Pyvy

alors complet, et donc parfait; le graphe G = | |2z’ G est
alors aussi parfait. On a :
R =T (LY G.) (13)
=i, (U ¢ (14)
=Y Pyy)(2)H,(Gz) (15)
z€EZ
= > Py (2)H(Pxjgv)=2) (16)
zEZ
=H(X[g(Y)); a7

ou (T3) vient de (I12) ; (I4) résulte du Théoreme .6 appliqué
au graphe parfait Ufgg) G ; (T3) vient de [9, Corollaire 3.4];
et (I6) est vraie car les ensembles indépendants du graphe
complet GG, sont les singletons contenant chacun de ses som-
mets.

(<) Réciproquement, supposons R* = H(X|g(Y)) et
Px|4(v)=2~ €st & support plein pour tout 2. Supposons par
I’absurde qu’un des G, n’est pas complet, il existe alors un
coloriage de ce graphe assignant la méme couleur a au moins
deux sommets. On a alors I’existence d’un z tel que

H(G:) < H(Pxg(v)=2), (18)

car Px|q4(y)=- st a support plein. On a
H(X|g(Y)) = R* (19)
= (U ¢.) (20)

<Y Py (2)H(G:) (1)

< H(X|g(Y)); (22)

ol (20) vient de (12), 1) résulte de [10, Théoreme 2], et
(22)) vient de (T8). On arrive a une contradiction, d’ot tous les
G, sont complets : pour tout z € Z et z, 2’ € X, il existe un
y tel que Px y,q(v)(, ¥, 2) Px y,qv)(2',y,2) > 0. Untel y
appartient & g~ (2), et satisfait Px y (z,y)Px,y (2/,y) > 0.
La condition “information adjacente partagée deux a deux” est
donc satisfaite par Py y, g.

5 Conclusion

Nous avons étudié un probleme de codage de source zéro-
erreur pour le calcul de fonction. Lorsqu’elle est satisfaite,
la condition “information adjacente partagée deux a deux”
sur Px y et g permet d’obtenir une expression a une seule
lettre pour le débit optimal. Nous avons montré dans ce pa-
pier que cette condition est équivalente a un débit optimal
de H(X|g(Y)) dans le probleme Slepian-Wolf zéro-erreur,
avec la méme distribution de source Py y et avec information
adjacente g(Y") a ’encodeur.
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