Evolution de la résolution de problemes inverses en imagerie
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Résumé — Les problémes inverses sont au coeur de nombreuses problématiques en traitement du signal et des images. Cet article
a pour objectif de retracer les grandes avancées en terme de résolution de problemes inverses. Nous partons de la formulation
bayésienne, puis décrivons de nombreuses pénalisations rencontrées dans la littérature, ainsi que les grandes classes algorithmiques
résolvant les problemes de minimisation associés. Enfin, nous faisons une ouverture aux approches basées apprentissage profond.

Abstract — Inverse problems are central in many signal and image processing areas. This article aims at reviewing the major
advances in terms of solving inverse problems. We take as a starting point the Bayesian formulation, and then report on the
numerous penalties encountered in the literature, as well as the main algorithmic classes for solving the associated minimization
problems. Finally, we make an opening to deep learning based approaches, which offer very effective reconstruction strategies.

1 Grandes lignes de I’évolution des pro-
blemes inverses en imagerie

La résolution de problémes inverses permet de remonter a 1’in-
formation originale d’un objet d’étude a partir d’observations
dégradées de ce méme objet. La généralité et la cohérence
de I’approche inverse permet de traiter de facon globale et
avec des méthodologies similaires des données de nature tres
différentes (images 2D ou 3D, images hyper-spectrales), voire
hétérogenes.

Modeéle direct — La premiere étape de résolution d’un pro-
bleme inverse passe par 1’écriture du modele direct dont la
forme la plus simple s’écrit :

2= Al +e¢ (1)

ou U désigne 1’objet original (inconnu), typiquement une image
composée de N pixels, A une transformation linéaire (ou non-
linéaire) modélisant le dispositif d’acquisition, € une dégrada-
tion stochastique ou en d’autres termes un bruit de mesure, ici
supposé additif, et z les observations, typiquement une image
composée de M pixels.

Probléme inverse — Le probléme inverse consiste alors a
estimer une image U proche de U a partir de 1’information
contenue dans z, d’une information compléte ou partielle de A,
de la statistique du bruit, et d’a priori sur la classe d’images a
reconstruire.

Cette unique équation décrit de nombreux problémes in-
verses en analyse d’images tels que le débruitage (A est 1’opé-
rateur identité et z est une version bruitée de 1’objet original)
ou la déconvolution (A est un opérateur de convolution et z une
version floue et bruitée de 1’objet original) communément ren-
contrée en astronomie ou microscopie. Elle décrit également
de nombreux modeles d’acquisition rencontrés en imagerie
médicale, notamment en imagerie par résonance magnétique
(IRM : échantillonnage dans le domaine de Fourier) ou en
tomographie (transformée de Radon).

L’intérét des approches de type problemes inverses réside
dans leur formulation générale qui les rend applicables a de
nombreuses modalités et dans leur capacité a fournir des esti-
mateurs U ayant d’excellentes propriétés.

Travaux pionniers — Les premiers travaux de cette discipline
remontent a la définition du concept de probleéme bien posé pro-
posé par J. Hadamard [18]] en 1902 basé sur I’existence, I’uni-
cité et la stabilité de la procédure d’inversion. Par construction,
la majorité des problemes inverses considérés en traitement du
signal et des images (TSI) sont des problémes mal posés.

Lorsque A n’est pas inversible, de nombreux travaux ont
alors porté sur la résolution par maximum de vraisemblance
proposé par R.A. Fisher en 1922 qui se rameéne a la résolution
des moindres carrés lorsque € est un bruit blanc Gaussien et a
la pseudo-inverse de Moore-Penrose si de plus A est linéaire,
i.e., U € Argmin, ||Au—z[|3 = (A*A)~1A*z, ot A* désigne
I’adjoint de A.

Cependant, ces estimateurs sont rarement envisageables
ou conduisent a un estimateur irrégulier provenant de I’am-
plification du bruit de mesure, principalement causé par le
mauvais conditionnement de A. On peut chercher a améliorer
ce conditionnement, ce qui a conduit a des approches de types
SVD tronquée [19]] ou alors proposer une régularisation de la
solution par approche variationnelle pénalisée.

Approches variationnelles — Depuis ces travaux fondateurs,
les avancées majeures concernent la résolution des problemes
inverses par minimisation d’un critere de la forme :

U € Argmin ¢ (Au, z) + Ap(u) 2)
ueC

ouC C RN représente 1’ensemble des solutions admissibles,
1) correspond a une “distance” entre les observations z et leur
modele, ¢ un terme qui pénalise les solutions trop irrégulieres
et A > 0 un parametre de régularisation permettant 1’ajuste-
ment entre adéquation aux données 1 et pénalisation . Cette
minimisation générique permet de contrer le mauvais condi-
tionnement des matrices (opérateurs) lorsque A > 0. De plus,
on peut retrouver les solutions irrégulieéres obtenues par maxi-
mum de vraisemblance (en prenant A = 0).

Hyperparametre — Une question sensible dans la résolution
des problemes inverses par approche variationnelle concerne
le choix de I’hyperparametre A. Les principales techniques
proposées pour régler automatiquement ce parametre sont la
minimisation d’estimateurs de I’erreur quadratique moyenne
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(estimateur non-biaisé du risque de Stein : SURE) [13]], la
validation croisée généralisée (GCV) [13]], la courbe en L
[19], ou les approches bayésiennes par marginalisation de la
distribution a posteriori ou méthodes MCMC (ces dernieres
nécessitant de spécifier la densité de probabilité de ).
Dimensionalité — La résolution de problémes inverses en ima-
gerie fait face a une augmentation toujours croissante du vo-
lume de données a traiter mais bénéficie également de 1’ac-
croissement de la puissance de calcul des ordinateurs. Les
développements méthodologiques algorithmiques combinés
aux performances numériques nous ont permis de passer de
I’analyse d’images composées de N = 103 pixels dans les
années 80 [14] a I’analyse d’images hyperspectrales de taille
107 [17]] quarante ans plus tard pour un méme temps de calcul
et tout cela en améliorant les performances de reconstruction,
grice a I'utilisation de pénalisations ¢ finement choisies.
Vers le deep learning — Face a ces stratégies variationnelles
régularisées constituant 1’état-de-1’art, 1’analyse d’images et,
plus spécifiquement, la résolution de problemes inverses fait
face depuis une dizaine d’années au développement de mé-
thodes reposant sur 1’apprentissage profond [16]. Dans la lit-
térature on trouve essentiellement trois classes d’approches :
(1) les réseaux d’apprentissage “end-to-end” que 1’on peut
aussi qualifier de “boite noire”, les plus développés lors des
premiers travaux combinant problémes inverses et apprentis-
sage profond, puis, plus récemment, (ii) les approches Plug
& Play (PnP) [25] permettant de conserver le cadre standard
des approches variationnelles régularisées ou la différence ré-
side dans le choix du terme de pénalisation dont 1’opérateur
proximal [23] associé prend la forme d’un réseau de neu-
rones fermement contractant, et enfin, (iii) les approches dites
d’algorithmes déroulés (unfolded/unrolled) [1]] permettant de
construire un réseau s’inspirant des algorithmes proximaux
tout en convergeant en trés peu d’itérations (i.e., de couches de
réseaux). Ces deux dernieres classes d’approches permettent
de proposer un continuum entre les approches variationnelles
standards et les approches qualifiées de “boite noire”.

Plan — Apres cette introduction permettant de fixer les grandes
avancées en résolution de problémes inverses, nous proposons
de revenir sur certains éléments clés de leurs résolution. Nous
détaillerons tout d’abord I’interprétation bayésienne en sec-
tion [2|dont la formulation permet de guider le choix du terme
d’attache aux données. Puis, nous présenterons dans la sec-
tion [3]les grandes classes de pénalisation/régularisation. Les
principaux algorithmes mis en oeuvres pour la résolution de
(@) seront présentés dans la section E} Enfin, une ouverture
vers I’apprentissage profond sera effectuée dans la section [3]
ou nous donnerons quelques éléments de compréhension.

2 Interprétation bayésienne

Afin d’intuiter la formulation générique (2)), il peut &tre op-
portun de faire appel a la formulation bayésienne. Pour cela,
nous supposons que u et z sont des réalisations de vecteurs
aléatoires U et Z et I’estimation peut alors étre atteinte par une
stratégie du Maximum A Posteriori (MAP). L’ objectif est alors
d’estimer 1 qui maximise la distribution a posteriori fi5jz—,
qui peut étre reformulée par le théoreme de Bayes puis par
monotonie du logarithme comme :

U € Argmin ( —log pizju—u(2) —logpu(n) ). (3)
ueRN — e ead
vraisemblance a priori

Le premier terme de (3 quantifie la fidélité aux observations
z et dépend du modele de formation des données (I)). A titre
d’exemple, lorsque € modélise un bruit blanc Gaussien de

variance 02 et A € RM*N 1a vraisemblance prend la forme
oM _ ||A\1—22H2
Hzju=u(z) = (2Tm0°) "2 e 20

1
P(Au,z) = ﬁHAu—ZHQ. 4)

conduisant a

Ce méme raisonnement permet, par exemple, de motiver une
attache aux données de type divergence de Kullback-Leibler
lorsque le modele d’acquisition des données est un processus
de Poisson [26].

Le second terme est relié¢ a I’information a priori sur I’'image
originale conduisant & ¢(u) = — log pyy(u). Si la littérature
en restauration d’image s’appuie fortement sur le modele bayé-
sien pour justifier le choix de I’attache aux données, les mo-
deles de pénalisation ont quant a eux plutdt émergé du coté
de la littérature dédiée aux ondelettes, a la parcimonie ou aux
modeles variationnels continus.

3 Pénalisation/Régularisation

Une premicere classe de pénalisations implique des fonctions
différentiables et convexes telles que la régularisation de Ti-
khonov [28]], qui fut proposée dans les années 60 aussi appelée
régression d’aréte (i.e ridge regression) et qui favorise les solu-
tions lisses. La régularisation de Tikhonov peut également étre
interprétée comme un filtrage de Wiener (1949) en s’appuyant
sur la connaissance des densités spectrales du bruit et du si-
gnal. On peut également citer la pénalisation de Huber [20]]
permettant d’approcher la norme ¢; et favorisant des solutions
parcimonieuses.

A partir des années 90, la résolution des problémes inverses
a connu la révolution des pénalisations non lisses dont la régu-
larisation la plus connue est sans nul doute la pénalisation par
variation totale, proposée par Rudin, Osher, et Fatemi (ROF)
[27] et dont 1a définition originale fut donnée dans une formu-
lation continue. Sous forme discrétisée, plusieurs définitions
de la variation totale sont possibles et dépendent essentielle-
ment du choix de I’opérateur de discrétisation. La formulation
usuelle de la variation totale isotrope s’exprime :

o) = [Dullza = 5 /(D1 W ina) + (D2 Wyny)?
n=(n1,n2)
aveC (D1W)ny my = Uny41m; = Unymg €6 (D20)ny iy
Un,y my+1 — Uny,n, La pénalisation par variation totale per-
met d’obtenir de trés bonnes performances en débruitage,
surtout si I’image contient de larges régions uniformes. Ce-
pendant, pour des images naturelles, cette méthode laisse ap-
paraitre un effet de staircasing que les utilisateurs préferent
éviter, par exemple en astronomie ol une version lissée de
la variation totale est souvent utilisée. Il s’agit de la péna-
lisation par variation totale hyperbolique [6] qui s’exprime
|(Du),||3 + v, faisant apparaitre un para-
metre supplémentaire v > 0 a ajuster. Elle posséde cependant
I’avantage de lisser I’effet constant par morceaux et de four-
nir une transition plus lisse qui peut apparaitre plus réaliste
dans certaines modalités d’imagerie. D’autres pénalisations
avancées ont été proposées dans la littérature. Par exemple
les pénalisations favorisant la parcimonie dans une base ou
une trame d’ondelettes [[21},126] et dont la pénalisation prend
une forme similaire a la pénalisation par variation totale :
@(u) = ||Du|s ot D modélise dans ce cas I’opérateur associé




a la base ou trame d’ondelettes. On parle alors de formulation
a I’analyse, devenant formulation a la synthese lorsque D est
déplacé dans le terme d’attache aux données par utilisation de
son adjoint. Par ailleurs, || - ||o est une pénalisation favorisant
la parcimonie pouvant prendre la forme d’une norme ¢; ou
d’une norme mixte ¢; » comme définie dans (E]) offrant une
flexibilité dans le choix de D et des groupes de coefficients
considérés. On peut se référer a [2] pour des choix de groupes
judicieux. Il existe également des formes avancées de pénalisa-
tion par variation totale comme la variation totale généralisée
(TGV) [4], 1a variation totale non-locale ou des pénalisations
par tenseurs de structure [8].

Une troisieme classe de pénalisation repose sur I’ utilisation
de pénalisations non-convexes de type ¢1-pondérée ou quadra-
tique tronquée [24]], qui cependant introduisent des difficultés
algorithmiques associées a la minimisation.

Une derniere classe de pénalisation, basée apprentissage,
est apparue récemment. Elle sera évoquée dans la section 3]

4 Solutions algorithmiques

Les avancées algorithmiques majeures pour la résolution de
probleémes inverses émanent de 2 sources : 1) les adaptations
entre propriétés des fonctions ¢ et ¢ et 2) les avancées en
optimisation numérique.

Les travaux fondateurs en problémes inverses sont indisso-
ciables de 1’algorithme de gradient explicite et des versions
accélérées (e.g., Levenberg-Marquardt ou L-BFGS) [30].

Il faudra attendre les années 2000 et I’essor des méthodes
proximales [3} [10} 2] (méthodes de sous-gradient implicite)
pour étre en mesure de traiter de grands volumes de données
combinés avec des pénalisations avancées (comme celles men-
tionnées dans la section précédente) et ainsi obtenir des gains
significatifs en qualité de reconstruction. Ces algorithmes re-
posent sur la notion clé d’opérateur proximal [23]] associé a
une fonction f, défini pour tout 7 > 0 par

1
(vx € RY) prox,px = arg min olly x5 +7/(y). ©

L’opérateur proximal est une généralisation de la projection sur
un ensemble convexe fermé non vide C de RY, notée Pr, en
remarquant que prox, , = P¢ avec ¢ la fonction indicatrice
associée a I’ensemble C telle que, pour tout x € RY, 1o (x) =
0si x € C et +00 sinon. L’opérateur proximal associé a la
norme /7 (trés utilisé en analyse d’images) se réduit a une
opération de seuillage doux de parameétre 7.

Les méthodes proximales, en plus de permettre la gestion de
fonctions non-lisses, ont permis d’offrir un cadre unificateur
entre optimisation lisse sous-contrainte (e.g. contraintes de
dynamiques ou épigraphiques) et optimisation non-lisse.

Formellement, si le probleme considéré est de la forme
min,cp~y f(x) avec f une fonction convexe non-lisse, une
itération de I’algorithme du point proximal (ou sous-gradient
implicite) s’écrit :

xEH) = x W _ ot avee  olfl € g f(xFH1)  (6)
= prox,, fx[k] (7)

our, >0etdf(x) = {weRV|(Vy e RY) (y —x,w) +
f(x) < f(y)} désigne la sous-différenticlle de Moreau [23]
qui se réduit au gradient lorsque la fonction est différentiable
(i.e., 0f = {Vf}). Dans le cas ou la sous-différentielle est
calculée en x¥ et non en x!*+1, on obtient une itération de
I’algorithme de sous-gradient explicite.

Contrairement a la méthode de sous-gradient explicite, la
convergence de 1’algorithme proximal repose sur un choix de
pas 7, moins contraignant. L’efficacité des itérations proxi-
males est conditionnée a la connaissance sous forme explicite
de I’opérateur proximal. De nombreuses formes explicites ont
été proposées dans la littérature et sont répertoriées pour la
plupart sur le site web Prox-Repository.

Une difficulté supplémentaire intervient lorsqu’il s’agit de
calculer I’opérateur proximal associé a une somme de deux
fonctions (i.e., f = 1+ Ap) comme c’est le cas dans (2)). Dans
ce cas, tres peu de formes explicites existent et il est alors né-
cessaire d’avoir recours a des algorithmes proximaux d’éclate-
ment (splitting) qui sont des variations autour de ces itérations
de facon a minimiser une somme de fonctions convexes pou-
vant €tre non-lisses. L’ approche de référence est I’algorithme
explicite-implicite (FB : forward-backward) [1] qui suppose v
de gradient 3-Lipschitz et dont les itérations sont de la forme :

) = prox (1 = Vo)) @)

ol 7, < 2371, L’étape explicite est une étape qui permet de
gérer I’inversion de A et 1’étape implicite est une étape de dé-
bruitage activant les différentes pénalisations présentées dans
la section précédente. Il peut cependant parfois étre coliteux
numériquement d’avoir recourt a des sous-itérations pour cal-
culer I’opérateur proximal et dans ce cas, il peut étre opportun
d’avoir recours a des algorithmes primaux-duaux [5} [11]].

Pour la gestion de fonctions non-convexes, une littérature
reposant sur 1’inégalité de Kurdyka-f.ojasiewicz a permis de
proposer des algorithmes ayant une convergence vers un point
critique, utile dans le cas de pénalisations non-convexes ou
encore en déconvolution aveugle [9].

5 Vers ’apprentissage profond

Une alternative récente a la minimisation de (2)) combinant un
choix judicieux d’attache aux données, de pénalisation et de
stratégies d’optimisation, consiste a recourir a un apprentissage
supervisé reposant sur des réseaux de neurones profonds.

On rappelle que les réseaux profonds sont un empilement
de couches. Chaque couche est composée d’une transforma-
tion linéaire (par exemple, des convolutions) et une fonction
d’activation non linéaire. Formellement, un réseau composé
de K couches peut étre écrit comme

ulK] = de (ulll) = 1 (U] (T0glp00) i)

oti, pour chaque k € {1,..., K}, T*] est la matrice de poids,
bl*] est le biais, et 7(*! est la fonction d’activation non linéaire.

Pour la résolution de problemes inverses, I’approche la plus
standard, qualifiée de “end-to-end”, consiste & considérer U =
de(z) ot dg modélise un réseau de type CNN ou Unet.

Plus récemment, la conception de dg s’est appuyée sur
la connaissance que I’on a du probleme physique [29]. Par
exemple dans le cas des approches PnP, il s’agit d’avoir re-
cours a une approche de type FB ou prox,, ,,, qui s’apparente
a une action de débruitage, peut étre remplacé par des débrui-
teurs de type BM3D [12] ou un réseau de neurones [25]. On
peut également faire référence aux approches déroulées qui
consistent a déployer des méthodes itératives telles que 1’algo-
rithme FB. Dans le cas ol ¢ est définie par (@) [16] cela conduit
aTHM =1d—7, A* A, n* = prox, . etbl*] = 7, A*z. Cette
approche permet alors de prendre en charge I’apprentissage
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du parametre de régularisation, les pas de I’algorithme et on
peut méme envisager I’apprentissage de 1’opérateur linéaire
via des formulations primale-duales ou sous-itérations lorsque
¥ =||D - |]1 [22] au prix d’un coit d’apprentissage plus élevé.

6 Conclusions et perspectives

Cet article retrace I’évolution des méthodes de résolution de
problemes inverses en imagerie. La figure[I] permet de retracer
cette évolution sur un exemple de restauration d’image. Les
performances obtenues avec les méthodes récentes reposant
sur la combinaison d’outils standards et de réseaux de neu-
rones permettent d’atteindre des résultats de restauration de
tres grande qualité. Cependant, de nombreuses pistes restent
a explorer, allant d’une compréhension approfondie et moins
énergivore des approches reposant sur les réseaux de neurones,
a I’estimation conjointe des parametres sous-jacents (décon-
volution aveugle, hyperparametres de régularisation,...), en
passant par 1’accélération des procédures.

Degradée
SNR =13.4dB

Tikhonov [28]] Dual-tree [[7]]
SNR = 16.4dB SNR = 16.6dB

SNR = 19.4dB SNR =20.0dB SNR =20.2dB

FIGURE 1 : Résultats visuels de restauration pour différents
choix de régularisation ou par méthodes PnP.
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