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Résumé – Ce papier porte sur le positionnement collaboratif par mesures de distance inter-agents. Nous définissons et étudions le filtre linéaire
optimal pour des mesures de distance entre agents évoluant sur une droite et dont les corrélations entre les estimateurs ne sont pas connues. Ce
filtre adopte une approche minimax : il minimise l’erreur quadratique pour la pire corrélation possible. Son étude montre que dans certains cas,
il vaut mieux ne pas utiliser les mesures.

Abstract – This paper focuses on collaborative positioning using inter-agent distance measurements. We define and study the optimal linear
filter for distance measurements between agents moving on a line and whose correlations between estimators are not known. This filter adopts a
minimax approach: it minimizes the squared error for the worst possible correlation. Its study shows that in some cases, it is better not to use the
measures.

1 Introduction

Dans un système de positionnement, les agents estiment tra-
ditionnellement leur position en se repérant par rapport à des
points de repère (satellites GNSS, antennes radio, amers, etc.).
Dans certaines situations, notamment en intérieur ou en centre-
ville, les liaisons avec ces points de repère sont plus difficiles
et la précision du positionnement en pâtit. Pour limiter la perte
de précision, des systèmes coopératifs peuvent être utilisés [5].
Une méthode simple de coopération est la mesure de distances
entre agents. Les agents transmettent à leurs voisins leur po-
sition estimée et l’incertitude associée. Ils mesurent ensuite
les distances à leurs voisins qui deviennent alors de nouveaux
points de repère.

La difficulté de ce type de coopération provient de la mé-
connaissance des covariances croisées entre les estimateurs des
agents. Elles interviennent dans le calcul du gain optimal et de
la covariance après filtrage. Malheureusement, dans les réseaux
comportant de grands nombres d’agents, il est impossible d’es-
timer, et donc d’utiliser, ces covariances croisées à cause des
coûts de calculs et de communication. Négliger ces corréla-
tions (en les considérant nulles ou maximales) engendrent des
sous-estimations des erreurs et potentiellement la divergence
des filtres. Afin de ne pas sous-estimer les erreurs, les agents
doivent utiliser des filtres consistants. Ces filtres majorent la
covariance après filtrage en considérant toutes les covariances
croisées possibles. La recherche du filtre consistant optimal est
un problème d’optimisation convexe reposant sur une approche
minimax, voir par exemple [3].

Dans cette étude, nous étudions le filtrage de mesures de
distance entre agents évoluant sur une droite. Bien que peu
réaliste, cette situation permet d’apprécier les comportements
spécifiques des filtres consistants. Nous formulons, dans la sec-
tion 2, le problème du filtrage optimal pour un agent mesurant
des distances avec d’autres agents alliés mais ignorant les cor-
rélations avec et entre ses alliés. Au-delà de la résolution du
problème présentée en section 3, nous étudions dans la sec-
tion 4 l’utilité des mesures : nous montrons que dans certains
cas, il vaut mieux ne pas les utiliser. Les résultats sont discutés
dans la section 5, puis nous terminons en abordant l’extension
de ces travaux pour des agents évoluant dans des espaces de
dimensions supérieures dans la section 6.

2 Problème
Notations. Dans la suite, les variables aléatoires sont notées

en minuscules grasses, par exemple z, les vecteurs sont souli-
gnés, par exemple k, et les matrices en majuscules grasses, par
exemple H .

On considère n + 1 agents, indexés de 0 à n, caractérisés
par leurs positions x0, . . . ,xn ∈ R. Dans toute l’étude, nous
nous concentrons uniquement sur l’estimation de la position de
l’agent 0. Chaque agent dispose d’un estimateur non biaisé de
sa position, noté x̂i, de variance σ2

i connue. On note x̃i = x̂i−
xi les erreurs des estimateurs, elles satisfont donc : E [x̃i] = 0
et E

[
x̃2
i

]
= σ2

i . Les corrélations entre les estimateurs ρi,j =
(σiσj)

−1E [x̃ix̃j ] sont en revanche inconnues. On note R =



(ρi,j) la matrice de corrélation. Comme les corrélations sont in-
connues, l’unique hypothèse sur R est qu’elle appartient à l’en-
semble R des corrélations possibles : l’ensemble des matrices
symétriques semi-définies positives de diagonale unitaire.

On considère également n mesures des distances (signées)
entre l’agent 0 et les n autres :

zi = x0 − xi + vi, (1)

où vi est un bruit centré de variance η2i connue. Ces bruits sont
supposés indépendants deux à deux et indépendants de chacune
des erreurs d’estimation x̃i.

L’objectif est de créer un nouvel estimateur x̂F pour la po-
sition x0 aussi précis que possible en filtrant les mesures zi.
Ce nouvel estimateur est recherché comme une combinaison
linéaire des mesures zi et des estimateurs x̂i. On cherche à
minimiser l’erreur quadratique moyenne (MSE) d’estimation
E
[
x̃2
F

]
, où x̃F = x̂F − x0. Comme un biais augmenterait la

MSE, l’estimateur x̂F est recherché non biaisé. Il est défini par
n gains k =

(
k1 · · · kn

)ᵀ ∈ Rn :

x̂F = x̂0 +

n∑
i=1

ki [zi − (x̂0 − x̂i)] . (2)

En introduisant, k0 = 1−
∑n
i=1 ki, (2) se ré-écrit :

x̂F = k0x̂0 +

n∑
i=1

ki (x̂i + zi) (3)

L’équation (2) présente la forme classique d’une correction :
les ki sont les gains de correction et les zi− (x̂0 − x̂i) sont les
innovations des mesures. De son côté, l’équation (3) représente
la fusion de n + 1 estimateurs de la position x0 : en effet, les
x̂i + zi peuvent aussi être considérés comme des estimateurs
de la position x0.

La variance de l’estimateur x̂F , notée σ2
F , dépend du gain k

et de la matrice de corrélation R. En utilisant la forme (3), elle
s’exprime par :

σ2
F (k,R) =

n∑
i=0

k2i
(
σ2
i + η2i

)
+ 2

∑
0≤i<j≤n

kikjρi,jσiσj (4)

où η0 = 0 a été introduit pour simplifier l’écriture. On dit
qu’une paire (k, sF ), constituée d’un gain k et d’une variance
sF , constitue un filtre consistant si ∀R ∈ R, sF ≥ σ2

F (k,R).
En d’autres termes, la variance sF garantit de ne pas sous-
estimer la MSE. Ne connaissant pas R, notre objectif est de
trouver le meilleur filtre consistant, c’est-à-dire celui ayant la
plus petite variance sF . Posons g : k 7→ maxR∈R σ

2
F (k,R),

le problème considéré dans ce papier est le suivant.

minimiser
k∈Rn

g(k). (P1)

On notera k∗ la solution de (P1) et s∗F = g(k∗). L’estimateur
optimal après filtrage x̂∗F est obtenu par (2) avec le gain k∗

et sa variance est majorée par s∗F . La variance s∗F n’est pas

la variance réelle de l’estimateur, E
[
(x̃̃x̃x∗F )

2
]
, celle-ci n’est pas

calculable sans connaître les corrélations, mais son plus petit
majorant possible.

3 Résolution
Nous allons simplifier (P1) en montrant que sa solution ap-

partient à un ensemble K et en explicitant la fonction g sur K.
Définissons K comme le simplexe :

K =

{
k ∈ Rn | ∀i ∈ J1, nK, ki ≥ 0 ;

n∑
i=1

ki ≤ 1

}
. (5)

L’inégalité
∑n
i=1 ki ≤ 1 équivaut à avoir le gain k0 introduit

dans (3) également positif. Tout gain k ∈ K satisfait donc (i)
∀i ∈ J0, nK, ki ≥ 0 et (ii)

∑n
i=0 ki = 1. Ainsi d’après (3), un

gain k ∈ K engendre un estimateur x̂F comme une combinai-
son convexe de x̂0 et des estimateurs x̂i + zi.

D’après (4), sur K, la variance σ2
F (k,R) est maximale lors-

que tous les ρi,j = 1, c’est-à-dire lorsque tous les estimateurs
sont parfaitement corrélés. On a donc ∀k ∈ K,

g(k) = σ2
F (k, eeᵀ) (6)

où e est le vecteur dont toutes les composantes sont 1. Mon-
trons à présent que le lemme suivant.

Lemme 1. La solution k∗ de (P1) appartient à K.

Démonstration. Nous allons montrer que si k /∈ K, alors il
existe k′ ∈ K tel que g(k) > g(k′).

Soit k /∈ K. En notant toujours k0 = 1 −
∑n
i=1 ki, il existe

i ∈ J0, nK tel que ki < 0. Posons k+ le vecteur dont les com-
posantes sont k+i = max(0, ki), C =

∑n
i=0 k

+
i et k′ = 1

C k
+.

Par construction, k′ ∈ K et C >
∑n
i=0 ki = 1. Considérons

alors la matrice de corrélation R0 = (ri,j) définie par :

ri,j =

{
1 si i, j ∈ I+;
0 sinon ; (7)

où I+ = {i ∈ J0, nK | ki ≥ 0}.
Par définition de g, g(k) ≥ σ2

F (k,R0). Or :

σ2
F (k,R0) =

n∑
i=0

k2i
(
σ2
i + η2i

)
+ 2

∑
i,j∈I+ | i<j

kikjσiσj

>
∑
i∈I+

k2i
(
σ2
i + η2i

)
+ 2

∑
i,j∈I+ | i<j

kikjσiσj

= C2g(k′) > g(k′).

Ainsi g(k) ≥ σ2
F (k,R0) > g(k′), d’où k∗ ∈ K.

Posons alors q : k 7→ σ2
F (k, eeᵀ) définie par :

q(k) =

[
σ0 −

n∑
i=1

ki(σ0 − σi)

]2
+

n∑
i=1

k2i η
2
i (8)

D’après (6), les fonctions g et q coïncident sur K et d’après
le lemme 1, k∗ ∈ K. Le problème (P1) est donc équivalent au
problème suivant.

minimiser
k∈K

q(k), (P2)

La minimisation d’une forme quadratique sur un simplexe est
un problème trivial pour les outils d’optimisation convexe [1].
En revanche, il n’existe à notre connaissance aucune solution
explicite à un tel problème. Nous nous contenterons dans la
suite de commenter l’utilité des estimateurs intervenant dans
(3).



4 Utilité des estimateurs
Dans cette partie, nous nous intéressons à l’utilité des esti-

mateurs x̂i pour i ∈ J0, nK. Un estimateur x̂i sera considéré
comme inutile si k∗i = 0, et utile dans le cas contraire. En effet,
d’après (3), si k∗i = 0, l’estimateur x̂i n’intervient pas dans la
définition de l’estimateur optimal x̂∗F . Bien que k∗ ne soit pas
explicitement exprimable, nous pouvons statuer dans certains
cas sur la nullité de ses composantes. Pour cela nous allons
étudier la forme quadratique q.

Afin de compresser les notations, on pose : H = diag(ηi) la
matrice diagonale dont les coefficients sont les ηi, σ ∈ Rn le
vecteur des σi et s = σ0e−σ ∈ Rn le vecteur dont les compo-
santes sont si = σ0 − σi. Avec ces notations, la forme quadra-
tique q, son gradient∇q et son minimum k̄ sur Rn s’écrivent :

q(k) = kᵀ
(
H2 + ssᵀ

)
k − 2σ0s

ᵀk + σ2
0 (9)

∇q(k) = 2
(
H2 + ssᵀ

)
k − 2σ0s (10)

k̄ = σ0
(
H2 + ssᵀ

)−1
s =

σ0H
−2s

1 + sᵀH−2s
(11)

4.1 Utilité d’une mesure
Dans ce paragraphe, nous étudions l’intérêt des mesures, c’est-

à-dire l’utilité des estimateurs x̂i, pour i ∈ J1, nK. Le résultat
principal est le lemme suivant.

Lemme 2. Soit i ∈ J1, nK. Si σi ≥ σ0, alors k∗i = 0.

Démonstration. Soit i ∈ J1, nK, supposons σi ≥ σ0. La dé-
rivée partielle de q par rapport à ki est ∇q(k)ᵀei où ei est le
i-ème vecteur de la base canonique. Pour tout k ∈ K :

∇q(k)ᵀei = 2 (σi − σ0)

n∑
j=0

kjσj + 2kiη
2
i ≥ 0.

Par conséquent, le minimum sur K satisfait k∗i = 0.

Le lemme 2 indique que si un agent i est moins précis que
l’agent 0, alors l’intégration d’une mesure avec cet agent est
inutile. On notera en particulier que la précision de la mesure
n’intervient pas dans la condition. Si σ0 ≤ σi, même une me-
sure parfaite (c’est-à-dire avec ηi = 0) est inutile.

4.2 Utilité de l’estimateur x̂0

Nous étudions à présent l’utilité de l’estimateur x̂0. Le lem-
me 2 a montré que les estimateurs moins précis que x̂0 sont
inutiles. On supposera donc dans ce paragraphe que les n autres
estimateurs sont tous strictement plus précis : pour tout i ∈
J1, nK, σi < σ0. Le gain issu de k̄ associé à x̂0 dans (3) est :

k̄0 = 1−
n∑
i=1

k̄i =
1− σᵀH−2s

1 + sᵀH−2s
. (12)

Le résultat principal est le lemme suivant.

Lemme 3. Supposons que pour tout i ∈ J1, nK, σi < σ0. Alors,
k∗0 > 0 si et seulement si k̄0 > 0. De plus, si la condition est
satisfaite, alors k∗ = k̄.

Démonstration. Si k̄ ∈ K, alors c’est la solution de (P2). Comme
∀i ∈ J1, nK, si = σ0 − σi > 0, d’après (11), ∀i ∈ J1, nK,
k̄i > 0. Par conséquent, k̄ ∈ K si et seulement si k̄0 ≥ 0. Si
k̄0 > 0, alors k̄ ∈ K. Dans ce cas, k∗ = k̄ et k∗0 > 0.

À l’inverse, supposons k̄0 ≤ 0. Nous allons montrer que le
gradient de q est négatif dans une direction u aux composantes
ui > 0. Cela implique que le minimum est atteint sur la face
du simplexe :

∑n
i=1 ki = 0. En effet, sinon pour ε > 0 suffi-

samment petit, on aurait k∗ + εu ∈ K et q(k∗ + εu) < q(k∗).
Comme s = σ0e− σ, le gradient (10) se réécrit :

∇q(k) =
(
H2 − sσᵀ

)
k − σ0(1− kᵀe)s

Considérons alors u = H−2σ, ui = σi

η2i
> 0. Comme sᵀu > 0

et 1− kᵀe = k0, ∀k ∈ K :

∇q(k)ᵀu ≤ kᵀ
(
H2 − σsᵀ

)
u

= (1− sᵀH−2σ)kᵀσ.

Or kᵀσ ≥ 0 surK et d’après (12), l’hypothèse k̄0 ≤ 0 implique
que 1−sᵀH−2σ ≤ 0. On a donc ∀k ∈ K,∇q(k)ᵀu ≤ 0. D’où
k∗0 = 0.

La condition k̄0 > 0 dans le lemme 3 se reformule σ0 < σs
où σs est un seuil défini par :

σs =
1 + σᵀH−2σ

eᵀH−2σ
=

(
n∑
i=1

σi
η2i

)−1(
1 +

n∑
i=1

σ2
i

η2i

)
. (13)

Le lemme énonce que si σ0 est plus grand que ce seuil, alors
k∗0 = 0 ce qui signifie que l’estimateur x̂0 est inutile.

4.3 Cas particulier : une seule mesure
Dans le cas où n = 1, le problème est explicitement réso-

luble. Il n’y a qu’un seul gain à trouver : k∗1 (puis k∗0 = 1−k∗1).
Si σ0 ≤ σ1, d’après le lemme 2, k∗1 = 0 et s∗F = σ2

0 .

Si σ0 ≥ σs = σ1 +
η21
σ1

, d’après le lemme 3, k∗0 = 0 donc
k∗1 = 1 et s∗F = σ2

1 .

Enfin, si σ1 < σ0 < σ1 +
η21
σ1

, alors k̄1 ∈ [0, 1] = K. Dans

ce cas, k∗1 = k̄1 = σ0(σ0−σ1)
η21+(σ0−σ1)2

et s∗F =
η21

η21+(σ0−σ1)2
σ2
0 .

5 Discussions
La conséquence principale du lemme 2 est qu’une mesure

peut être inutile. D’après le lemme 2, pour une mesure réali-
sée vers un agent moins précis que l’agent d’intérêt, c’est-à-
dire avec σi ≥ σ0, la meilleure stratégie consiste à lui associer
un gain nul, ce qui revient à ne pas considérer cette mesure.
C’est une différence majeure avec le cas usuel où les corréla-
tions entre les estimateurs des agents sont connues.



Par exemple, condisérons qu’il n’y ait qu’un seul autre agent
(n = 1). Si la corrélation ρ0,1 entre x̂0 et x̂1 était connue, le
gain optimal et la variance après filtrage s’obtiendraient à partir
du filtre de Kalman. Ils sont donnés par :

kKal
1 =

σ0 (σ0 − ρ0,1σ1)

σ2
0 + σ2

1 − 2ρ0,1σ0σ0 + η21
, (14)

(σ2
F )Kal =

[
1− (σ0 − ρ0,1σ1)

2

σ2
0 + σ2

1 − 2ρ0,1σ0σ1 + η21

]
σ2
0 . (15)

Hormis dans le cas où σ0 = ρ0,1σ1, le gain de Kalman est
toujours non nul et (σ2

F )Kal < σ2
0 . En d’autres termes, lorsque

la corrélation est connue, il est presque toujours possible de
créer un meilleur estimateur en filtrant la mesure. Évidemment,
plus σ2

1 est grand, moins grande est l’amélioration, mais elle
existe tout de même. Lorsque la corrélation est inconnue, ce
n’est pas le cas : comme montré dans la section 4.3, pour avoir
une amélioration, il faut et il suffit que σ1 < σ0.

De manière analogue, le lemme 3 montre que lorsque la va-
riance de l’estimateur x̂0 est trop grande, cet estimateur est ou-
blié, c’est-à-dire qu’il n’apparaît plus dans l’expression du filtre
optimal x̂∗F . Comme pour les autres gains, on notera que dans
le cas classique où les corrélations sont connues, le gain kKal

0

n’est presque jamais nul. La condition k̄0 > 0 s’exprime géo-
métriquement. Comme 1−σᵀH−2s = Det(H2−sσᵀ)DetH−2,
d’après (12), k̄0 > 0 si et seulement si :

Det(H2 − sσᵀ) = Det(H2 + σσᵀ − σ0eσᵀ) > 0. (16)

La fonction x 7→ Det(H2 +σσᵀ−xeσᵀ) est affine, le seuil σs
est son zéro. Il s’interprète comme la distance de l’hyperplan
formé par les points η2i ei + σiσ dans la direction σ.

À la place d’étudier le problème (P1), nous aurions pu inver-
ser le min et le max afin d’étudier le problème suivant :

maximiser
R∈R

min
k∈Rn

σ2
F (k,R). (P3)

Comme la fonction σ2
F est convexe par rapport à k (c’est une

forme quadratique) et concave (linéaire) par rapport à R, d’après
le théorème du minimax de von Neumann, voir par exemple
[1], les problèmes (P1) et (P3) ont la même solution. Pour une
corrélation donnée, le gain optimal est le gain de Kalman. Le
problème (P3) s’interprète donc comme la recherche du pire
cas pour un filtre de Kalman. On notera toutefois que l’en-
sembleR des corrélations possibles n’est pas simple à étudier.

6 Extension en dimensions supérieures
Ce papier considère des agents évoluant sur une droite. En

pratique, ils évoluent souvent dans le plan ou l’espace. Le pas-
sage vers une dimension d ≥ 2 lève plusieurs difficultés. Tout
d’abord, les mesures doivent être linéarisées suivant les direc-
tions ui =

x0−xi

‖x0−xi‖
∈ Rd. De plus, elles n’informent sur la

position xxx0 que dans ces directions. L’estimateur linéaire x̂̂x̂xF
devient alors :

x̂̂x̂xF = x̂̂x̂x0 +

n∑
i=1

ki [zi − uᵀi (x̂̂x̂x0 − x̂̂x̂xi)] , (17)

où les gains sont à présent des vecteurs, K =
(
k1 · · · kn

)
.

Cet estimateur s’exprime également comme une fusion :

x̂̂x̂xF =

(
In −

n∑
i=1

kiu
ᵀ
i

)
x̂̂x̂x0 +

n∑
i=1

kiu
ᵀ
i (x̂̂x̂xi + ziui) . (18)

La covariance de cet estimateur est une matrice semi-définie
positive, PF ∈ Rd×d. La comparaison de variances est triviale
dans R, mais en dimension supérieure comme l’ordre Loew-
ner n’est pas complet, il faut choisir une fonction de coût J
(généralement la trace ou le déterminant). Ne pas sous-estimer
l’erreur signifie utiliser une matrice de covariance plus grande,
au sens de Loewner, que toutes les matrices possibles. Le pro-
blème de la recherche d’un gain optimal devient alors :

minimiser
SF∈Rd×d,K∈Rd×n

J (SF )

avec ∀R ∈ R, SF � PF (K,R).
(P4)

Une paire (K,SF ) satisfaisant la condition du problème (P4)
définit un filtre consistant, c’est-à-dire un filtre qui ne sous-
estime pas la covariance. K est le gain du filtre et SF la cova-
riance après filtrage qui majore la covariance réelle.

Dans [2], nous nous intéressons à la restriction de (P4) à 2
agents. Nous étudions une famille de filtres consistants obte-
nus par la méthode d’Intersection de Covariances Fractionnées
(Split Covariance Intersection en anglais) [4]. Cette méthode
propose un gain k1 proportionnel à P0u1, où P0 = E [x̃̃x̃x0x̃̃x̃x

ᵀ
0 ],

et une matrice de covariance SF satisfaisant la consistance.
Nous conjecturons que la solution de (P4) appartient à cette
famille si la fonction de coût J est croissante (au sens de Loew-
ner). Nous montrons un résultat analogue au lemme 2 : on note
σ2
i = E

[
(uᵀ1 x̃̃x̃xi)

2
]
, pour i ∈ {0, 1}, les variances des deux es-

timateurs dans la direction de la mesure, si σ0 ≤ σ1, alors la
mesure est inutile, c-à-d k∗1 = 0. En revanche, à la différence
du cas unidimensionnel, la condition n’est que nécessaire : pour
avoir k∗1 > 0, avoir σ1 < σ0 ne suffit pas. Dans [2], nous ex-
plicitons les conditions (plus fortes) nécessaires et suffisantes
lorsque la fonction de coût J est la trace ou le déterminant.
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