Equivalence entre la régression logistique et le classifieur naif de Bayes
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Résumé — La régression logistique est tres appréciée en apprentissage automatique mais, lorsque les données ne sont pas
linéairement séparables, son optimalité et son interprétabilité ne sont pas encore établies. Dans le cas de données discretes (ou
discrétisées) indépendantes, nous montrons que la régression logistique peut parfaitement approximer le test de Bayes naif avec
un encodage approprié des données. Toutefois, elle n’est pas équivalente au test de Bayes naif. Nous montrons qu’une régression
logistique entrainée correspond a une classe de modeles probabilistes Bayésien paramétrée par un espace affine. Des simulations
numériques illustrent les résultats théoriques.

Abstract — The logistic regression is well established in machine learning but, when data are not linearly separable, its optimality
and interpretability have not been established yet. When data are discrete (or discretized) and independent, we show that the logistic
regression can perfectly approximate the Naive Bayes Test with a specific encoding. However, it is not equivalent to the Naive
Bayes Test. We show that a trained logistic regression is associated to a class of Bayesian probabilistic models parameterized by an

affine space. Numericals simulations illustrate our theoretical results.

1 Introduction

Lintelligence artificielle est couramment utilisée dans le do-
maine médical [[11} 6]. Dans le domaine de la classification,
il existe deux types de modeles [7] : i) les modeles génératifs
qui a partir des données x € R? et des étiquettes ¢ € {0, 1}
modélisent la probabilité conjointe P(z, ¢), puis en déduisent
P(c|x) pour estimer I’étiquette la plus probable, et ii) les mo-
deles discriminatifs qui modélisent directement P(c|z). Cette
modélisation plus directe explique que les modeles discrimina-
tifs, en particulier la régression logistique, soient tres utilisés
avec les réseaux de neurones profonds [4].

Cet article s’intéresse en particulier a la comparaison entre
la régression logistique (RL) et le Classifieur Naif de Bayes
(CNB). Lorsque le modele probabiliste des données est com-
pletement connu et que les variables sont indépendantes condi-
tionnellement a la classe prédite, le CNB est le classifieur
optimal. De plus, la structure du CNB est intrinseéquement ex-
plicable puisqu’il s’appuie sur des rapports de vraisemblances
qui, pour une variable d’entrée, mesure la contribution de cette
variable pour la prise de décision [7]]. L’ objectif de 1’étude est
donc d’établir dans quelle mesure la régression logistique peut
approximer le CNB. De nombreux travaux se sont intéressés a
cette question, notamment 8} 10} 3} 2 1,5, [12], mais le lien
entre ces deux modeles n’est toujours pas parfaitement déter-
miné, sauf dans le cas de données Gaussiennes ou de données
binaires. Autrement dit, lorsqu’une RL est estimée, on ne sait
toujours pas si elle correspond (ou non) a un, voire plusieurs,
CNB. Dans le cas de données discretes, nous proposons dans
cet article une étude approfondie de cette équivalence.

Plus précisément, nous explorons les deux principaux as-
pects de 1’équivalence entre deux classifieurs statistiques :
P’erreur d’approximation et I’erreur d’estimation [7]. Nous
montrons que I’erreur d’approximation entre la RL et le CNB
est nulle pourvu que les données soient préalablement enco-
dées avec un code "one-hot" [7]. Par contre, nous montrons que
I’erreur d’estimation, liée a I’entrainement de la RL, est signifi-

cative : il n’est pas possible de retrouver le modele probabiliste
al’origine des données. En fait, a partir des coefficients esti-
més par la RL, nous pouvons accéder a de nombreux modeles
probabilistes reliés les uns aux autres. Cette relation entre les
modeles est explicitement décrite dans cet article.

Nos contributions principales sont les suivantes. Premie-
rement, nous proposons un encodage spécifique mettant en
avant I’équivalence structurelle entre le CNB et la RL tout en
garantissant I’unicité des parametres de la RL estimée. Ensuite,
nous montrons que la RL peut &tre associée a de nombreux
classifieurs optimaux, tous reli€s entre eux par un paramétrage
affine. Enfin, nous en déduisons qu’une méme RL est associée
a plusieurs modeles génératifs sans qu’il soit possible d’identi-
fier le modele génératif qui a généré les données traitées.

La structure de Iarticle est la suivante. La Section 2] dé-
montre I’équivalence struturelle entre la RL et le CNB. La
section [3] démontre que I’estimation d’une RL permet d’ac-
céder a une classe de modeles génératifs reliés les uns aux
autres par un paramétrage affine. La section []illustre sur des
données simulées la pertinence des réultats théoriques établis
dans I’article. La section[5conclut I’article.

2 Erreur d’approximation

Nous considérons une base de données D = {(z4,¢;)}
composée de N échantillons z; avec leur étiquette ¢; € {0,1}.
Un échantillon, noté z = (1, ..., x4), est la réalisation d’un
vecteur aléatoire X = (X7,..., Xy) composé de d variables
notées X;. On notera D, = {g:i}ilil I’ensemble des vecteurs
z; de D. Chaque variable X; est a valeurs dans un ensemble
Q; = {wi1,...,w;m, } fini de taille m;. Les échantillons z;
prennent donc leurs valeurs dans 1’ensemble fini 2 = 7 X
Qs X ... X Q4. Sous I’hypothése d’indépendance entre les
composantes du vecteur X conditionnellement a la classe
prédite, la distribution discrete suivie par X lorsqu’il est issu
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de la classe cest P.(X = ) = H;i:l P.(X; = x;) avec la
notation P.(X = z) = P(X = 2|C = ¢). La distribution
de z pour la classe c est donc défini par les d vecteurs des d
distributions marginales

Dec,i = [Pc(X = Wi, j)] 1 € Sm i=1,...,d, (1)

ol Sy désigne le simplex probabiliste de dimension M. Le
probleme de classification binaire est alors défini par d couples
de distributions (po,;, p1,)-

2.1 Classifieur Naif de Bayes (CNB)

Le Classifieur Naif de Bayes (CNB) est le classifieur optimal
lorsque les variables X; sont indépendantes conditionnelle-
ment a la classe c [7]. 1l fait parti de la famille des modeles
génératifs puisque son calcul nécessite de connaitre les couples
(Po.i, p1,i)- La décision f*(z) € {0,1} du CNB s’écrit

d
I (z) :argmaXP(C’:c)HPc(Xi = ;) )

ce{0,1} i—1
Il est immédiat de vérifier que le CNB peut se ré-écrire sous la
forme f*(z) = 1{h*(z) > 0} ou

m;

NED =ao+§:§:1{xz—wm}a”, 3)

=1 j=1
« est le vecteur contenant les coefficients o et «; j,
-
1 @

et 1{ A} est la fonction indicatrice qui vaut 1 si I’événement A
est vrai et 0 sinon. Les coefficients o et «; ; sont donnés par

P(C = 1) _ Pl(X ww)
P(C=0) %~ In Po(X; = wi;)

Apprendre un CNB revient a estimer ¢ a partir de D.

a= [ao,am,---,Oél,ml,-~-7Oéd71,---,04d7md

oo =In ©)

2.2 Régression logistique équivalente au CNB

L’encodage "one-hot" est une technique couramment utilisée
pour représenter des variables catégorielles [7]. L’encodage
"one-hot", modélisé par la fonction € (+), est défini par

&=éu(z) = (Leéga(z1), - malza)  €R™ (6)

oivm =1+ Z _, m; et chaque composante z; est encodée
avec un code "one-hot" € ;(z;) :

erj(r) = [Hoj =wjnb ... Yoy =wim,}] . (D
La fonction de score (B) du CNB s’écrit alors :

d
=ao+ Y oji; (8

Jj=1

hi(z)=a'én(z) =a’

(s}
183

ot a' estla trans oséedeaeta'—[a- o ]T
% Qj = [Of,15 -0 Ajm

Une Régresssion Logistique (RL) usuelle [[7] se modélise
sous la forme fT(z) = 1{hT( ) > 0} ou hT( ) est une fonc-

tion linéaire paramétrée par ﬁ Au lieu d’appliquer la RL direc-
tement au vecteur z, nous proposons de 1’appliquer au vecteur
"one-hot" Z pour obtenir le score :

hl(@) = BT én(z) = 87E = hj(x) ©)

ou 8 € R™. L'encodage "one-hot" permet ainsi d’établir qu’un
modele CNB coincide parfaitement avec un modele LR avec
un encodage "one-hot" des variables lorsque 3 = a.

3 Erreur d’estimation

3.1 Non-unicité de I’estimation

Le modele RL avec encodage "one-hot", appelé RLO, est
estimé avec le critére habituel, I’entropie croisée binaire £(/3) :

ch ln 5—'—9:1

ou z; désigne I’encodage 1@ de z;. Soit @ un estimateur qui
minimise £(3). La RLO (9) est entierement caractérisée par
I’ensemble des scores J@T@i). Sous I’hypothése que 2 C
D,, c’est-a-dire que la base d’apprentissage contient tous les
vecteurs discrets qui peuvent se réaliser, une RLO est donc
définie de facon unique par le vecteur des scores X @ ol X est
la matrice des données d’entrées (un échantillon par ligne) :

+(1—¢;)In(1-0(87 ;) (10)

X =[#,...,25] eR¥m™ (11)

L estimateur @, s’il existe, est unique si et seulement si £(/3)
est strictement convexe. Le hessien V2£(3) de £(3) s’écrit

V2L(B) = X'D(B)X, (12)
D) = diag([o(8'z,) (1-0(8"%,))]), (13)

ol diag(u) désigne la matrice diagonale dont la diagonale est
le vecteur u. On en déduit le lemme suivant.

Lemme 1 Le hessien V> L([3) est semi-défini positif de rang
m — d. La fonction L([3) n’est pas strictement convexe et

Pestimateur (3, s’il existe, n’est pas unique.

Par conséquent, nous n’avons aucune garantie sur I’erreur
d’estimation et sur la fiabilité de I’estimation 3.

3.2 Encodage suffisant

Pour garantir ’unicité de I’estimation, la proposition suivante
introduit un nouvel encodage, appelé 1’encodage suffisant, qui
garantit la stricte convexité de £(/3).

Proposition 1 1/ existe une matrice de permutation Q) telle
que la matrice X et le vecteur (3 vérifient

- - - oS

XQ=[5 | B, Q"8= {HR] , (14)
oi S est de taille N x (m — d), R est de taille N x d, 65 €
R~ ¢t 97 € RY. Les propriétés suivantes sont vérifiées :

o S est une matrice de rang plein colone m — d,

* il existe une matrice L de taille (m — d) x d, de rang
plein colonne d, telle que R = SL.

* le calcul des scores sur Dy, est préservé, c’est-a-dire

Xp = S(0° + Lo%) = So. (15)



La proposition introduit une nouvelle matrice d’encodage S
déduite de 1’encodage initial X. Désormais, chaque vecteur
est encodé sous une forme plus compacte $; = és(x;) qui ne
conserve que m — d bits de I’encodage "one-hot" initial Z,. Ce
nouvel encodage définit une nouvelle RL, appelée la RLOS :

hy(z) =0 és(z) =05, (16)

dont les scores, d’apres , sont égaux a ceux de hg(z)

Les deux RL sont donc parfaitement équivalentes. Cependant,
I’estimation du modele suffisant hj est nettement plus fiable,
ce qui est démontré par la proposition suivante.

Lemme 2 Soit £(0) la fonction a minimiser pour estimer hy.
Le hessien V2L(0) € Rtm=)x(m=d) do £(0) est défini positif
de rang m — d. La fonction L(8) est donc strictement convexe
et lestimateur 6 qui minimise L(0), s’il existe, est unique.

Il est & noter qu’une régularisation strictement convexe de £(6)
permettrait également de garantir 1’unicité de I’estimation. Ce-
pendant, la solution dépendrait alors de I’hyperparametre de
régularisation. Bien que 1’estimation de 6 soit désormais ai-
sée et fiable, il est important de reconstruire @ pour retrouver
une interprétation de la RLOS en terme de rapports de vrai-
semblance comme pour le CNB dans (3)-(@). La proposition
suivante montre qu’il existe une infinité de vecteurs /3.

Proposition 2 Soit la matrice de permutation @) et la matrice
L définies dans la Pmposition Soit 0 I'estimateur obtenu a
partir du Lemme 2| Tout vecteur j3 de la forme

i=a([]+[£]0) et a). o

o 9% € R? est un vecteur choisi arbitrairement, permet
d’obtenir une RL h:% telle que hg = hg.

D’apres la proposition ] il faut d’abord apprendre la RLOS
h;(;_v) dans car le parametre € peut étre estimé de fagon
unique en résolvant une optimisation strictement convexe. 11
existe alors une infinité de RLO d’apres la Proposition 2] qui
sont égales a la RLOS en revenant au paramétrage "one-hot"
initial. Toutes ces RLO sont reliées par un paramétrage affine
défini en || qui se résume a I’espace affine noté Cj :

C;={Berm:3=q (b +a0"), 6" er'}. (8)

3.3 Estimation des modeles génératifs

Pour d couples de distributions génératives donné (po ;, p1,;),
il existe un vecteur de coefficients o qui définit un CNB et donc
une RLOS. Réciproquement, la proposition suivante montre
qu’a une RLOS estimée correspond en fait une infinité de
couples génératifs (po ;,p1,;) pour lesquels toutes les RLO
ont exactement les mémes performances.

A L T
Proposition 3 Soit 3 = [50, Bu,... ,@d] € C; defini dans
@. Soit P I"ensemble des modéles génératifs défini par

Py = {{(Eo,m@,ﬂ}il L P0,isP1,i € Sy 19)

(exp (@j) - 1) TEOJ -0, (20)
p1,; = diag (exp (@)) 1_90’]»} , 21

FIGURE 1 : Une estimation de la RLOS permet de retrouver
de nombreux modeles génératifs.

oit exp(z) = [exp(z1), ..., exp(zq)] . Alors, tous les CNB
associés aux couples {(Qo,i,]gl,i)}jzl € Pj sont égaux.

De plus, ils coincident tous avec I'unique RLOSihg.

La Figure [T] résume la proposition [3] La RLOS permet d’esti-
mer un parametre ¢ qui génére une infinité C; de vecteur de

rapport de vraisemblance ﬁ(k). Chaque vecteur ﬁ(k) dépend

d’un parametre Qﬁ,) spécifique. Chacun de ces vecteurs 3

génere une CNB avec des coefficients différents mais qui, par
I’intermédiaire de compensations linéaires internes a la fonc-
tion de score, donnent exactement la méme fonction de score
et donc le méme CNB. Pour un vecteur @( k) donné, les distri-
butions discretes qui partagent les mémes valeurs du rapport de
vraisemblance peuvent étre retrouvées en résolvant (19)-Z1)
avec, par exemple, les résultats décrits dans [9].

4 Expériences numériques

Pour confirmer 1’équivalence entre la RLOS et le CNB, nous
testons ces méthodes sur des jeux de données simulés dis-
crets. Le premier jeu de données utilisé est appelé GM pour
Gaussian Mixture. Il est composé de deux variables, X et
X3, et d’une classe binaire équiprobable. Pour C' = 0, X;
sera échantillonné avec un mélange de deux Gaussiennes cen-
trées respectivement en —2 et 10 et d’écart type 1, X, sera
échantillonné avec une Gaussienne centrée en 4 et d’écart type
2. Pour C' = 1, I’échantillonnage de X; et X» est inversé.
Les probabilités marginales pour cette base de données sont
présentées en colonne C de la Figure [3] Le deuxiéme jeu de
données utilisé, Circles, provient de scikit-learn : X7 et Xo
représentent les coordonnées de deux cercles imbriqués, voir
ligne 2 de la Figure[2]; chaque cercle correspond a une classe.
Contrairement au jeu de données GM, les variables X et Xo
dans Circles ne seront pas indépendantes ; cette base de don-
nées sert a tester la robustesse des différentes méthodes. Pour
faire nos expériences, nous normalisons les variables X; et Xo
puis les discrétiserons sur 10 segments uniformes pour former
le quadrillage présent dans la Figure[2]

Les méthodes CNB, RL classique (sans encodage "one-hot")
et RLOS sont comparées sur les jeux de données discrétisés.
Les frontieres de décision sont donc également discretes. Sur
la Figure |2} les colonnes correspondent aux méthodes utilisées
sauf pour la premiere colonne qui montre les jeux de don-
nées ; chaque ligne correspond a une base de données, GM
ou Circles. Pour mettre en avant le fait que la RL classique
n’est pas équivalente & un CNB, nous avons sélectionné deux
jeux de données qui ne sont pas linéairement séparables. De
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FIGURE 2 : Fronti¢re de décision : B) - Du CNB, C) - De la
RL et D) - De 1a RLOS sur les jeux de données GM et Circles
en A). Avec en bleu et rouge les différentes classes et X,Xo
respectivement en abscisse et ordonnée.

ce fait, la RL classique a une accuracy proche de 50% puisque
sa frontiere de décision est une droite. Comme cela est démon-
tré dans la section 2] le CNB et la RLOS séparent de fagon
non-linéaire les deux classes, ce qui confirme bien I’impor-
tance de 1’encodage "one-hot" (6). La RLOS obtient de trés
bon résultats (> 90%) sur la base de données GM malgré un
bruit observable dans les coins de la Figure |Z| (colonne D). Ce
bruit, di a I’absence d’observations dans ces zones, est cepen-
dant négligeable comme le montre 1’accuracy. Les résultats du
CNB et de RLOS sur la base de données Circles confirment la
robustesse de ces méthodes.

La Figure [3]illustre la proposition 3] sur la base de données
GM uniquement. Les colonnes correspondent aux différents
couples de distributions et les deux lignes aux deux classes.
Comme décrit dans la Flgure nous estimons 6 en appprenant
la RLOS puis, en choisissant QR * 6L nous estimons deux
vecteurs @(1) et @(2) distincts avec lesquels nous calculons
deux couples de distributions génératifs. Ces distributions sont
présentées dans la Flgurel 3| Les 6% sont choisis de sorte & avoir
un écart || 51 62|| = 4.5 significatif mais un écart nul entre

les scores de classification ||X @1 -X @2 || = 0, comme établit
dans la proposition 2} La distribution des couples générées (A

A B €
05 0s

—=— po1 —=— poa1 —=— po1

04 04 04
—— po2 —— Po.2 —— po2

203 zo3 203
£ £02 202
g H g
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) 3 T B 0 3 3 3 & 5 5 3 3 3 O
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o4 04 0s
— P2 - P2 —— P2
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fo2 $o2 £o2
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3 3 3 3 5 3 7 i 5 ) 0 3 i 3 8

FIGURE 3 : Histogramme des probabilités : A) générées a
partir de 31, B) générées a partir de 35, C) simulées dans la
Figure 2] ligne du haut. L’histogramme de X est en bleu et
celui de X5 est en rouge.

et B) est similaire a la distribution initiale (C) mais présente
des différences assez notables. Malgré cela un phénomene de
compensation linéaire fait que les différentes RLO associées
au ratio de probabilités de ces nouvelles distributions ont toutes
le méme score et la méme accuracy sur la base de données

GM. Toutes ces RLO correspondent a une unique RLOS.

5 Conclusion

Cet article étudie 1’équivalence entre le classifieur naif de
Bayes et la regression logistique dans le cas de données dis-
cretes. Avec un encodage "one-hot" approprié, une unique RL
permet d’approximer parfaitement un grand nombre de CNB
qui sont dérivés des distributions génératives décrites dans
la proposition 3] Par conséquent, la régression logistique est
un modele tres versatile. Toutefois, il n’est pas possible de
retrouver la distribution qui a généré les données a partir des
seules informations contenues dans la régression logistique.
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