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Résumé — Au cours des deux derniéres décennies, un nombre croissant de méthodes et d’approches, dites "ordinales", se sont
développées dans divers domaines et selon différentes orientations. Leur principe repose en premier lieu sur I'identification de
motifs d’ordre, mais ce concept n’est pas entiérement caractérisé sur le plan théorique. L’objectif de cet article est de mettre en
lumiére aspect fréquentiel dissimulé derriére la sélection de ces motifs. Cet aspect devrait étre pris en compte pour une meilleure
interprétation des résultats obtenus par les méthodes ordinales.

Abstract — Over the past two decades, there has been an increasing number of ordinal methodologies and statistical approaches
developed in different fields and directions. Their fundamental principle is primarily based on the identification of order patterns,
but this concept is not fully and theoretically characterized. The objective of this paper is to shed light on the spectral behaviour
concealed behind the selection of d-dimensional order patterns, which is common to all of these methodologies. This spectral
aspect, closely related to pattern selection, must be taken into account for a better interpretation of the results obtained by these

methodologies.

1 Introduction

Les approches de traitement du signal dites "ordinales"
ont suscité une grande attention ces derniéres décennies
1,2, 3,4, 5,6, 7,8, 9, 10, 11]. Leur concept repose sur
l'identification de motifs d’ordre (OPs : order patterns) de
longueur d. Ces OPs sont des symboles qui représentent les
permutations servant a trier dans ’ordre croissant chaque
ensemble de d valeurs consécutives d’une série temporelle.

Parmi ces méthodes, on peut citer la célébre méthode de
décomposition modale empirique (EMD) [12], la mesure
de complexité basée sur l'entropie de permutation (PE)
[1], ainsi que la méthode d’analyse PRSA (Phase Rectified
Signal Averaging) [2].

L’EMD [12] est une méthode pilotée par les données
qui réalise une séparation itérative de bandes spectrales
des signaux. Cette méthode est par conception une mé-
thode ordinale, comme expliqué dans [13]. En effet, son
fonctionnement dépend de la localisation de quatre OPs
de longueur d = 3, a savoir les OPs 021 et 120 représentant
les maxima locaux, et les OPs 201 et 102 représentant les
minima locaux [13]. Une extension de 'EMD a des OPs
de longueur d = 2,4,5, ... a été proposée dans [13]. Dans
cette extension, la distribution de probabilité des OPs est
incorporée dans le calcul itératif des enveloppes moyennes,
ainsi que dans le critére d’arrét du processus de tamisage.

Cette extension s’avére capable d’atténuer le mélange de
modes et ainsi d’améliorer la robustesse de 'EMD.

Par ailleurs, ’application de I’entropie de Shannon a la
distribution de probabilité des OPs a conduit & la défini-
tion de l'entropie de permutation (PE) [1]. Cette entropie
est une mesure de complexité qui révéle des informations
sur lirrégularité de la dynamique des séries temporelles.
Elle a été largement utilisée pour l'analyse des signaux
dans les domaines de la physique, de la biologie, de la fi-
nance et de la médecine [7, 11, 14]. D’autres outils d’ana-
lyse ordinale, inspirés de la PE et/ou de la distribution de
probabilité des OPs, ont été introduits dans [5, 15, 16]. On
cite, notamment, la complexité de Lempel-Ziv de permu-
tation qui mesure le taux de compressibilité de la séquence
des OPs de la série temporelle [5, 15].

La méthode PRSA est, également, une approche ordi-
nale reposant sur le repérage de points d’ancrage [2, 17],
qui correspondent & la localisation temporelle des OPs.
Dans sa version simplifiée, la PRSA utilise des OPs de
longueur d = 2, & savoir 01 et 10. Des segments centrés
sur ces motifs sont extraits et synchronisés, puis moyen-
nés pour produire le signal PRSA. I’analyse spectrale de
ce dernier peut révéler la présence de composantes quasi-
périodiques auparavant masquées par les artefacts et le
bruit impulsionnel.

Malgré I'intérét suscité par les méthodes ordinales, peu



d’études théoriques ont été menées pour explorer 1’aspect
fréquentiel des OPs et 'impact de leur dimension d sur
ce dernier. La contribution, présentée dans ce papier, est
consacrée & cet aspect et met en évidence ’existence d’un
filtrage implicite dissimulé derriére la sélection des OPs et
de leur dimension d.

Dans la suite, le papier est structuré de la maniére sui-
vante. Dans un premier temps, la section 2 rappelle la
définition des motifs ordinaux OPs et fournit quelques
exemples. Ensuite, la section 3 examine certaines proprié-
tés statistiques des OPs dans le contexte d’un processus
gaussien, en préparation de la section suivante. La sec-
tion 4 est consacrée a ’étude de l'aspect fréquentiel des
OPs afin de dévoiler I'existence du filtrage induit par leur
utilisation. Enfin, la section 5 conclut ce travail.

2 Définition des motifs d’ordre

On considére N échantillons dun signal {z:},_o,  n_;
faiblement stationnaire et uniformément échantillonné.
Une séquence de code, appelée séquence de motifs d’ordre
OPs, peut étre construite en triant dans le sens croissant
chaque ensemble formé de d échantillons consécutifs : x;,
Ti41, Ti42y- -+ Terd—1- Le nombre de OPs distincts est,
donc, égal a d!. Par exemple, les quatre échantillons sui-
vants r; = 02, Ti41 = —07, Tty = 0.0 et Tt43 = 017
seront codés par une séquence de OPs, comme suit :

e un seul OP 3012 de longueur d = 4,
e 2 OPs successifs 201 et 012 de longueur d = 3 , et
e 3 OPs successifs 10, 01 et 01 de longueur d = 2.

Dans la suite, on désignera localement les d échantillons
consécutifs par Rg, R1, Ra, ..., R4q_1. La permutation qui
permet de les trier dans l'ordre croissant, sous la forme
R, < R, < ... <R, < ... < Rp_,, sera notée
Y(k) = rg, pour k € {0,1,...,d— 1}. Par exemple, la
permutation qui permet d’ordonner Ry=0.2, Ry =—0.7,
R5=0.0 et R3=0.1 avec d=4 est donnée par X(0)= ro=3,
X(1)=r1 =0, X(2)=ro=1 et X(3)=rz=2.

3 Propriétés des motifs d’ordre d’un
processus gaussien

L’objectif de cette section est d’établir quelques proprié-
tés statistiques des OPs pour les longueurs d = 2, d = 3
et d > 3, en vue de les utiliser dans 'analyse spectrale
qui suivra. On travaille sous 'hypothése que les N échan-
tillons du signal z; sont indépendants et identiquement
distribués (iid) selon une loi gaussienne de moyenne nulle

et de variance o2.

3.1 Propriétés des OPs de longueur d = 2

On considére, dans un premier temps, le OP II; = 01
dont la permutation qui lui est associée est I'identité. La
densité de probabilité (ddp) de R, = Ry s’obtient par :

fro(u) =21 p(u) (1—2(w), (1)

ot p(u) est la ddp d’une loi gaussienne de moyenne nulle
et de variance 02 et ®(u) est sa fonction de répartition :

w2 u
e 2.2 et P(u) :/

2ro —oo V2TO

YVu € R,

y2
e 2% dy (2)

p(u) =

En utilisant les propriétés p(u) = ®'(u) et p'(u) = — 2 p(u),
on peut remonter par intégration a ’espérance de Ry :

“+oo
Fri, [Ro] = / O

Un calcul similaire conduit a la ddp et l'espérance de
er = R1 :

VuER,  fm(w)=2 plu) B(w), ()
+oo o
ot B[R] = /_ w ) di= )

On en déduit, ensuite, les ddp et les espérances de R, =
Ry et R, = Ry pour le second OP II; = 10, en utilisant
la permutation qui lui est associée, c’est-a-dire £(0) = 1
et X(1)=0:

En,[Ri] = En, [Rs,x)], pour k=0,1. (6)
Ceci conduit & Erp,[Ro] = % et B[R] = _%_

3.2 Propriétés des OPs de longueur d = 3

Pour le OP II; = 012 associé & la permutation identité,
on peut exprimer les ddp respectives de Ry, Ry et Ry
comme suit :

Fra() =3 pla) (1-2(w)” ™
fry (u) = 3! p(u) ®(u) (1 — ®(u)) (fonction paire), (8)
fra(w) = 3 plu) @) = fr,(~u)  VueR  (9)

On peut, donc, remonter par intégration a ’espérance de
chacun de ces trois points :

3o
23/
Les espérances des Ry, pour les cing autres motifs Il peuvent

étre facilement calculées en utilisant les permutations ¥()
qui leur sont associées, comme indiqué ci dessous :

En, [Ro] = —En, [Ro] = — et Bp,[Ri]=0. (10)

En[Ry] = En, [Ryu)), pour k=0,1,...,d—=1.  (11)
Par exemple, pour le motif IT = 102, cela donne Ey[Ry] =

0 et B[R] = —En[Rs) = 72:%.



3.3 Propriétés des OPs de longueur d > 3

Dans le cas général ou d > 3, on obtient les ddp et les
espérances suivantes, pour le OP II; = 012...d — 1 de
longueur d associé & la permutation identité (X(k) = k)
pour k=0,1,...,d—1:

q)(u))d_(k+l), Yu € R
(12)

I = () b+ Do (1 -

“+o0

ot B[Ry = /

— 00

u fr,(u) du, (13)

o

Dl (Z) = W est le coefficient binomial. L’équation
(13) ne peut pas étre exprimée analytiquement pour d >
3, & l'exception des cas particuliers ot d est impair et
k = %. En effet, la ddp est, dans ce cas, une fonc-
tion paire, ce qui méne & une espérance nulle. Comme
les utilisateurs recommandent des OPs avec d < 7, le ta-

bleau ci-dessous résume les espérances des Ry, pour un OP

Eg, X,(0]
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II; =01234...d — 1 associé a la permutation identité.
o~ 'Em, [Ry] pour le motif II; = 01234...d — 1.
k | d=2 d=3 d=1 d=5 d=6 d=7
T 3

1] &% 5= | -1.0204 [ -1.1630 [ -1.2672 | -1.3522
2 —ﬁ 0 -0.2970 | -0.4950 | -0.6418 | -0.7574
3 f% 0.2970 0 -0.2015 | -0.3527
4 1.0294 | 0.4950 | 0.2015 0
5 1.1630 | 0.6418 | 0.3527
6 1.2672 | 0.7574
7 1.3522

On en déduit les espérances de R pour un OP quel-
conque IT associé a une permutation () en utilisant ’équa-
tion (11).

4 Aspect fréquentiel lié au choix des
motifs d’ordre

Le but de cette section est d’analyser 1’aspect spectral
des OPs issus d’un processus gaussien afin de mettre en
évidence l'aspect filtrage qui se cache derriére le choix des
motifs et de leur longueur. A cette fin, on se propose de
calculer la transformée de Fourier de la séquence d’échan-
tillons associée & un OP de longueur d :

1
=3 Z
Ici, v représente la fréquence réduite. Pour simplifier les

notations, on pose ag = Ry et a, = Ry — Rp_1 pour k =
1,2,...,d — 1. Cela permet d’écrire la relation suivante :

Yv € [—;,;] . (14)

7j27r1/k
’

d—1

— (d—k) sinc(n(d— k)v)

sinc(mv)

e—jﬂ'l/(d+k—1)’

k=0
(15)
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F1GURE 1 — Chaque motif d’ordre correspond a une sélec-
tion implicite d’'une gamme de fréquence et I'atténuation
d’autres (16). B [Xq(v)] pour: (a) d =2, (b) d =3 et (c)
d = 7. Le nombre d’échantillons générés est N=1000000.

ou sinc() est la fonction sinus cardinal. On peut en déduire
le comportement moyen suivant :

B (d—k) sinc(w(d — k)v) —jmv(dtk—1)
“L T ey
(16)
ou Enlao] = B[Ry et Eulox] = En, [Rew] -

En, [Rs-1)-

La figure 1 illustre ces résultats pour d = 2,3 et 7 et
pour des OPs issus d'un processus gaussien centré et de
variance 2. On rappelle que 1’équation (16) peut se sim-
plifier comme suit pour d = 2 et 3.

|Eot [Xa(v)]] = | Ero[Xa(v)]| = %|Sin(7ﬂ/)|, (17)
|E012 X3 | |E210 Xg(V)” \;%|sin(2m/)}, (18)
|Er02[X5(v)]| = | B2 [X3(v)]| = ’E021 [Xs(w)]]  (19)

= |E120 (v | = |sm v | (20)

A partir de la figure 1, on peut observer différentes
signatures spectrales des OPs. Bien que les trés basses
fréquences soient fortement atténuées pour tous les OPs,
comme attendu car d < 7, certains OPs se comportent



comme des passe-hauts tandis que d’autres agissent comme
des passe-bandes. Cette observation est en accord avec
une étude précédente présentée dans [18], qui ne traitait
que le cas d = 2. L’effet de disparité, dans la sélection la
gamme de fréquences induite naturellement par les OPs,
est d’autant plus marqué que d augmente. Toutefois, les
OPs miroirs présentent une signature spectrale commune.
Par conséquent, on recommande de prendre en compte
cette signature spectrale des motifs lors de 'interprétation
des résultats obtenus par les méthodes ordinales existantes
ou lors de la définition de nouvelles méthodes.

5 Conclusions

Ce papier vise a mettre en évidence la particularité des
motifs ordinaux, sur lesquels se basent toutes les méthodes
et les approches ordinales développées au cours des der-
niéres décennies, telles que les mesures de complexité (I’en-
tropie de permutation et la complexité de Lempel-Ziv de
permutation). A I'aide d'une étude théorique menée sur
des motifs ordinaux de différentes longueurs, issus d’un
processus gaussien centré, on a montré que chaque mo-
tif présente une signature spectrale. Ils réduisent tous les
trés basses fréquences, ce qui est indéniable de par leur dé-
finition. Toutefois, certains motifs se comportent comme
des passe-hauts, tandis que d’autres agissent comme des
passe-bandes de plus en plus sélectifs & mesure que leur
longueur d augmente. Il est important de tenir compte
de cet aspect lors de l'interprétation des résultats obtenus
par des méthodes ordinales.
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