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Résumé — Dans ce travail, nous tirons parti des principes d’incertitude afin d’introduire une nouvelle méthode d’apprentissage de dictionnaire
pour les signaux sur graphe. Notre méthode prend en compte deux classes distinctes d’atomes, les atomes locaux spatialement sur le graphe et
les atomes spectralement réguliers introduits avec des fonctions de pénalisation adaptées. En particulier, la prise en compte de la notion d’atomes
dits de localité permet de modéliser des phénomenes locaux et interprétables.

Abstract — In this work, we leverage recent graph uncertainty principles to introduce a new dictionary learning method for graph signals. Our
method considers two distinct classes of atoms, local atoms on the graph, and local atoms spectrally together with well suited penalty functions.
Notably, the consideration of the notion of localized atoms on graphs allows to model local and interpretable phenomena.

1 Introduction

L’ apprentissage par dictionnaire est un outil essentiel pour es-
timer une représentation linéaire des données, c’est-a-dire pour
apprendre un sous-espace linéaire défini par une famille de vec-
teurs de base - appelés atomes — qui forment un dictionnaire.
Alors que les méthodes classiques d’apprentissage linéaire se
concentrent principalement sur les données vectorielles, I’étude
de signaux sur des domaines topologiquement compliqués né-
cessite I’introduction d’un graphe comme outil flexible de re-
présentation des données, adapté a la modélisation de la struc-
ture sous-tendant ces signaux. L’étude de modeles de factori-
sation applicables a de telles données a donc motivé le déve-
loppement de modeles d’apprentissage de dictionnaire pour les
signaux sur graphe.

Dans ce travail, nous abordons la question de 1’apprentissage
de tels dictionnaires a partir de signaux sur graphe en considé-
rant deux classes distinctes d’atomes : (4) les atomes spectra-
lement réguliers — caractérisant des phénomenes continus de
la structure sous-jacente du graphe — et (i¢) les atomes spa-
tialement locaux. La prise en compte des atomes locaux est en
effet d’un grand intérét pour I’analyse des séries temporelles
multivariées, permettant de décomposer les signaux étudiés en
une combinaison d’éléments de base localisés et donc plus fa-
cilement interprétables.

2 Etat de ’art

2.1 Signal sur graphe
Soit G = (V,&€, W) un graphe symétrique pondéré et non

orienté, composé d’un ensemble de noeuds V = {vy, va, ..., un },

d’un ensemble de NV arétes £ C V x V, ainsi que d’une matrice
de poids W € Rf *N Le graphe est de plus supposé connexe.
Un signal réel sur le graphe G est une fonction x : V — R,
représenté par un vecteur x € RV,

Nous introduisons également la matrice Laplacienne du graphe
G, définie comme L = D — W, avec D la matrice des degrés
de G et W sa matrice de poids. La matrice Laplacienne per-
met classiquement de quantifier la régularité d’un signal sur
graphe, définie comme suit

Sg(x) :== Z w; j(z; —x;)? = x'Lx (1)
(3,5)EE

En outre, deux notions de localisation du signal peuvent étre in-
troduites : la localisation dans le domaine spatial — a quel point
les intensités du signal sont concentrées — et dans le domaine
fréquentiel. Etant donné un nceud central ¢ € V et une distance
entre chaque paire de nceuds d9 : |V| x [V| — R, I’étale-
ment spatial [1] d’un signal x autour de c est défini comme
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avec P, = diag(d9(c,v1),...,d%(c,vn)). De méme, Iétale-
ment spectral d’un signal sur graphe peut étre quantifié comme
suit 1

Agm,(x) =

9 1

Aloc (X’ C) =

x' Lx 3)

[I[13
Compte tenu des notions d’étalement définies ci-dessus, la mé-
trique d’incertitude sur graphe introduite par Agaskar [1] res-
treint I’ensemble des paires (AZ (x,c), A2, (x)) réalisables,
ce qui implique qu’un signal ne peut pas €tre arbitrairement lo-
calisé simultanément dans les domaines spatial et spectral. For-

mellement, étant donné o« > 0, I’inégalité suivante s’applique



A tout signal non nul x € RY

Ale(x,0) + a A2, (x) > q(a) 4

loc

avec ¢(«v) > 0la plus petite valeur propre de la matrice P+aL.

2.2 Apprentissage de dictionnaire sur graphe

Une décomposition d’un signal sur graphe x par un dictionnaire
est un vecteur a € RM, tel que

M
X ~ Z A d™). 5)
m=1

Le dictionnaire D est ainsi défini comme (d(V), ..., d(*)) I’en-
semble de M vecteurs de R" — communément appelés atomes
— tandis que le vecteur a = (aq,...,ap) est le vecteur des
activations du signal x. Etant donné X = (x(),... x(X))un
ensemble de L signaux de RV <L, I’apprentissage d’un diction-
naire de taille M revient a considérer le probleme d’optimisa-
tion suivant

D*, A* = argmin ||X ~ DA|[} + /(D) + g(A) (6)
D,A

avec || - || 1a norme de Frobenius et f(D), g(A) des pénalisa-
tions imposées au dictionnaire ainsi qu’a la matrice des activa-
tions appris.

Le probleme d’optimisation (6) n’est généralement pas convexe
et la recherche d’une solution locale s’effectue par le biais d’une
procédure de minimisation alternée :
— Etape (AU) d’actualisation des activations : étant donné
un dictionnaire D, il s’agit d’apprendre la matrice des
activations, telle que

A* = argmin || X - DA% + g(A) (7)
A

— Etape (DU) d’actualisation du dictionnaire : étant donné
une matrice des activations A, il s’agit d’apprendre le
dictionnaire optimal, tel que

D* = argmin ||X —DA|% + f(D) (8)
D

2.3 Pénalités et contraintes

De multiples termes de pénalisation g et f ont été introduits
dans la littérature. Nous présentons brievement les principaux.

Pénalisation du probléme AU. La sparsité de A est géné-
ralement recherchée. Cependant, les approches qui imposent
strictement une norme L ne sont pas convexes, rendant le pro-
bleme NP-difficile. Une solution courante [4] consiste a recou-
rir a la norme L4, qui tend a produire des activations sparses
tout en simplifiant la recherche d’une solution, telle que

g I (A) = oy [|AllL ©)

avec o, > 0 un parametre de pénalisation.

Une seconde approche, introduite par Ramamurthy [5], consiste
a intégrer une connaissance a priori de la structure de graphe
lors de la mise a jour de la matrice des activations. Ainsi, il
s’agit de considérer un second graphe G* = (V*, %, W?)
dont chaque nceud porte un signal x(*) de I’ensemble X, tandis
que les poids W7, fournissent une mesure de similarité entre
chaque paire de signaux x(*) et x(9). La fonction de pénalisa-
tion associée a cette approche est formulée comme suit

d9A) = a, Z W [[a® — a2
(i,5)€€=
= o,Tr(AL*A"), (10)

avec ag > 0 un parametre de pénalisation et L™ la matrice
Laplacienne de G*.

Pénalisation du probléme DU. Une premiére contrainte po-
pulaire est la pénalité de régularité sur les atomes plutdt que
sur les signaux eux-mémes. Etant donné un graphe G, cette
contrainte, introduite par Yankelevsky [2], est définie comme
suit

M
(D) = B, Y Sg(d™) = B, Tr(DTLD) (11)
m=1

avec s > 0 un parametre de pénalisation. L’ajout de cette
contrainte permet de guider 1’apprentissage vers des atomes ré-
guliers par rapport a la structure du graphe sous-jacent.

Une approche alternative consiste a considérer les atomes d’une
famille spécifique, en imposant une structure particuliere au
dictionnaire et en apprenant les parametres de cette structure.
La structure en question incorpore généralement des propriétés
souhaitables du dictionnaire telles que I’invariance par transla-
tion ou une consistance minimale. [6]. En particulier, citons la
méthode introduite par Thanou [3] qui propose de structurer le
dictionnaire appris comme un ensemble de sous-dictionnaires,
chacun étant un polyndme de la matrice Laplacienne du graphe.

3 Modele d’apprentissage proposé

Nous présentons maintenant notre variation au probleme (6),
motivée par les principes d’incertitude introduits section 2.1.

3.1 Problemes d’optimisation

Etape AU. A I'instar de Ramamurthy [5], notre méthode uti-
lise la pénalité d’activation de graphe g(9"), ce qui conduit a
I’étape AU suivante

A* = argmin |[X - DA[% + a, Tr(AL*AT) (12)
A

Cette pénalisation est retenue car favorisant la dissimilarité entre
atomes et réduisant les dépendances linéaires entre eux. Afin de
construire un graphe de similarité G*, la matrice de poids W*
est générée, pour ¢, j = 1,..., L, comme
||x(® — x()|2
X X
Wi, exp(). (13)
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Par suite, la matrice L™ associée au graphe G* peut étre facile-
ment obtenue a partir de la matrice des poids W?*.

Etape DU. Le probleéme DU considéré introduit des diction-
naires mixtes, i.e. composés de plusieurs types d’atomes. Dans
la continuité des principes d’incertitude introduits section 2.1,
nous proposons ici d’apprendre des dictionnaires avec deux
types d’atomes : des atomes locaux sur le graphe, et des atomes
réguliers. Ainsi, étant donné M; atomes de localité et M atomes
de régularité, la décomposition suivante est effectuée

D = (D®9,DE™) = (a®,...,aMH) - (14)
avec D(0¢) € N x M; le sous-dictionnaire de localité et D™ ¢
N x My le sous-dictionnaire de régularité.

Par suite, il apparait naturel de contraindre le sous-dictionnaire
de régularité D™ par I'utilisation de la pénalisation f()
— voir Equation (11). Cependant, contraindre 1’apprentissage
du sous-dictionnaire de localité D) nécessite 1’introduction
d’une fonction de perte appropriée, qui est définie, étant donné
un graphe G, une distance de graphe d9 — e.g. la distance géo-

désique de graphe [7] — et un ensemble (cy,...,cpy,) de M;
neeuds de centralité de G, comme
M,
flUD) = 8, Loc,(d?) (15)
i=1
avec un parametre 5; > O et, pour ¢ = 1,..., M;, Loc,, (x) =

x!P;x, avec P; = Diag(d9(c;,v1)%,...,d%(c;,vn)?). Une
question importante concerne la position des centres. Si 1’on
dispose d’une connaissance a priori de ces centres, il est pos-
sible de guider 1’apprentissage du dictionnaire en les imposant
de manieére fixe. Dans le cas contraire, les nceuds de centralité
peuvent étre échantillonnés aléatoirement.

Finalement, étant donné une matrice A € R(Mi+M:)xL je pro-
bleme d’apprentissage de localité-régularité (LSDL) est donné
par

D* = argmin [[X—[Dt™, DW9]A3
D(loc)7D(s7n)

+ f(loc)(D(loc)) + f(sm)(D(sm))

(16)

3.2 Résolution

Etape AU. Le probleme (12) est convexe en A mais ne pré-
sente pas de solution explicite. Une recherche de minimum par
déscente de gradient est donc réalisée, telle que

AD =AY gV, (||X —DA[E + ¢ (A)) (17)
avec 6 > 0 le pas de descente et
Va (||X ~ DA% + g9 (A)) =20, AL, (I8)

—2D7 (X - DA).
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FIGURE 1 — La Figure la présente les taux de reconstruction
et distance au dictionnaire initial DY. La Figure 1b présente
les distances au dictionnaire initial D° de dictionnaires appris
régulier (bleu clair), de localité (vert) et mixte (bleu foncé).

Etape DU. Afin de simplifier le probleme (16), nous intro-
duisons 1’expression vectorisée v(D) € RN(Mi+Ms) de D et
v(X) € RV celle de X.

Par suite, I’étape d’actualisation du dictionnaire de localité-
régularité peut étre reformulée comme suit

v(D*) = argmin |[v(X) - (A®Iy)"d|} + d"Qd
deRN (M +Msg)

(19)

avec Q = Diag(ﬂlPl,...751PM”BSL,...,ﬂSL> une ma-

trice diagonale par bloc — L étant répété M fois. Cette re-
formulation du probleme (16) met en évidence les propriétés
quadratiques du probléme LSDL, dont la solution est donnée
par

v(D*) = ((AAT)®IN+Q)_1(A®IN)V(X) (20)

4 Applications numériques

4.1 Reconstruction de dictionnaire synthétique

Dans cette premiere partie, nous cherchons a reconstruire un
dictionnaire ayant généré un ensemble de signaux synthétiques.
Un graphe géométrique aléatoire G est construit en connectant
un ensemble de N = 500 points tirés uniformément sur [0, 1]?
par une procédure de 5-plus proches voisins. La distance asso-
ciée a G est la distance géodésique sur graphe [7].

Un ensemble de M = 5 atomes réguliers est échantillonné a
partir d’une distribution gaussienne de matrice de covariance
L~!. Un ensemble de M; = 10 nceuds est échantillonné aléa-
toirement et les signaux localisés autour des nceuds a une dis-
tance géodésique < 2 des centres sont générés a partir d’une
distribution gaussienne. Les atomes sont ensuite concaténés pour
former D°. La matrice d’activation A0 € R(Ms+M)XL et (-
rée a partir d’une distribution normale, avec L = 1000. Enfin,
la matrice de données est donnée par X = DA,
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FIGURE 2 — Les atomes appris sont présentés a gauche — les
centres sont indiqués par un cercle vert. L’intensité d’un atome
est figurée par sa couleur, du bleu au rouge. Les activations sont
présentées sous la forme d’une série temporelle concaténée a
droite — les lignes bleues indiquent la séparation entre deux
mouvements, les lignes noires séparent les différents sujets.

L’algorithme LSDL est appliqué pour différentes valeurs des
paramétres de pénalisation 8 = B, = (3, allant de 10~% a
10*. Les nceuds centraux sont supposés inconnus : 10 nceuds
sont uniformément tirés et utilisés comme centres. Deux mé-
triques sont calculées a partir du dictionnaire appris D* et de
la matrice d’activation A* inférée : (i) le ratio de reconstruc-
tion 1 — ||X° — D*A*||2/]|X"||2, qui évalue la représentation
des signaux fournie par la paire dictionnaire/activation X" ; et
(i7) la distance normalisée || D° — D*||o/(M; + M) entre le
dictionnaire D et le dictionnaire appris D*.

Trois phénomenes apparaissent Figure 1a. Tout d’abord, pour 3
compris entre 10~ et 1072, les différentes pénalisations n’af-
fectent pas I’algorithme d’apprentissage. Pour des parametres
supérieurs 2 102, les pénalisations employées imposent 1’ap-
prentissage d’atomes trop contraints. Enfin, pour une plage de
paramétres comprise entre 102 et 102, le ratio de reconstruc-
tion reste proche de 1, tandis que la distance au dictionnaire
initial diminue jusqu’a 5.103, tel qu’attendu.

La Figure 1b présente une bréve étude d’ablation : deux dic-
tionnaires partiels, I’'un contenant 15 atomes réguliers, I’autre
15 atomes de localité ont été appris a partir des données gé-
nérées par le dictionnaire initial DY. La distance importante
au dictionnaire initial pour I’ensemble des paramétres 55 et 3
explorés souligne la complémentarité des pénalisations de loca-
lité et de régularité employées, for¢ant 1’apprentissage d’atomes
aux comportements non redondants.

4.2 Analyse de données sur le mouvement

L’ensemble des données étudiées comprend les séries tempo-
relles de vitesse de N = 34 capteurs a 3 dimensions — échan-
tillonnées a 10 H z — enregistrées sur 3 participants effectuant
une élévation bilatérale du bras dans les plans sagittal, scapu-
laire et frontal — chaque mouvement est effectué trois fois.

Le graphe des capteurs G(*) est généré par le biais d’une pro-
cédure des 4 plus proches voisins vis-a-vis de la distance maxi-
male entre paires de capteurs. Le processus étant tridimension-
nel, trois copies du graphe G(*) sont considérées, une pour
chaque dimension. Le graphe résultant n’étant pas connecté,
les variations du signal le long de la structure induite sont éva-
luées sur chaque dimension indépendamment.

Un ensemble de M, = 3 atomes réguliers et M; = 4 atomes de
localité est appris autour de 2 centres différents. Les parametres
de localité 3; = 2.10? et de régularité 3, = 103 ont été choi-
sis par validation croisée. Les atomes et activations appris par
I’algorithme LSDL sont présentés Figure 2. Le ratio de recons-
truction obtenu est de 0.9. Le choix a été fait de restreindre le
nombre d’atomes afin de capturer des phénomenes génériques
au sein d’un petit dictionnaire commun.

La méthode d’apprentissage proposée fournit un modele inter-
prétable qui gere la grande multiplicité des capteurs grace a
des contraintes de regularité avec des phénomenes de compen-
sation supposés locaux et donc interprétables. Les différences
intra/inter-sujets apparaissent clairement dans des espaces bien
choisis, tandis que les différents atomes produits fournissent
une base accessible pour un clinicien.
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