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Résumé — Plusieurs matrices associées a des transformées rapides posseédent une certaine propriété de rang faible qui se caractérise
par I’existence de plusieurs partitions par blocs de la matrice, ol chaque bloc est de rang faible. A condition de connaitre ces
partitions, il existe alors des algorithmes, dits de factorisation butterfly, qui approchent la matrice en un produit de facteurs creux,
permettant ainsi une évaluation rapide de 1’opérateur linéaire associé. Cet article propose une nouvelle méthode pour identifier
algorithmiquement les partitions en blocs de rang faible d’une matrice admettant une factorisation butterfly, sans hypothese
analytique sur ses coefficients.

Abstract — Many matrices associated with fast transforms posess a certain low-rank property characterized by the existence of
several block partitionings of the matrix, where each block is of low rank. Provided that these partitionings are known, there exist
algorithms, called butterfly factorization algorithms, that approximate the matrix into a product of sparse factors, thus enabling
a rapid evaluation of the associated linear operator. This paper proposes a new method to identify algebraically these block

partitionings for a matrix admitting a butterfly factorization, without any analytical assumption on its entries.

1 Introduction

L’évaluation rapide d’un opérateur linéaire est un enjeu clé
dans de nombreux domaines comme le calcul scientifique,
le traitement du signal ou 1’apprentissage automatique. Dans
des applications mettant en jeu un trés grand nombre de pa-
rametres, le calcul direct de la multiplication matrice-vecteur
passe difficilement a 1’échelle pour cause de complexité qua-
dratique en la taille de la matrice. De nombreux travaux se
sont ainsi intéressés a la construction d’algorithmes rapides
pour la multiplication matricielle, en s’appuyant typiquement
sur des propriétés analytiques ou algébriques des matrices
apparaissant dans les problemes étudiés.

Ces algorithmes rapides sont souvent associés a une factori-
sation creuse de la matrice correspondante, comme c’est le cas
pour la matrice de Hadamard ou de la transformée de Fourier
discrete. En effet, a permutation pres des lignes et des colonnes,
ces matrices de taille NV possedent une factorisation butterfly,
dans le sens ot elle s’écrivent comme le produit de O(log N)
facteurs ayant chacun O(N) coefficients non nuls, et dont les
supports ont une structure particuliére illustrée dans la figure|[T]
11 a été montré dans [4] que la classe des matrices admettant
une telle factorisation est expressive, au sens ou elle contient
plusieurs matrices structurées utilisées en apprentissage ou
en traitement du signal. Ce modele serait donc pertinent pour
chercher des factorisations creuses d’opérateurs pour lesquels
un algorithme d’évaluation rapide n’est pas connu.
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FIGURE 1 : Supports des facteurs butterfly, N = 16 (cf. section .
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FIGURE 2 : Histogramme des erreurs relatives pour la résolution de (I} dans
le cas sans bruit et N = 8, en énumérant et en fixant chaque permutation de
lignes et de colonnes, comme expliqué en section El Parmi toutes les paires
de permutation de lignes et colonnes, seule une paire donne une erreur nulle,
comme indiqué par le cercle rouge.

Trouver un algorithme rapide associé a la factorisation but-
terfly se formalise alors comme un probléme d’optimisation,
ol I’on minimise en norme de Frobenius || - || 7 ’erreur d’ap-
proximation d’une matrice A € C*¥ par un produit de fac-
teurs butterfly X1 ... X () 3 permutations prés des lignes
et colonnes, encodées par les matrices de permutation P, Q :

min  |JA-Q'XW . XBP|p. (1)
(X“))f:l‘erQ

Lorsque les permutations optimales P, Q sont connues,
il existe un algorithme hiérarchique efficace en complexité
O(N?) pour trouver des facteurs butterfly (X())2_, donnant
une faible erreur d’approximation, avec garanties de recons-
truction dans le cas du probleme sans bruit [6, [13]]. Mais
lorsque ces permutations ne sont pas connues, le probleme
(T) est conjecturé comme étant difficile : d’une part, si I’on
énumere toutes les permutations possibles pour résoudre (T)),
on constate numériquement que seule une petite proportion de
permutations donne une faible erreur d’approximation, comme
illustré en figure 2} ce qui montre la nécessité d’identifier les
bonnes permutations afin de résoudre (I)) ; mais d’autre part,
une recherche exhaustive de toutes les permutations n’est pas
tractable, méme en tenant compte de certaines équivalences de
permutations vis-a-vis de (), comme discuté en section 2]
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Afin d’identifier les permutations optimales, nous nous ap-
puyons sur le fait qu’une matrice admettant une factorisation
butterfly possede une certaine propriété dite de rang faible
complémentaire [1]], dans le sens ol il existe des partitions par
blocs de la matrice, ot chaque bloc est de rang faible. Il suffit
alors d’identifier ces partitions pour résoudre le probleme (T)).

Ceci peut se faire analytiquement lorsque les coefficients
de la matrice s’expriment par un noyau régulier (x,w)
K (x,w) évalué sur des parametres {x;}/,, {w;}_,, par
exemple pour des matrices associées a certains opérateurs
intégraux [2] ou transformées spéciales de fonctions [8]].

En revanche, si la matrice étudiée n’a pas de forme ana-
Iytique, ou si celle-ci n’est pas accessible, la littérature ne
propose pas, a notre connaissance, de méthode pour identifier
ces partitions. Aussi, nous proposons une heuristique a base
de partitionnement spectral alterné des lignes et des colonnes
pour identifier les partitions en blocs de rang faible, sans hypo-
these analytique. En termes d’applications, cette heuristique
permet de vérifier algorithmiquement qu’un opérateur linéaire,
pour lequel on ignore I’existence d’un algorithme d’évaluation
rapide, possede une propriété de rang faible complémentaire
approchée donnant lieu a une bonne approximation de la ma-
trice associée par un produit de facteurs butterfly.

La section [2] détaille cette propriété de rang faible utilisée
pour identifier les permutations optimales. La section [3|montre
numériquement la nécessité d’identifier ces permutations, ce
qui motive notre méthode expliquée en section ] et validée
empiriquement en section [5

2 Formulation du probléme

Dans le reste du papier, nous nous plagons dans le cas des
matrices carrées de taille N := 2 pour un certain en-
tier L > 2. Pour une matrice quelconque M, son support
supp(M) est I’ensemble des indices correspondants aux co-
efficients non nuls de M. Notons Iy la matrice identité de
taille NV, et ® le produit de Kronecker. Selon [4} |6, [13]],
A € CNXN est une matrice butterfly si elle admet une factori-
sation A = X1 .. X ) on chaque facteur X(©) € CN*N,
nommé facteur butterfly, satisfait la contrainte de support fixe
supp(X¥)) C supp(SEff)) pour ¢ € [L] :={1,...,L}, avec
Sg’f) =TIy ®[] 1] @Iy oe. Lensemble des matrices admet-

tant une telle factorisation est noté B. Les supports S](ff) sont

illustrés par la figure[I]et, par abus de notation, la contrainte
de support fixe sera notée supp(X () C Sl(ff) par la suite.

Le probleme que nous souhaitons résoudre est donc (),
sous la contrainte supp(X®)) C Sl(ff) pour tout ¢ € [L].
Pour trouver une bonne solution de I’instance du probléeme
ou les matrices de permutations P et Q sont fixées, on ap-
plique I’algorithme hiérarchique de [6, [L3]. Par la suite, on
note Fuyi(A,P,Q) == |A — QXD ... XE)P||p I'erreur
d’approximation donnée par la sortie (X, ..., X(F)) de Ial-
gorithme [I] quand P et Q sont fixées. En revanche, le cas
difficile est celui ou les permutations ne sont pas fixées : le
reste de la section explique notre approche qui s’appuie sur la
propriété de rang faible complémentaire.

Propriété de rang faible complémentaire [7] Celle-ci se
définit & I’aide de deux « cluster tree » TX et T, qui sont des
arbres binaires avec L = log,(N) niveaux (sans compter la

Algorithme 1 : Algorithme hiérarchique pour ré-
soudre I'instance de (I) oit P et Q sont fixées.
Entrées : A ¢ CV*V permutations P, Q.

1 Résoudre min [|QAPT — X . X || sous la
contrainte supp(X () C ng) pour tout £ € [L] via
[13} Algorithme 3.2] R R

2 retourner les facteurs butterfly (XD, ... X))

racine) dont chaque nceud est un sous-ensemble non vide de
[N], avec comme racine [N] au niveau 0, et ol les enfants
constituent une partition de leur parent en deux sous-ensembles
de méme cardinal [5]. Une matrice A possede la propriété de
rang faible complémentaire pour 7% et T’ si, pour chaque ¢ €
[L — 1], pour chaque nceud R au niveau L — £ de T et pour
chaque nceud C au niveau de ¢ de T2, la restriction A r,cde A
sur les lignes et colonnes indexées par R et C' est de rang faible.
Sachant que les nceuds d’un méme niveau de 7% et ceux de
T forment respectivement une partition des indices de lignes
et de colonnes, la propriété de rang faible complémentaire
impose que les blocs {A g ¢} r,c des partitions décrites par
les niveaux de 7% et T*? soient de rang faible.

11 a été montré dans [13]] que toute matrice butterfly A € B
satisfait la propriété de rang faible complémentaire (de rang 1)
pour une paire d’arbres (17}, T$}) spécifique, comme expliqué
ci-dessous pour rappeler les concepts qui nous seront utiles
par la suite. Notons SgQ) = Sg? . S](;? (1<p<q<l),
et définissons la /-éme classe Monarch [3]] pour ¢ € [L — 1]
comme étant I’ensemble

MO = {XY, supp(X) C ng;z), supp(Y) C Sl(ffH:L)} .

On vérifie alors que B C ﬂf;ll MO et qu'une matrice A
appartient 3 M) si, et seulement si, A R,c est de rang au plus

1 pour tout (R, C) € PY) .= {Ry)}l]-\/:/f/Z X {C;e)}?il, ol

RY = {i+ (k—1)N/2', k € [2]},

O = {(j — )N/2! + &, k € [N/2']}.
On observe que {sz)}fv:/f “et {CJ@) f; constituent chacun
une partition de [N] : ainsi, lorsque A € M), ces partitions
de lignes et de colonnes décrivent une partition de A en blocs

de rang 1. On définit alors 77} et 75} comme étant les deux

arbres pour lesquels les nceuds de 7;% au niveau L — £ et

£
les nceuds de 7} au niveau ¢ sont précisément {RZ@ }fvz/f et

{C](-e)}?il, pour chaque ¢ € [L — 1]. Ainsi, A € ﬂgL;ll MO
est précisément une reformulation de la propriété de rang faible
complémentaire (de rang 1) pour les arbres ng et Té}.

Permutation d’indices  Pour tout « cluster tree » 1" dont la
racine est [N], et pour toute permutation ¢ : [N] — [N], on
définit le « cluster tree » o(T') obtenu en permutant selon o
les indices dans T'. En particulier, on remarque que pour tout
arbre T et T, il existe plusieurs matrices de permutation
P et Q pour lesquelles oq (1) = TX et op(Ti}) = T, ou
op,0q sont les permutations associées aux matrices P, Q.
Ceci définit alors des classes d’équivalence de permutations
de lignes [Qrx] et de colonnes [Pre].

Approche pour résoudre (I) Supposons que la matrice
cible dans (T)) soit de la forme A := QT AP, ot A € B



est une matrice butterfly, et 13, Q sont deux matrices de per-
mutations arbitraires inconnues. Puisque A satisfait la pro-
priété de rang faible complémentaire pour les arbres Tif
et T2, 1a matrice QT AP la satisfait également mais pour
les arbres TX := o (T7f) et T := op(Tyf). Sil'on par-
vient a reconstruire 7% et T a partir de I’observation de A,
alors (T) peut se résoudre en choisissant une paire quelconque
(P, Q) € [Pre] x[Qrx], eten appliquant I’algorithme|T|avec
ces permutations fixées. En effet, un tel choix suffit pour garan-
tir que QAP T satisfasse la propriété de rang faible complé-
mentaire pour 775 et 712, i.e., QAP T € ﬂng_ll MO, puisque
les matrices P et Q" sont associées aux permutations in-
Verses op Let 0'(51, et par définition des classes d’équivalence,
on abien op' (1) = Tif et o' (T) = T;f . En conclusion,
afin de résoudre (T)), il est suffisant d’identifier les arbres 7%
et T*? pour lesquelles la matrice cible satisfait la propriété de
rang faible complémentaire, ce qui se ramene, par définition, a
identifier des partitions de A en blocs de rang 1.

3 Nécessité de retrouver les partitions

Nous montrons a présent empiriquement que 1’identification
des arbres T et T*? est en fait nécessaire pour résoudre (T
avec A = QTAf’. Considérons A € B dont les facteurs
ont des coefficients non nuls tirés selon une gaussienne cen-
trée réduite. Puis, nous énumérons tous les arbres T , T¢
possibles, calculons une solution via 1’algorithme|l{en fixant
une paire arbitraire (P, Q) € [Pre] x [Qrx], et vérifions
que les seuls arbres donnant une erreur Epe(A, P, Q) faible
sont TX et T*2. Un dénombrement de tous les arbres montre
en revanche que cette expérience n’est pas tractable pour une
grande taille /V. En effet, le nombre u  de « cluster tree » pour
une méme racine de cardinal N satisfait la relation de récur-
rence uy = %(g) (u%)Q avec ug = 1, carilya %(g) paires
d’enfants possibles pour la racine, et chaque enfant est un
«cluster tree » dont la racine est de cardinal N/2. Ainsi, nous
considérons N = 8§ a titre illustratif, ce qui donne ug = 315.

Dans la figure 2] la recherche exhaustive sur toutes les paires
d’arbres montrent que I’erreur est nulle seulement pour une
seule paire, et que les autres paires échouent a la résolution de
(1. Ceci illustre donc empiriquement la nécessité d’identifier
les bons arbres T et T% pour résoudre (I). Démontrer for-
mellement une telle nécessité pour n’importe quelle taille de
matrices pourra faire I’objet de futurs travaux.

4 Partitionnement spectral alterné

Nous proposons 1’algorithme [3|a base de partitionnement spec-
tral alterné pour identifier les arbres 7% et T*? pour lesquels
la matrice A satisfait la propriété de rang faible complémen-
taire. Pour décrire notre approche, commengons par expliquer
la résolution du probleme minysc pq0) p.q |A — QTMP||3,
pour chaque ¢ € [L — 1]. Etant donné qu’une matrice M
appartient 2 M (¥ si et seulement si le bloc M R,C est de rang
au plus 1 pour tout jeu de lignes et colonnes (R, C) € P,
ce probleme équivaut a

N/2¢ ot

min > 2 minflArc, —xyllE @)

N/2¢ ¢ s
(R} ACL, =1 =1

Algorithme 2 : Partitionnement spectral alterné pour
résoudre (2) durant n itérations, a £ € [L — 1] fixé.
Entrées : A, ¢, o > 0, graine aléatoire seed.
£ .. . .
{C;};—, « partition aléatoire de [ N] selon seed
pour: = 1,... n faire
{R<}N/2l <+ partitionnement en fixant {C; }%
i iy partitionnement en fixa iti=1
14 ..
{C;};—, « partitionnement en fixant {Rl}fvz/f
fin
E; Z@j minx-,y ”ARij - Xy*”%‘

Sorties : Fy, {Ri}f\;/f[, {Cj}fil.

N =

w

-

[ Y]

ol {Ri}f\]:/fe, {C; }?il sont des partitions de lignes et
de colonnes en sous-ensembles de méme cardinal, et
ming y [[Ar,c — xy*||% calcule la meilleure approximation
derang 1 de AR ¢. Le symbole * désigne la matrice adjointe.

Partitionnement des lignes  Pour qu’une optimisation al-
ternée fonctionne, il est nécessaire de pouvoir résoudre le pro-
bleme[2]lorsqu’une des deux partitions est connue. Fixons ainsi
sans perte de généralité une partition de colonnes {C) }?il, et

cherchons une partition de lignes {Ri}f\;/f ‘ qui minimise (2).

Pour cela, nous nous inspirons des méthodes existantes pour
le probléme de «subspace clustering » [11]]. Définissons 2¢
graphes {Qj}?il, o les N nceuds du graphe G; sont les N
lignes de A restreintes aux colonnes C; —notées Ay, ¢, pour
k € [N]- et les poids des arétes de G; sont donnés par la
matrice de similarité W) € RV*N définie par

. Akc-*AlC-| @
W(”::( ko, A, vk, 1 € [N],
6=\ TArc, lalAvc s V]

avec o > 0 un parametre contrdlant le contraste entre les
poids des arétes. Intuitivement, un groupe de lignes restreintes
aux colonnes C); est inter-connecté par des poids de fortes
valeurs dans le graphe G; lorsque les lignes correspondantes
sont corrélées, ce qui est le cas lorsqu’elles forment un bloc
de rang 1. Inversement, deux lignes non corrélées ont un poids
de faible valeur. Ainsi, en résolvant un probleme de coupe
minimale sur le graphe G dont la matrice de similarité est

W = Z?; W), les groupes de nceuds obtenus doivent
correspondre & un partitionnement des lignes qui minimise (2)).
Concretement, a partir de la matrice de similarit¢é W, un
partitionnement spectral [[12] du graphe G est effectué en cal-
culant la décomposition en vecteurs propres du Laplacien non
normalisé L := D — W, ou D est la matrice de degrés dont
les coefficients diagonaux sont W(1...1)". Afin de garan-
tir un partitionnement des lignes en groupe de méme taille,
I’étape de partitionnement k-moyenne sur les représentations
spectrales est implémentée selon la méthode de [[1]].

Optimisation alternée  Quand la partition de colonnes n’est
plus fixée, la résolution de (2)) suit I’algorithme 2] de partition-
nement alterné, ou I’on initialise aléatoirement une partition
des colonnes et, a chaque itération, un partitionnement spectral
des lignes est effectuée en fixant la partition de colonnes de
I’itération précédente, et vice-versa en échangeant le role des
lignes et des colonnes. Sans garanties de réussite, 1’algorithme
[2] peut nécessiter plusieurs réinitialisations pour trouver une
solution.



Algorithme 3 : Identifier 7, T pour résoudre (T)).
Entrées : A, {o. } 5 | {seed,, }2_,.
1 pour {=1,..., L —1 faire
2 pourk=1,.... K, m=1,..., M faire
3 Ey, {Rf.“}i, {CN’;Z)}J‘ — algorithme
appliqué a (A, ¢, ay, seed,,)

4 fin

5 Garder {Rl@) i, {C’;e) }; avec le plus petit E;

6 fin

Vérifier que {]:de)}i, {C“j(-l)}j pour £ € [L —1]
forment chacun des « cluster tree » TX, T valides

8 si un des deux arbres n’est pas valide alors

=

9 | retourner échec

10 sinon

u | (P,Q) € [Pra] x [Qrx]

12 retourner succes, P, Q, Ey(A, P, Q)
13 fin

Résolution finale de (T)  Etant donné la matrice cible A :=
QTAP, l’algorithm résout indépendamment chaque pro-
bleme (2)) pour ¢ € [L — 1] via Ialgorithme 2] Si chaque pro-
bleme (2)) est bien résolu, et que les partitions trouvées forment
des arbres T et T valides dans le sens o ils satisfont les
axiomes d’un « cluster tree », alors A possede la propriété de
rang faible complémentaire pour 7% et T}, On résout alors
via I’algorithme (1)), en fixant (P, Q) € [Pre] x [Qrx].

5 Expériences

Nous évaluons les performances empiriques de notre méthode
pour factoriser A := QTAP + ¢(||A| #/|N|#)N, o P,
Q sont des permutations aléatoires, N est une matrice avec
des coefficients suivant une loi gaussienne centrée réduite,
€ > 0 contrdle le niveau relatif de bruit, et A correspond
soit a une matrice butterfly orthogonale aléatoire définie par
O], soit a la matrice de la transformée de Fourier discrete
(TFD). Nous appliquons I’algorithme [3| avec {ay} | =
{107} ,er—2,—1,0,1,2y €t M = 5 sur 20 instances du probleme
pour € € {0,0.01,0.03,0.1}, et pour N € {25}, c0 7.
La taille N > 128 n’est pas considérée car 1’algorithme [3]a
une complexité cubique en N : une exécution prend quelques
minutes pour N = 64, et une heure pour N = 128.

Lorsque A est une matrice butterfly orthogonale aléatoire,
I’algorithme [3|a 100 % de succes sur les 20 instances du
probleme, pour tous les niveaux de bruit et toutes les tailles
considérés, ce qui veut dire que 1’algorithme [2] répété avec
suffisamment de « et de graines aléatoires permet de résoudre
indépendamment chaque probleme 2)) pour ¢ € [L—1], et que
les partitions trouvées forment des arbres 7% et T valides. La
figure3illustre les résultats de I’algorithme 2] En cas de succes,
I’algorithme [3|retourne la méme erreur d’approximation que
Ewt(A, 15, Q) obtenue en connaissant 15, Q Dans le cas sans
bruit, I’erreur relative atteint la précision machine. Dans le cas
bruité, la figure 4| montre qu’elle est de I’ordre de e.

Lorsque A est la matrice TED, I’algorithme|3|a également

100 % de succes pour tous les niveaux de bruit et pour N < 64.

Pour N = 128, la taux de succes est a 100 % pour le cas sans
bruit, mais se dégrade dans le cas bruité comme illustré dans la

TABLE 1 : Taux de succes de l’algorithme sur 20 instances.

€ 0 0.01 0.03 0.1

Butterfly orthogonale aléatoire (N = 128) 100% 100% 100 % 100 %
Transformée de Fourier discrete (N = 128) 100% 95 % 90 % 50 %

1=1,e=0.1 £=2,6=01 L1=3,e=01 L=4,e=01 1=5¢=0.1 L=6,€=01

107! 10* 10® 107! 10' 10® 107! 10' 10® 107! 10' 10® 107! 10' 103 107! 10! 103
a a a a a a

Erreur relative
o
n

o
o

FIGURE 3 : Résolution de (Z) par l’algorithme(avec n = 50) pour une
matrice butterfly orthogonale aléatoire de taille 128 (orange, plein). Les barres
d’erreur (négligeables) affichent les extrema, la croix indique la médiane.
Bleu, tiret : erreur avec TX R T connus. Vert, pointillé : erreur minimale sur
1000 tirages aléatoires de partitions, ol I’on résout () en fixant les partitions.
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w
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FIGURE 4 : Erreur relative divisée par e de 1’algorithme (3) pour approcher
une matrice butterfly orthogonale aléatoire bruitée (moyennes, écart-type).

table[I] La robustesse pourrait étre améliorée par exemple en
résolvant les problemes @) pour ¢ € [L — 1] conjointement,
et non pas indépendamment.

Conclusion  Nous avons proposé une heuristique pour iden-
tifier sans hypothese analytique les partitions d’une matrice
en blocs de rang faible permettant une factorisation butterfly.
Lever les verrous de robustesse et de passage a 1’échelle de
I’heuristique permettrait a terme de chercher une factorisation
butterfly pour des opérateurs utilisés en traitement de signal
ou en apprentissage, comme les transformées de Fourier sur
graphes [[10] ou les couches de réseaux de neurones [3]].
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