Restauration d’images par
approche variationnelle et EDP

Laure Blanc-Féraud

DR CNRS
Laboratoire 13S
INRIA Sophia Antipolis

\;.

N\

%I INRIA %

,,_
|
22)



¢ Introduction
» Formation des images en satellitaire, échantillonnage

» Déconvolution : ex de pb mal posé
» Régularisation linéaire Hg - HuH; +AHDuH§

¢ Minimisation de critere : approche variationnelle

» Espaces fonctionnels pour la minimisation

» Existence, unicité de solution (H* (Hu—g)-AAu=0
» Introduction au calcul des variations, - <0ul _ 0
» Introduction aux EDP en traitement d’ image on|,q,

aa—l: = F(x, (u, Elzu)

u(x y,t=0)=g(xy)



¢ Reégularisation non lineaire )
—Hu|. + A | ¢\[0u Jdx
» Régularisation L 2/|L1 Hg HZ _§[¢( D

> Espace BV, Variation Totale Hg —Hu E +/]_ﬂDu\
0

» Solutions dans I'espace BV, dualité, algorithmes

¢ Segmentation d’image, approche variationnelle
» Fonctionnelle de Mumford et Shah

» Notion de ['-convergence : lien restauration/segmentation
J
1 4 . ° [ 2 T
¢ Et les représentations parcimonieuses ? |[g—Hu|, +A) 2 2 ‘<U,¢j,k>‘
» Régularisation dans le domaine de la transformée en ondéléttes
» Solution dans un espace de Besov (et algorithmes)

» Modeles de régularisation / parcimonie



Construction d’'une image
g = H(U) e N

¢ J: une observation = des quantites physiques : optique,
radar, laser, IR, champ magnétique, rayons X, ultrasons,
emissions de photons...

& H : opérateur qui relie 'observation a la quantité que I'on
cherche a imager U, a travers I'appareil de mesure et
eventuellement un processus de reconstruction.

¢ U image que I'on cherche a obtenir

¢ N : partie aléatoire du processus de reconstruction (bruit)



Exemples

¢ Linéaire : H(u)= H.u

B Restauration d’'une image optique :
H est une convolution: Hu=h*u

H modélise les dégradations de I'appareil optique (diffraction,
défocalisation, bougé, intégration sur les capteurs...)

g:h*u+n
T~ Bruit

Image observe additif

Image originale
. Noyau de convolution -




¢ Linéaires : H(u)= H.u

B Reconstruction tomographique, appliquée dans les domaines de la
meédecine, des géosciences, ...

B Reconstruire le volume d'un objet (le corps humain dans le cas de
I'imagerie médicale), a partir d'une série de mesures effectuées a
I'extérieur de I'objet.

Exemple de la tomographie a rayons X

H= matrice de Radon = projection 1D selon I'angle O



¢ Linéaires : H(u)= H.u

B Super résolution, échantillonnage irrégulier

On observe une image g irrégulierement échantillonnée. U est la méme
image sur une grille réguliere.

9=8,(0)+n oi A,()= T (-4)

AOA

A, sont les positions des échantillons irrégulierement répartis. Peut se
modéliser par transformée de Fourrier discrete

g =SFu+n

F Transformée de Fourier directe réguliere

S Transformée de Fourier inverse irréguliere
S:c" - R

2 - 9=(@)an a=Tae) A7)

N



Exemples

& Non Lineaires :

B Flot optique
on observe u(X,t) et u(x,t+1) et on cherche le mouvement apparent
V tel que u(x+v,t) = u(x,t+1).

_________

Linéarisation par dérivation : équation du flot optique

Du(x,t +1).v(x,t) + It(x,t) =0

B Diffraction inverse microonde, controle non destructif : équations
de Maxwell ...



¢ Probléeme direct { = H(U) o N

C’est I'equation de construction de I'image, la modelisation
mathématique des phénomenes physiques de I'acquisition.

Définit g a partir de H, Uet N.
¢ Probleme inverse

A partir des donnees observees (, et de la modélisation du
probléme direct, trouver U en supposant H connu et les
parametres de loi de N connus.

—> H n’est souvent que partiellement connu,

=2 |l faut souvent estimer les paramétres du bruit au
préalable ou en méme temps.



Restauration d’image : deconvolution,
debruitage

¢ Modele simple :
B Convolution,

B Mais difficile : probleme mal pose.

¢ Deux exemples d’acquisition
B Imagerie satellitaire

B Imagerie biologique par microscopie confocale

¢ Et toujours preésent : la diffraction



Observation de la Terre

@ lllustration sur un exemple en imagerie optique satellitaire
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Observation

Modéle

’observatio

Modele
d’image
observée

Luminance de la scéne
dans la bande spectrale
considérée et sous I’angle
d’observation choisi

g QURmM-R

scene

A\
paysage

Vérité terrain




Chaine des dégradations

ntégration

Mouvement j>
Diffusion

Aberrations
Défocalisatio

/)

oot Compression
)| Quantification| ) Décompressial
Conversion Transmission Image

bord/sol observée



Modele d’observation

p==0

Trans.

. *Scene originle. : ey stochastiqul Image observée

suppq  Xliscret

G, T --)+-



On appelle réponse impulsionnelle (RI) ou fonction de dispersion la réponse
du systeme imageur a une distribution d’intensite ponctuelle (distribution
de Dirac) au niveau de la scene. La Rl s’exprime en continu dans le repere
image. Elle est positive et normalisee.

Rl :Q

R° - R

X > RI(X) et jR|(x)dx:1

En toute géneralité Rl dépend de la position et de la distribution d’intensite

dans la scene



Hypothese de stationnarité + indépendance par rapport a la
scene :

Flou = produit de convolution

Oxy = (RI :U)x,y = j RI(x=s,y—t)u(s,t)dsdt

Dans I'espace de Fourier

Fa),, = (FTM),,(FTP),, F(u),,

FTM = Fonction de Transfert de Modulation, FTM :‘F(PSF)‘

F TP = Fonction de Transfert de Phase
De la scene a I'image formeée au niveau du capteur :

Atmospheére, systeme optique, capteur



Flou systeme optique: diffraction

¢ Diffraction : due a I'ouverture limitée du systeme optique.

¢ Théoreme de diffraction de Fraunhofer: 'image physique formée a travers une

ouverture plane O est donnée par
o
Iex M df
0 Af

ou U est I'image idéale, A la longueur d’onde (en lumiere visible A=0.64m), f la
longueur focale :

2

1
212

V= Kdiﬁrac * u Kdiffrac (X) =

Mint focal

lentille
lumiere de la scene
pseudo plan focal olan focal
X \,\ w=fx/z lentille
) f g
Z : 0 :
centre optique




¢ Lorsque O est un disque de diametre D la PSF diffraction est

_(23,(c)Y . mD|¥ _ D’ _1gn |
Kdiffrac(x)—c(éj ool r=——— C—32]c2 et Jl(t)_z_rjo cos(H—tsmH)dH

r Af

J, est la fonction de Bessel de premiere espece a I'ordre 1.

& L’image de K, est le disque (motif) I’Airy >
tache circulaire brillante et des anneaux autour
en atténuation.

Le rayon de la tache d’Airy donne une idée de la dimension
du détail le plus petit qui puisse étre reproduit par une
optique idéale. Le premier zéro de J; est en 1=1.2277 le

rayon de la tache d’Airy est f
D




Flou systeme optique

¢ Diffraction
¢ Deéfocalisation : la focalisation n’est pas sur le plan des objets d’intérét.

¢ Aberration : sphériques, gé¢ométriques, chromatiques...



¢ Intégration

B Chaque capteur est un intégrateur. En I'absence de mouvement, en supposant une
matrice de capteurs, chacun est modélisé par une cellule rectangulaire de taille p, x
Py : zone photosensible, et de répartition sur une zone rectangulaire de pas pPe,et
Pey taille physique des pixels.
uk,I = j_ _ u(kpex * X, Ipey + y) dXdy
[=Px: PxIX[= Py, By ]

B Encore une fois on retrouve un modele de convolution. La PSF liée a I'intégration
sur le capteur est

PSEnt = :I'[—px,px]x[—py,py] et uk,l = (PS int * u)(kpex’ Ipey)

B La FTM associée est D
sy Jsif sy |
U Py

P
peX u / pey

B Remarque : la réponse du capteur n’est en général pas linéaire, en particulier pour
les petites et les grandes valeurs. On observe donc ¢{u, |).

(FTMint)

u,v

& Facteurs électroniques : Diffusion des charges , Rémanence



Dispersion spatiale
¢ La PSFest donnée (au minimum) par

PSF = PSE_,..* PSF

ptique capteur

ce qui correspond a la FTM

FTM = FTM FTM

optique * capteur

¢ Utilisation de modeles simplifies, avec peu de parametres,
Oou approximation gaussienne



Modele d’observation

. valeurs déterministes valeurs stochastiques

bruit

Trans.
stochastique Image observée

support discret

¢ Remarques sur la discretisation en 2D



Discretisation : echantillonnage

¢ Echantillonnage idéal:

Le processus d’échantillonnage est décrit grace au théoreme d’échantillonnage de
Shannon, qui stipule qu’une fonction a bande limitée peut €tre reconstruite
exactement a partir d’échantillons discrets pris sur une grille appropriée.

Théoreme (Shannon): Soit ULJS et T>0.

2
si supp(() O [—I—T,]—T} alors
I T
D(X, y)DRz, u(X, y) = Z sinc[ﬁ— kj.sinc[z—lj (6)
KI0Z? r r
supp(.) est le support défini par supp(ﬁ) = {Z / G(Z) % O}
7l : 7 :
Cela veut dire que ¢ oy S ? soit  27f, ., < ? soit 7<= >t

Le pas d’échantillonnage est plus petit que 1/2f ...
Ce théoreme peut étre généralisé a des fonctions U moins régulieres.



La remarque fondamentale est la suivante : discretiser en espace
(de pas T) revient a périodiser en fréquence (de période 21UT) et
inversement.

Echantillonner et périodiser sont des fonctions duales pour la TF.
¢ En effet soit g, [IS’ la distribution de Dirac définie par

<5 ¢> :¢(X, y) @S, ¢ fonction test

X,y!?

et Sl'espace de Schwartz des fonctions C® a décroissance rapide (voir annexe).

¢ On définit le peigne de Dirac: N, = 2 Bair)

k,10Z2

¢ Sa transformée de Fourier est donnée en fonction du peigne de Dirac espacé

de 210T: . 2
rlr =(2_n-j I 21
r ) 4
¢ la discrétisationde U: U — U.Il_ est dans Fourier 2107 périodique
G- 1 am,=tam,, == a( —%,t—ﬁ)
(277) r T T r r



A

/\ Echantillonnage

B
I »

- Zmax Zmax ¢ ‘

n +
Aprés périodisation de période T: /\ /\ ‘
Srax |

- Zmax

< »
<« > |

T

Pour ne pas avoir de repliement, il faut que T =2,

donc que 272 >22mif ., soit T<

T 2f .
Repliement de spectre — aliasing : Si la période d’échantillonnage est trop
grande T>1/2f _ alors ce sous échantillonnage entraine de I'aliasing

. s ,
ﬂ ! les hautes fréquences sont perdues

- Z max Zmax i

v




Echantillonnage/ringing

Interprétation: pour que la formule de reconstruction soit exacte il faut

1/ que le signal soit a bande limitée. Ceci pose probleme en image car les images ont
des discontinuités le long des contours des objets, donc des hautes fréquences.
D’apres le théoreme de Shannon, pour ne pas avoir de repliement, il faut couper
toutes les hautes fréquences de I'image géométrique sur le plan focal et considérer

N N

v:u.]{_m}
r'r

Ce n’est pas une bonne maniere de faire car Fourier inverse conduit a une
convolution en X et Yy avec une fonction sinc, ce qui entraine un phénomene de
ringing au niveau des contours : contours paralleles qui décroissent, espacés de 21.

2/ un ensemble infini d’échantillons pour reconstruire exactement le signal ce qui n’est
pas le cas en pratique. La fonction sinc est a décroissance lente ce qui entraine des
erreurs importantes avec un nombre fini d’échantillons.



Point 1 : un bon capteur est flou

Un bon capteur d’image doit avoir une FTM faible a la frequence
de coupure.

> Un bon capteur d’image renvoie des images floues !

Autrement dit : il est toujours possible de gagner en résolution
numeriquement, par déconvolution de l'image par la fonction
d’acquisition.

=> 1l y a toujours de la diffraction
=>» Heureusement qu’il y en a pour échantillonner

=>Si on sait la modéliser et l'estimer, on peut toujours restaurer
numeériquement I'image.



Point 2 :
Echantillonnage/reconstruction

On peut sur-échantillonner avec T'<T et prendre une fenétre lissée

( 27T 277
21T 21T Lsur) ===
sur {— - } tq. h=; ror

<h<1ai
i 2n‘2ﬂ1 et O<h<l1lailleurs

r ! ]

r 7T

OsurR\[—

\

/ h
[2nar]

2T 211
T 7
h est beaucoup plus réguliere que la fonction porte et aura une décroissance

dans Fourier beaucoup plus rapide.




Discretisation 2D: réseau quelconque

& Bernard Rougé du CNES a introduit une notion importante qui consiste a considéré le triplet :
instrument, échantillonnage, bruit pour optimiser I'’échantillonnage en fonction de la FTM et du
bruit.

& Pour cela il faut introduire la notion de cellule réciproque : support fréquentiel lié a
I’échantillonnage.

On suppose qu’on a un réseau régulier de points en géométrie quelconque. Ce réseau est engendré
par deux vecteurs non colinéaires V; et V, . Soit la matrice V =[V;, V, ]. La matrice U réciproque
dans I'espace spectral est donnée par U telle que Id= U V. (Id est la matrice identité 2x2), U ¢
est la transposée de U.

Cellule directe: Les vecteurs V; et V, engendrent par combinaison linéaires a coefficients entiers un
ensemble de points du plan. Nous considérons les 6 points les plus proches de I'origine P, P,,...

Ps. La frontiere de la cellule directe est constituée des médiatrices des segments OP;. On
construit de méme a partir des vecteurs réciproques U; U, la cellule réciproque.

P4 P3 P @) P3 U
Va : - P,
P5 O O P2
V
Ps " Ps U~ P




Reseaux orthogonal et quinconce

Réseau orthogonal Réseau quinconce
e o6 o o e o o o
@ & o o
@ o o o e o o o
@ o o0 o
e o o o e o o o
@ o o o
e o o o e o o o

cellules reciproques




Echantillonnage optimise

Si le spectre de la fonction a échantillonner ne
contient pas de hautes fréquences en x,y en

méme temps, donc est a support tel que :

Si la grille est rectangulaire: le spectre est
e o o o
e o o o
e o o o
e o o o
Si la grille est quinconce le spectre est

(2 fois moins de points)




Triplet FTM, echantillonnage, bruit

¢ Cellule réciproque : support frequentiel lié a I'échantillonnage.

¢ Support utile de la FTM : domaine frequentiel ou le signal d’amplitude A est tel
que A.FTM >kao

¢ Echantillonnage est optimal si la cellule réciproque est adaptée au support
utile de la FTM

— triplet ideal instrument, échantillonnage, bruit : (FTM, R,0)

¢ tripletideal : la cible. On ne cherche pas I'image continue (la scene) mais une
approximation echantillonnée de cette image.



¢

Bruit : bruit quantification.
FTM idéale : correspond a I'échantillonnage ideal

Difficulté liee au principe d’incertitude d’Heisenberg (precision
temps%fréquence). Impossibilité d’avoir un support borné en espace et en
fréequence.

Optimisation de la fonction d’échantillonnage pour avoir la compacité spatiale
et frequentielle simultanément (concentration d’énergie). On n’utilise plus la
fonction porte (sinc) mais une fonction a support borneé en spatial et infini en
frequentiel mais telle que 94% a 99% de l'energie soit dans la cellule
réciproque.

Fonctions sphéroidales aplaties : « prolate » (cercle inscrit, cercle
circonscrit).



uQIR M -R u: (NxN)

¢ Continu discret

On cherche a reconstruire (I"|I Du)d =u

h = opérateur de flou discret
g=hc(ri, cu), =(ricu),
d’ou
FTM.FTM, 4 = FTM 0
Ona et
FTM, h

)

FTM =




¢ Bruit quantique : accumulation électrons, comptage de photons. Bruit de statistique
de Poisson.

¢ Bruit thermique et bruit de lecture : bruit gaussien.
¢ Bruit de quantification : uniforme, variance faible relativement aux autres bruit.

¢ Bruit de compression : coloré, corrélé, non stationnaire. Assimilé a du bruit gaussien
en premiere approximation.

& Bruit de transmission : perte de paquets...Difficile a prendre en compte, de méme
que le bruit de compression. On suppose transmission parfaite.

Hypotheses (réalistes) : Indépendance des bruits entre eux et indépendance du bruit
d’un pixel a l'autre (bruit blanc) et stationnarité de la loi (méme loi en chaque pixel).

Bruit de Poisson + bruit gaussien — approximation par un bruit additif gaussien blanc
de moyenne nulle et de variance dépendant de l'intensité U;; au pixel (I,]) considéré

P(n/u) = |‘| (0, (A+Bu, )id)

Bruit de loi stationnaire normale, de varlance non stationnaire.

A fort taux de compte (scene réelle en illumination normale), la loi de Poisson tend vers
la loi gaussienne et le bruit est gaussien blanc /(0,02 1d)



¢ Soit n le bruit. C’est une variable aléatoire multidimensionnelle sur un champ de
pixels (i,]) 1,]=1,...N . Sa matrice d’autocorrélation est la matrice symétrique

E(nn,) E(n,) . . E(nny)
E(n,n,) Eln,n,)
E(nnt):

E(nyn,) ()

& SiVest une variable aléatoire scalaire, de densité de probabilité p,(v) et a
valeurs dans R. E(V) désigne I'espérance mathématique de cette variable
aléatoire, et est dénifie par  E(v)= J.R x p, (x) dx

¢ N est un bruit blanc si les variables aléatoires sont décorrélées d’'un pixel a

I'autre, c’est-a-dire que la matrice d’autocorrélation est diagonale. Si de plus le
bruit est stationnaire, alors la matrice d’autocorrélation s’écrit E(nnt): o2ld

¢ Si la loi du bruit est normale A/(m,A\) , la densité de probabilité jointe des
variables sur tous les pixels est

()= L op (h-m) A™*(n-m)

R - 1
[277defA)]2 2

n




Degradation
(modele simple)

Les images observées sont dégradées :

h u =+ n\ Bruit
blanc gaussien
Image observé

Image originale
. Noyau de convolutlon ,. g




Notations variables
discretes/continues

2 ,
QUR sous-ensemble ouvert borne
variables continues : U(X)

u: Q -R
X > U(X) niveau de gris au point X=(X,X,)

2 , . .
QQ [IN° sous-ensemble borné de points discrets
variables discretes : pixel i,]

u;; =u(iax, jay),i, j=0...N

g:image observee, dégradee de U



¢ Retrouver U, ayant observé g =HuU+n

B Statistiques (moyenne et variance) connues pour le bruit

¢ Siloperateur H est connu : Restauration = deconvolution.

¢ si H=Id :débruitage

¢ Siloperateur H est imparfaitement connu : Restauration =
déeconvolution aveugle ou myope



Restauration : débruitage, déconvolution.

Inverser g= h_u+n est un probleme inverse mal-poseé.
Probleme bien posé au sens d ’Hadamard (1923): la solution

B existe

B est unique

B dépend continiment des données.
Formulation matrice vecteur : g — H U+ n

H peut étre inversible, mais on a toujours instabilité de la solution par rapport aux

données



La convolution discrete circulaire est transformée en un produit simple dans Fourier
(conditions de bords périodiques):

o

g=hu+n - §=h.G+

écriture matrice/vecteur
g=Hu+n - g=diagxr}0+n

Remarque : en pratique on utilise plutot des conditions aux bords symétriques, donc

on utilise plutot une DCT.

Rappel : transformée discrete de U;;, 1,j [{O,...,N-1}
N-1 N-1 ~2izik+jl) 1 N1 N1 2|77(|k+]|)
i=0 ]:0 N k=0 [1=0



Analyse dans Fourier

Les valeurs propres A, sont données par la transformée de Fourier de la PSF (fonction
de flou) :

Forme gaussienne, atténuation des hautes fréquences.
g = diag{A } 0+

L k, A, =0, le probleme en U a une infinité de solutions

[k, A, 70, le probleme en U a une unique solution, mais instable.

£/2 £)2



Inversion

I

R e ;_;;..,
[ A S VS o

7 b
= l'l-';L.II.
L rolt e

L

Image déconvoluee
sans régularisation

Image floue




¢ Si H est réguliere, le conditionnement de H est : COI’]C(H) = HHHHH _1H

ou la norme matricielle est HHH = SUF{HX]
|

x#0

& Avec la norme euclidienne et pour H réguliére COnC(H ) = jmax
g=Hu donc [g|<|Hljul d'ou = <H|
HUH o
petite pertubationog - Qg+0oQg= H(u+ 8u)
_ ou RIS
5g =Hd5 |dul < HH 1H |39 finalement S HHHHH 1.gg



¢ La solution des moindres carrés est celle qui résout le probleme :

min ||g- HuH2

& Dans I'approche stochastique, cette solution est équivalente au maximum de
vraisemblance dans le cas d’'un bruit gaussien.
G, Uet N sont considérées comme étant des champs de variables aléatoires. Le bruit N

est blanc gaussien de loi /(0,0721d), donc

P(n)= ol n'n=|n n
n( ) 2770_ 20.2 H H Iz_:l i,j
La vraisemblance est définie par la probabilite condltlonnelle des observations sachant U.

On cherche I'image U qui maximise la probabilité d’avoir observé g, soit

maxP(g/u)

avec  P(g/u)=P(n=g-Hu)=—— o p{g HUH

Voir cours Jérome ldier



¢ Minimum d’une fonction convexe. Condition premier ordre
nécessaire et suffisante pour trouver le minimum

0 2
—|g-Hul* =0
2 Jg-hu

¢ Solution dans le domaine spatial U, = (H* H)—1H*g

 Caleul dérivée en 1D i Z|:g(|)— 3" h(k)u( —k)}z

Terme non nul quand I=I-K soit I-i=k.

Zz h( —i){g(l)— kZZK_:Kh(k)u(I - k)} =2h" O(g-hu)



¢ Solution dans le domaine spatial

U =(HH)*H'g

¢ Solution dans le domaine fréquentiel
_FTM
est 2
FTM|

u

¢ Inverse généralisée : solution de norme minimale (pseudo inverse)
- - 5 L SiFTM 20
0=(FTM)' § e FTM =, FTM >!

0 SiFTM =0




4 Descente de gradient

J(u)=|g-Hu|, TI(u)=H"(Hu-g)

n

+1
o Shémadynamique — U(t) 0u_ _; (1)~ u™t—y
ot

. (Algorithme de Landweber)
u™ =u"+aH’ (g— Hu”) avec 0<a <2

& Accélération par gradient conjugué

¢ Régularisation par arrét des itérations



Methodes avec contraintes

u™ = Rfu+a H (g-Hu")|

® P. : opérateur de projection
® Ex.: contrainte de positivit¢  C={u/ u;; >0}

® On peut aussi introduire des contraintes dans le domaine fréquentiel. Projecteur dans le
domaine fréquentiel par exemple si la cellule réciproque (liée a I’échantillonnage) est mal
adaptée a la fonction instrument (FTM):

Support FTM >

Cellule reciproque




. 2 ’ . —_
min Eg, muvraie —u J Solution linéaire U=Lg

* Solution dans le domaine spatial (R, matrice d’autocorrélation

de V) e (H*H_l_RnRu_l)—l H*g

* Solution dans le domaine frequentiel

- FTM"
u =

est 2

FTM[+2

(@)

~ |2
i

u



Regularisation lineaire (Tikhonov)

& Chercher une solution dans un ensemble de solutions admissibles :

{u/—Hg H <o }

¢ Choisir une solution réguliere pour stabiliser le processus d’inversion :
. 2 . 2
min |[Ou|” =min ) |Ou|".
u 1]
u i
¢ Minimisation d’un critere (pénalisation) :

I()=|g=Hul" + A0 uf

/ ~

Attache aux données Terme de régularisation



Regularisation lineaire(Tikhonov)

¢ Critere convexe, conditions

du premier ordre : H* (Hu_ g) _ k Au — O

¢ Descente de gradient un+1 =u"+ 5n (H* (g— HU) + 4 AU)




Resultat

Image originale @CNES

Image floue et bruitee
(@CNES, simulation SPOTY5)

Une image restauree



¢ Minimisation de critere : approche variationnelle

» Espace fonctionnel pour la minimisation
> Existence, unicité de solution
> Introduction au calcul des variations,

» Introduction aux EDP en traitement d’ image

B g—l: = F(x,Du,Dzu)

u(x y,t=0)=g(xy)

—

3
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(H (Hu-g)-AAu=0

ou

on

0Q

0



& On vas’intéeresser a la minimisation du critere

3(u)= g - Hulf + |0

C’est- a-dire

3(u)= [l{g - Hu)XFdx [ [u(x)

Q [OR? sous-ensemble ouvert borné
u. Q - R
X — U(X) niveau de gris au point X=(X1,X,)

59
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Ce probleme est-il bien pose
du point vue mathematique!

Probleme modele inf J (U)
ullXx

wvee  J(U)= j (g = Hu)(x)[ dx+ j Ou(x) dx

Q

Questions :

¢ Existe-t-il un point minimum ?

¢ Est-il unique ?

¢ Quelle est la réegularité du minimum ?

¢ Comment le calculer numériquement ?



¢ Espaces LP pour 1< p <+

LP(Q) =

AN
Vo

Y
u:Q - R, Umesurable t.q.[jupdxj < +00

Q

‘ Y
La norme est |uf , ., = ul ZUU(X)deJ

Q
& L~ est défini par
L>(Q) :{ u:Q - R, umesurable, [C t.q \u(x)\ <C ppsur Q}

et |u

@) ull_ = inf{C/ lu(x) < C ppxO o)

¢ LPest un espace de Banach (complet, normé) pour 1< p<+o

6l



¢ Si X est un espace de Banach, son dual X’ est 'espace des formes linéaires

continues sur X : o ,
X'={l:X = R, linéaire, continue }

¢ Lanorme duale est Hl Hx :sup{l(x), x X, XHX Sl}

ona [1{u)[<[[1], ]l

o Pourl<p<w  L°(Q) =L9(Q) ou 1yl
P q

Pour 1<p<o, LP est réflexif : (Lp(Q)’) = Lp(Q)

¢ LYQ)=L~Q), mais L(Q) =7 ... il est strictement plus grand que L(Q)
& Cas particulier important : p=2 alors L?(Q)'= L?(Q) et L%(Q) est un espace de
Hilbert pour le produit scalaire
(f.9)=] f(x)g(x)dx

Q
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¢ Sur un espace de Banach X, on peut mettre trois topologies:

» La topologie forte sur X: HXn — X‘

» La topologie faible sur X: |(Xn) —

> La topologie faible* sur X’ : |n(X) —

¢ Pourquoi toutes ces topologies!?

x_’O

(x), 010X’
(x), OxO X

» Si X est un espace réflexif et si une suite X, est bornée, alors on peut
extraire une sous suite convergente pour la topologie faible.

> Si une suite est bornée dans le dual X’

y alors on peut en extraire une

sous-suite convergente pour la topologie faible*.

Ces notions servent pour la démonstration de I'existence d’une solution

au probleme inf E (U)

utJXx
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Convexite et semi-continuite
inferieure

Soit X une espace de Banach et F: X R.
¢ F est convexe si
F(Ax+(1-2)y)< AF(x)+(1-A)F(y) Ox,yOX et A0O[0]]

¢ F est semi-continue inférieurement (sci) si

lim inf F(x )= F(x)

e S
X

—
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Coercivite

& F est coercivesi |lim F(X) = 400

|| = +eo

¢ Utilité de ces définitions ?
Deéfinir 'existence d’un minimum

> Si F est sci et coercive dans un espace réflexif alors F admet un
minimum ...
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On considere le probleme de minimisation ig}‘( F(u)
u

¢ Considérer une suite minimisante U, L1 X, c’est-a-dire une

suite satisfaisant i F( ) s F( )
Im u )J=In u
N oo n uX
¢ Si F est coercive, on obtient une borne uniforme sur la suite
u,:

lu,|<K

¢ Si X est réflexif alors on en déduit I'existence d’'une sous suite
U, et U, LI X tels que U, converge faiblement vers U

¢ Si F est sci on en déduit
inf F(u)=liminf F(u )= F(u,)
ce qui implique que

F(u,)=minF(u)

utXx



¢ Cas ou F est une fonctionnelle intégrale

soit f :QXxRxR? -~ R (avec Q OR?)

pour u DWl’p(Q) on considere la fonctionnelle

F(u)= [ f(xu(x), Du(x)) dx

0
Si f est sci et coercive, F I'est aussi.

On en déduit I'existence d’'un minimum dans H! (=\W%?) pour
le critere

3(u)= [l(g - Hu)XFdxe [ U)o

67



¢ Deéfinition : dérivée de Gateaux
Flu+ev)-F(u)

£-0" E

Si cette limite existe pour tout V [1X et §’il existe un élément de
X', que 'on notera F’(U) , tel que

vOX, lim I:(qu‘c:V)_F(u):<F’(u),v>

£-0" E

alors F est derivable au sens de Gateaux.
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Equation d’Euler-Lagrange
¢ Application : si F est differentiable au sens de Gateaux et si le

ble :
probleme IurD]I( F(U)

a une solution U, alors nécessairement la solution verifie :
I —_
= (u) =0

La reciproque est vraie si F est convexe.

Cette équation est I’equation d’Euler-Lagrange.

— Calcul de I'équation d’Euler Lagrange pour J(U).



j[g Hu)(x)J dx+ﬂDu
J est convexe 'infimum existe et ver|f|e J ( ): 0
Calcul de J ( )

- J(u+ev)-J(u)
£-0" E

=(J'(u),v)

Pour le deuxieme terme de J, utiliser la formule de Green
(intégration par partie) :

j<Du, Ov)dx = —ivAu dx+ jv% ds

Q
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J(u)= I[(g — Hu)(x)[ dx+ J'\Du(x)\zdx

Q Q
,o 'e ° r ° o , —
J est convexe, I'infimum existe et veérifie J U) — O

soit ;
H (Hu-g)-AAu=0
3 G_U -0

kanag

H: X - X
u- Hu=h*u
H : X 5 X
U-Hu=h*u ouh (X)=h(-x)
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& La fonctionnelle est convexe non strictement.

¢ Soient deux solutions U, et U,. Elles vérifient toutes les deux
I’equation d’Euler Lagrange.

¢ En soustrayant les deux équations on obtient :
*
H H (ul _uz) = A(ul _uz)
¢ En multipliant les deux membres par (U;-U,) et en intégrant par partie,

on trouve
IHH U=, ) ‘-AIHD b=, )

= H(ul—uz):O et D(ul—uz):O

donc U, = U,*+Cst, et si H nannule pas les constantes on en déduit U; = U,

=> si H n’annule pas les constantes, il y a unicité.



Equation dynamique (EDP)

® Equation d’Euler H * (Hu _ g) ~AAu=0
< a_u =0
on|,,
, . Cdu )
® Schéma dynamique : U(|,J ,t) — =—HIJ(@)- Hu) + A Au
o
au _,
~0N|,q,

© Diffusion isotrope (Laplacien équation de la chaleur)

© Approche stochastique : les régularisations linéaires se font par filtre de Wiener (ou
Kalman) ou estimateur MAP avec probabilité gaussienne.



Resultat

Image originale @CNES

Image floue et bruitee
(@CNES, simulation SPOTY5)

Une image restauree



Comment introduire les EDP”
dans le traitement de I'image?

¢ Filtrage lineaire

Si Uy une image est corrompue par du bruit, un
moyen simple pour la lisser est de faire des
moyennes locales :

u(x,y)= 2 (g(x-1 )+ glx+1y)+ glx y ~D + gk y+D)+ glx y)

ou plus genéralement de faire une convolution
discrete :

U(X,y)=;h(k,l)g(x-k,y-l)



Et dans la formulation continue
u(x,y)= [h(x,y)g(x-x,y-y)day
R2

Pour que cette intégrale ait un sens il faut prealablement étendre
'image initiale a R” tout entier :
- Par symétrie

- Par périodicite

Exemple de noyau h : le noyau gaussien

u(x,y)= [G(x,y)a(x-x,y-y)ady

76
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Gt (X” y’) = He “

ol 24y
1 y

t = taille du filtre = parameétre d’échelle

Une remarque fondamentale (due a Konderink) : calculons
au point (X,Y,)

du ou ou
ot dx oy
Alors on trouve que ces derivees verifient 'EDP
ou 0°u 0°u
4 a—(x y,t)= y(x y,t)+y(x, y,t)

kuzx, y,t=0)=g(x,y)



/8

C’est —a dire I'equation de la chaleur

% (xy.1) = Au(x y.1)

kU(X, y.0)=g(xy)

N

Et donc filtrer une image par convolution avec une gaussienne
est equivalent a résoudre I'’équation de la chaleur. Cette
remarque a eteé le point de depart de I'introduction des EDP
en traitement d’images.

Mais I'equation de la chaleur est-elle une “bonne” EDP pour le
traitement d’'images !



- Si g est bornée alors il y a existence et unicité d’une solution

Vériﬁanitg;‘ gx y)<u(x y.t) < supg(x.y)

- Sion note T, 'opérateur U, — U =T.U, alors:

(11):T.(0)=0 e T/(g+c)=T.(g)+c

('2) (7,9)=1,(T.(9))
r(F)xy)=f(x+h,y+h) h=(h,h,)

('3) (Rg)=R(T,(g))

ol ( )( ): f( ( )) [ IR une transformation

orthogonale

79



Proprietés de I'equation de 2"
chaleur

(14):T..s(9) = T.(T.(g)

(|5) gsf anrsT(g)ST(f)

MAIS
- uoc~(R?x(0,T)) OT >0

—> lissage instantané
= perte des contours

- Si U est une solution, alors g(u) avec g strictement croissante, n’est
pas une solution.

— pas d’invariance morphologique



Exemple avec I'equation de [a”
chaleur

-

Introduction de I'effet de flou dans le processus

— vers un modele non linéaire.



Filtrage non lineaire :®
le modele de Malik et Perona

¢ Quelques notations
_au

u:(x,y)au(x,y)DR, ux—&(x,)’)’ u, dy

1
.
=

u, —...

XX

uX
DU(X) = [ j vecteur gradient

u u
DZU(X) = [ XX Xy] matrice hessienne



C :{ (x, y)D R*; u(x, y) = c} courbe de niveau de U

&= —( yj : vecteur tangent unitaire a C
X

1 (U)_ Ou s

nN=—- = : vecteur normal unitaire a C
u, ) |Ou

3
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-

— At 2 — 2 2
u,, =n Uun = > (uxuxx+uyuw+2uxuyuxy)
< Ou
— ct |:|2 —_ 1 ( 2 + 2 _2 )
U =¢ Uugé = \Du\z u,u,, +uiu,, —2u.u .U,

.

Dérivée seconde dans la direction orthogonale 77 et tangentielle ¢.

Remarque: U, +Ug =AU

En fait on a pour toutes directions V et W orthogonales et

unitaires U, + U, =AU



L’équation de la chaleur est isotrope : aucune direction n’est
privilegiée

= Vers un modele anisotrope

Ona: % =Au=u,+u, = div(Du)

Un modele plus genéral : on introduit un coefficient de diffusion

c(s)

85



Diffusion non lineaire : *
le modele de Malik et Perona

0 . 2
(PM) - a_ltj = dIV(C (|Bu) Du)

u(xy,t=0)=g(xy)

ou C(S) vérifie les hypotheses :
C(O) =1 C(+ 00) =0, C(S) > (), C(S) décroissante

1

&
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Proprietes formelles de (PM)

¢ Si ‘DU(X, y)\ [1Q i.e. a I'intérieur de zones homogeénes :

c(|Ou(x,y)|) 0L, et g—l: =Au

—> lissage isotrope

¢ Si‘DU(X, y)\ []oo, i.e. au voisinage des contours :

c(|Du(x,y) )00, et Z—l::O

—> on ne fait rien : les contours sont préeserves



¢ D’un point de vue analyse d’'images : un développement formel
div(c (\Du\z) Du): C (\Du\z) Uge + (c (\Du\z) +2\Du\zc’(Du\2))u,m

donc le modéle correspond a un lissage dans la direction & plus un
lissage dans la direction /7. Un bon choix serait :

c(0) = 1 correspond a un lissage isotrope dans les zones
homogenes

Aucune diffusion dans la direction normale 77 :

C (SZ) + 252C'(52) [10 lorsque S —» +



Cest-a-dire c(S)= (S - +o0)

a
Js

et dans ce cas

ou . (u . u
PM)=—=d — | = — | =
(PM) P Iv[a\DuJ adlv[ \DUJ ak(x,y)

‘ .| Uu 1
ou K(X,VY)= dIV[ mj :mu&z

est la courbure de la ligne de niveau de U passant par (X,}).



¢ Du point de vue de I'analyse d’image, il serait souhaitable que

c(s)>0, c(0)=1 c(9)= i (S - +00), Cdécroissante

Js

¢ Et d'un point de vue mathématique ? Le probleme principal concerne
I'existence et |'unicité d’une solution.

L’équation de (PM) peut encore s’écrire sous la forme :

ou 2 2 2

E _ a:l.l(“:'u‘ )uxx T 2312(“:“]‘ )uxy t a22(‘[|u‘ )uyy

Une bonne théorie pour aborder ce type d’eéquation est celle des EDP
paraboliques, c’est-a-dire que les coefficients g;(s) vérifient 'égalité

>a (slvy, 20, OvOR? [Os>0

i,j=12



ce qui est equivalent a

c(s)+2c'(s)>0, Os>0

V 4 V4 r
¢ En réesumeonveut: | C: [O,+00[ — ]O,+00[, C décroissante

C(O) =1, C(S) = % quand S — +00

ofs)+2(s)>0

-

1
1+s

¢ Un choix qui convient est C(S) =



Modele de Perona Malik (fin)

¢ On peut montrer en utilisant la theorie des opeérateurs
monotones |'existence et l'unicite d’'une solution

[H Brezis, “Operateurs maximaux monotones et semi-

groupes de contraction dans les espaces de Hilbert”
North-Holland Publishing Compagny, 1973]
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Quelques resultats experimentaux

ERLASESE

I i e
Ay |

- (4= T oy R R RSt
J.

]
T
e
| ] i .
il At ek Bl R SAub Rixi

Originale bruitee / chaleur / Perona-Malik



Originale

Resultats

Chaleur Perona-Malik
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min g - Hul +J(u)

Terme d’attache

Norme ou semi-norme
dans un espace
regularisant

aux donnees

B Quelles sont les normes, les bons espaces régularisant adaptés aux
images !

B Quelle norme choisir pour le terme de données ?

B existence, unicité d’'une solution ?

B Algorithme de minimisation ?

B Evaluation des résultats ?
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CONTENU (suite)

@ Régularisation non linéaire

2
> Régularisation L%/L1 ”g B Hu”z +AJ¢QDU|)dX
» Espace BV, Variation Totale ”g — H?J”Z +/]j|Du|
» Solutions dans I'espace BV, dualité, algorithmes i Q



¢ Diminuer le poids des forts gradients dans le processus de

minimisation. En variables discretes :

B remplacer la norme |2 par la norme |%.

E(u) =[g—Hul, + AR ul,
HD qu :Z‘Du‘i,j avec ‘Du‘i,j :\/(ui,j_ui—l,j)z+(ui,j_ui,j—1)2
]

® Normes |? et |* : un petit exemple en 1D. O, = Z‘Ui _ui—l‘

3

1
/
| WP—

b

[1-112°=9
1], =3

@ @
/,.//
[ Yt
|122=5
I[-[,=3

’
v
v

z
s
’
/.
v
v

@
.
.

[1-112°=3
I-1,=3

1
'
.
@

1
1

N [
\\ U
-

=11 [Ouf; =X |u —u

HI=5 o], = Y|u —uy
|

‘ 2



E(U)= |g = Hul, + 20ul,

[Pul, = [ |Puldx

Q

® Equation d’Euler ou = H"(g - Hu)+ 1 div iDu
ot Oul

® Rappel dans 12 E(u)= Hg B Hu”i T ’1HDUH2

‘Z_Lt‘ =H (g-Hu)+A4du=H'(g- Hu)+/1div(Du)

Conditions aux bords de Neuman a_u =0 surodQ

—>

on
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& Terme de régularisation |2 : Jreg (u) = HDU‘ZCIX

1,4 (U) = =div(Ou) =

Lissage isotrope @ = —|:|Jreg( ) = (UXX tUu,, ) (Ugg +Uu, )

ot

& et N vecteurs unitaires orthogonaux, ¢,
est dans la direction tangentielle a la
lighe de niveau, N est orthogonal a la
lighe de niveau, dans la direction du

i Cu
gradient p=U e

Ou
=ty ]2 _ 1 (2 .
u/7/7 = 1] usn = 2 uxluxlx1 uxzuxzx2
Oy
X
-t 2 — 1 ( 2 2
U, = ¢0US = > U Uy, TUC U, —
Oy

3

+2u, U, U )

Xy T Xy XX

—2u,u, U )

X = X D% X

-Au



ou diV(\7) = v, + oV, Remarquons que div(l]u) =Au
ox, 0X,
div 24 ]=9] % |, 9] Y%
Oul) ox | JuZ +u2 | 0% | Ju? +u?
div E = Au — 1 u — i u
Ou ) |od |ou ™ o
Le lissage est anisotrope aa_;] = —D,Jreg (u) = ﬁu&( = Curv(u)

© Le lissage est uniquement dans la direction tangentielle a la courbe de niveau, il n’y

a donc pas de diffusion dans la direction du gradient.



Regulariser et preserver les
contours

O g T
u ] — -

(0<a)

©® On cherche u qui minimise J(u) :

¢ fonction de régularisation

J(u) = Hg— HUH2 +/]Z ﬂw
i ]

B Zones homogenes —,  régularisation (¢ = ta 1< 0’)

B Contours — préservation (¢ =~ ta 1> a’)



Classe des fonctions de
régularisation @

® Equation d’Euler E -H (g— Hu) + ) diﬁlqm U‘) i UJ
ot Oul

Coefficient de pondération

—

B Lissage des zones homogenes : U= O ¢ QD U‘) =~1
Oy
B Préservation des contours : “:I U‘ ~0 ¢ QD U‘) =0

Cu



Fonctions ¢ . 14/|*

GE,%;}’
¢ non quadratiquel: s
preservation ML
des contours -
1+ R o _
n - 1 B 3 1 5

Q Quadratique 0=
GM | Geman & McClure | w*/1 + u°
HS | Hyper Surfaces | 2¢/1 + u? — 2
HL | Hebert & Leahy log(1 + u”)
GR Green 2 loglcosh(u))




Modele explicite de contours

© Développements semi-quadratiques, sous certaines conditions en ¢
(principalement @(f) concave)

@ (t) =Inf W(t,b) B Y quadratique en t
b B Wconvexeen b,

expression analytique du minimum

©® Développement de ¢(| Oul ;j) en tout ]

® variable auxiliaire b;; : contours
©® Minimisation de J*(u,b)

J' (u,b) =[g- Hu[* + Y w(ou, .b,,)
)



Algorithme semi-quadratique

@® Minimisations alternées en uetb

@ B ufixée —— expressiondeb

B Dbfixé —— minimum en U quadratique (gradient conjugué).

@ Initialisation u°=0 ou u’=g

© convergence (en fonction de la convexité de ¢)

e [P.Charbonnier, L. Blanc-F’éraud, G. Aubert, M. Barlaud, « Deterministic Edge-Preserving
Regularization in Computed Imaging » [EEE Trans. On Image Processing, 6(2), 1997].

o [ G.Aubert, L.Vese « A variational method in image recovery » SIAM Journal of Numerical analysis,
35(4), 1997 ].

e [A. Delaney,Y. Bresler « Globally convergent edge-preserving regularized reconstruction :An
application to limited-angle tomography » IEEE Trans. On Image Processing, 7(2), 1998].



0] Développement multiplicatif ¢('[) = biDr[]ch]{ bt? +{ﬂ(b)} avec blnf = ¢T(t)

soit  W(t,b) =bt* +y(b)

O exemples

B fonction hypersurface

p(t) =1+1% -1 w(b):b+i—E pt)_ 2

B fonction Geme;n & McClure
1
¢(t)_ 1+t2 W(b)

1
—
=

|
N
.
—t
N
1
N



O Avec ¢() 'nf{bt +‘/j( )} ’ blnf =

bj04]

soit  W(t,b) =bt® +y(b)
on minimise le critere augmenteé :
J'(ub)= g - Hul + 223 by [Ouf’ +w(b,)
)

® Minimisations alternéesen uetb

#\0u, )
‘Du‘i,j

B Dfixé > minimum en U quadratique (gradient conjugué).

B ufxe > b, =

©® Schéma semi-implicite de résolution de I EDP

u™ =u"+ < H (g- HU"™) + A°di )Dunl
\DU\




® Minimisation 5
m b;=1 2 zone homogene :régularisation en ‘DU‘”_

m b;=0 2 contour:pas de régularisation

J'(ub)=g - Hul + 23 by 0ul] + v (b )
L)

©® Diffusion

m b;=1 2 zone homogene : diffusion isotrope en AU
m b; =0 2 contour:pas de diffusion

% = H"(g - Hu)+ A%div( b Ou)



Fonctions de ponderations

Q Quadratique "
GM | Geman & McClure | u”/1 + u”
HS | Hyper Surfaces | 2¢/1 + u? — 2
HL | Hebert & Leahy | log(l + u”)
GR Green

2 log(cosh(u))

u]
(u]

E1

=41

a2

N
I Geman & blac Clute
III III .lll_.-'
IR,
1R,
IRRY;
T Hebetl & Leahy
I . II||I! ___.-'"
TR
| | L
! |I IIl iimen
| e
| I' - "jfl-
| J'Ii: \ 1Y
|III Y LY
| "'.,_ o _ Hypei suifaces
'._. h, _"'l_T_"_l."-:_——___
i:.::__-:lr.-:"'-. --""-. x-\\_\
N
e s
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observed| Wiener

edge
preserving b




Nimes, image originale 512 x 512 (@CNES)
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Nimes, image dégradeée: flou + bruit gaussien 0~1.4
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Nimes, image restaurée, A=0.5,0=10



| 14

Image originale Régularisation L?

Image observee g Régularisation semi-quadratique
A=0.5,0=10



Interpretation stochastique

Cadre discret : U(X) «— U;;

g, U = champ de NxN variables aléatoires (pixels)

* Etude des probabilités
* Estimateurs statistiques

» Contraintes : introduites sur la loi P(u)



Interpretation stochastique :
attache aux donnees

@® Estimateur du maximum de vraisemblance:

Max P(g| u)
u

O® Loi du bruit

cas additif blanc gaussien indépendant des observations

g=Hu+n P(g/u) = P(g-Hu=n)
n~N(@0,024) ~—  P(g/u)dexp(-||g-Hul202)
Max P(g | u) Min ||g-Hul/20?
u u

H et 0 supposés connus



Interpretation stochastique :
terme de regularisation

® Choix de la probabilité P(U)

Contraintes locales —— champ de Markov
_o(u)
P (u) :ie T ou  Pu)=2>¢(Duld)

Z, \

Opérateur de différence

Cliquesc: «—— SUr les cliques C
groupes de pixels voisins deux a deux

o, ). (D,
CD(u):/]ZZ¢ 5 S+ g 5 )

Exemple : voisinage ordre 1 /| cliguesas sociees




Interpretation stochastique

Maximum a posteriori . Max P(u/qg)
u

P(u/g) O P(g/u) P(u) (Bayes)

—

Vraisemblance : loi du bruit N=g-HuU Loi a priori : modele de Markov 2D

cas gaussien [1 exp({|g-HuUf/20?) [ exp(®(U))

b,

SEETIRC)




Choix des parametres !

A=0.3, 0=50

ey Yaaa
Sk
: E

A=0.3,0=0.5

—> @ Estimation stochastique
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: 2
® Critere en variables continues: U: QUR® - R
X u(x)

J(u) = ﬂg — Hu\zdx+/]ﬂDu\dx
Q Q

¢ A priori il faut minimiser dans I'espace { Hu [ L2 (Q), Ouldl Ll(Q)Z}

¢ Un tel espace, comme I'espace de Sobolev Wl’l(Q) :{ u Ll(Q), Cu O Ll(Q)Z}

est
» Non reflexif : difficulté pour montrer existence d’une solution
» trop régulier, il ne contient pas des fonctions qui ont des sauts.

¢ Un espace de minimisation contenant des fonctions qui peuvent avoir des
discontinuités a travers des courbes — BV

Espace des fonctions a variations bornees.



¢ Le gradient est considéré comme une mesure et on calcule la variation
totale de cette mesure.

3o (u)= [|pu| = sup{ [udiv(p) / pOci(@,R?), |p|, <1
Q Q

La norme du sup est définie par : H pHm = SUD\ p(X)‘
0Q
C!c est 'ensemble des fonctions Ct a suppor’>c( compact dans Q.

’opérateur de dérivation est reporteé sur une fonction test réguliere.



e UOCHQ)
alors judiv( p) dx = —_[Du.p dx ainsiﬂDu\ = ﬂDu\ dx
Q Q Q Q

-1 si—-1<x<0

¢ U définie sur [-1,1] par U(X):{ 1 si0O<x<1
| Xs

1 A
alors DU =29, et j_l‘Du‘ =2 1




¢ Exemple en 2D : X5 une fonction caractéristique d’ensemble :

1 sixUA
— 0
X (X) {O sinon

[|DxA| = Per, (A) o
Q




2
© Le critére & minimiser est défini par J (U) — _Hg — HU‘ dx+ A-ﬂ DU‘
Q Q
qui est alors minimisé dans I'espace { u:Q - R/HuOL? (Q) , ‘”Du‘ < oo}

@© si H est un opérateur linéaire continu n’annulant pas les constantes alors il y a
existence et unicité d’une solution au probleme de minimisation dans BV.



® En discret, ou si U réguliere J, (U) = j‘DU‘ = Z‘DU‘M = HDUH1
Q ]

@ Alors...intéret de BV ??

B Bon espace de fonctions pour les images géométriques (cartoon)
B Résultats d’existence et unicité de solution

B Nouveaux algorithmes de minimisation



& Formule de la co-aire.

siu:R” - R est Lipschitz et g Ll(RZ) alors

[oule)an=]| [l o

R2

¢ Extension pour U dans BV et sur un domaine borne Q

ﬂDu\:j jds do

2 R {xru{x)=p}

la VT de U est la somme des longueurs de ses lignes de niveaux.



Exemple

originale " bruitée

regularisation
| 2

régularisation




20 100 120 500 320
T T

‘| Lignes de niveaux

originale

20 100 120 500 520
T T T T T

a0

loot

l20F

00

20

régularisation L2 régularisation L'



Points de Lebesgues

¢ Pour toute fonction UL L' onapour XJQ pp.:

u(x) = lim u(y)dy )
-0 ‘B B(’Er)

ou B(X,r) est la boule unité de centre X et rayon I'. Un point X ou (¥) est vrai est appelé

un point de Lebesgue de U.

Sauts
& Le complément des points de Lebesgue de U, noté §,, est appelé I'ensemble des
sauts de U.



Si UOBV on peut dire plus que (¥). Si X[ Su , on peut définir p.p. une normale
N,(X) et des limites

Limite supérieure ) L 1
0y Jo
Limite inférieure
o 1
u™(x) =lim T, (j ’t:l)(y)dy

0t g
On a toujours U™ (X) = U (X).
’ensemble des sauts de U est Sh’

'ensemble des X ou U* (X) # U(X).

S



Du(Q) =dudx+(u" —u’)n,d#: + C(u)

S,

Partie absolument  Partie singuliére (sauts) |
continue Partie Cantor

B S, = ensemble des sauts de U= ensemble des points X S
ou Ut (x) Z u(x)
( = ensemble des points de discontinuité de u).

B ' mesure de Hausdorff (longueur pour des courbes non réguliéres).

BN, (X): (XS, ) normale orientée vers la plus grande valeur de U.



HDU\ :ﬂ u| dx+ j(u+ —u”)dAZ" + u)|

O\

©® Dans SBV, avec ¢ convexe

I¢QDu\) = I¢QDUD dx+ @~ (1)j(u+ —u)dA#?

#” ® = lim 2

S +oo S
Partie Longueur pondérée

regularisation sur des courbes de
le gradient discontinuité
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BV est le “bon” espace de fonctions pour les images, car c’est un espace de
fonctions qui peuvent étre discontinues sur des courbes, donc qui peuvent
représenter des images avec des contours.

Difficultes :
B Pas d’équation d’Euler simple dans BV (on travaille avec des mesures)
B Comment numériquement appréhender les solutions dans BV ?

Solutions :
B Algorithme de projection proposé par A.Chambolle
B Plus généralement algorithme en dualité
B Variable auxiliaire et ['-convergence,

B Modele explicite des contours par des courbes représentées par des ensembles
de niveaux.
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& En variables discrétes, la variation totale (TV) est I'ensemble des accroissements de f

HDU\ = HDu\dx: > |0ul. .
Q Q ] X

& On choisit




135

& La norme discrete |_1 recommandeée est

— 2 \ 2
‘Du‘i,j _\/(ui+1,j _ui,j) +(ui,j+1_ui,j)

¢ |l est préférable de discrétiser en bout de chaine. Si on considere le gradient dans L1
I’équation d’Euler est
¢/(0u)

H* (Hu-g)-Adivy ——0u [=0
Oy
ou _

—=0
on
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¢ On introduit la divergence discrete, par analogie a la divergence continue, par
div =-0".
N? N? N? /4 —
OpORYxRY et DuOR™ (=div(p),u) . =(p,0u)

¢ On vérifie facilement que

RNZXRNZ

p-pl,; sil<i<N

div(p).; =1 P sii =1
~Pia; sii=N

P =P sil<j<N

+ < pfj si =1

- pi?j—l si]=N

-




Probleme de linéarisation du terme de régularisation.

ou_ ., S ¢'QDUD
E_H (g—Hu)+ A dlv(—‘mu‘ DUJ

Algorithme itératif

u™t =u"+&<H (g-Hu) +A2div[% Du]

Pour @(t)= |t|, Rudin Osher Fatemi (ROF 92) ont proposé un algorithme
résolvant I'équation d’Euler associee, numériquement stable. Estimation du
parametre A en utilisant la contrainte

ﬁj(g - Hu)’dx=o?
Q

137
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Si ui? = u(ih,jh,nA t) une itération est

Moyt =AU +

u n 4. AL j e
S | FYFTRp o

N *

| ’[((Aa o+l . u?))z)%]/

avec A uij:i(uiﬂj—uij) et m(a,b):minmod(a,b):(sgnagsganminQd,\b‘)

> — A" (u{l1 -0, )

At o o 14
et — <C pour lastabilite
h2

La fonction minmod est un limiteur qui permet d’obtenir un schéma numérique
non oscillant. Par exemple minmo A+,A_) =0 si Sgr(A+)¢ Sgr(A_)



¢ Vraie minimisation dans BV (et non gradient dans L1)

[#(ou) = [#(0u]) dx+ ¢~ @ [ @ -u")ds

Partie Longueur pondérée
regularisation sur | des courbes ©
gradient discontinuité

¢ On s’intéresse a la minimisation de la fonctionnelle (bruit uniquement)

.1
Mdng\u—g\zﬂ'\Du\

Q

TV(W) = [[Du :sup{:udiv(p)/ I, sl}

¢ Algorithme de projection, obtenu par dualite.

139
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Quelques notions de dualite

Soit X un espace de Hilbert, et soit f: X — R {+o0} telle que fZ+0o0

¢ Définition : Conjuguée de Legendre-Fenchel (ou fonction polaire) :

f": X - RO{+ o}

f*(s) = sud(s, x) - f (x)}

XX

& Propriété : La fonction conjuguée f* est une fonction convexe sci

(NB : pas d’hypothése sur f, on peut avoir f'=+wm).

¢ Théoréeme: Si f est une fonction convexe et sci, alors
> 5 Z +o0
> 7 = f




Quelques notions de dualite

¢ Exemple : fonction

duale de f (u) = —Hu - gH est

. 1 2 1 e
f(a)=—5Aa+gl - ld

En effet " (q) =sup

u

( 1 2
(0.6)= 55 lu-of |

it f"(q)=sup

u

( Lz 12
(v.0+8) =5 |~ o

Le maximum est atteint en U=(+(Q

141



Fonctions d’appui et indicatrice

Si K est un ensemble convexe fermeé non vide de X.

O sivldK
La fonction indicatrice est [ ] < (V) =

+ 00  sinon
La fonction d’appui est : 5K () = %JKKS’ X>

Les fonctions indicatrice et d’appui sont convexes et sci, et conjuguées 'une de
I'autre.



Théoreme:

Toute fonction d’appui JK (S) = SUI:(S, x> associée a un convexe fermé
xUK

non vide K est convexe sci et homogene de degré un
Ot>0,0xOX, f(tx)=t f(x)

Inversement toute fonction f # +0c0 convexe, homogéne de degré un et sci
est la fonction d’appui d’'un ensemble convexe ferme K; défini par

K, ={sOX,0x0X,(s,x)< f(x)}



& Propriéte: Inégalité de Fenchel

soit f:X — RO{+o}  [O(x,5)OXxX f(x)+f'(s)=(s x)

& Théoreme : Dualité de Fenchel

Soient f et g deux fonctions X — R [ {+o} convexes.

On suppose que (contraintes de qualification) :

[(X, X telque f (Xo) < +00, g(XO) <+00 et f continue en X,

Alors on a
inf {f(x)+g(x} = -min{f(s)+g'(s)
Pb primal Pb dual

NB : Le probleme dual a toujours une solution ( si hypothese thm OK),
meéme si le probleme primal n’en a pas, et méme lorsque l'inf = - ©

144



Quelques notions de dualite

& Relations d’extrémalité

Soient f et g deux fonctions X — R [J {+o} vérifiant les hyopthéses du
théoreme de dualité de Fenchel.

Alors le probleme dual a toujours une solution. Soit S une telle solution.

Alors les solutions X du probleme primal, s’il en a, sont caractérisées par
les relations d’extrémalite :

{g(X)+ g'(s) = (x.5)

f(x)+ f°(=9) =—=(x,5)

145
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¢ TV estla fonction d’appui d’'un ensemble convexe Ky,

TV(u) = [|Dy :sup{judiv( p)/ |p|, =1 }

TV(u) =J_ (u) = sup(u,q)
qUK+y

-y :{div(p)/ pOXxX |p|, sl}



TV est une fonction d’appui : TV(U) — SUp<U, q>
oK

0 sivlKy,

+ 00 sinon

Sa polaire est TV * (V) = DTV (V) — {

C’est la fonction caractéristique de I'ensemble K.

Et comme la fonction duale de f (u) = %Hu — gHZ est

f(a)=—=Aa+d| -9



Probleme primal Muin %Hg _ UHZ +TV(U)

Probleme dual MIH—HOI gH +TV (qj
A

Comme TV* est la fonction caractéristique de K, le pb dual est
une projection orthogonale

Min - a-gff — 9= M (9

gDK
SR u:g_l_l/lKTV(g)



On considére TV(U) = HQUHl, Q: X - |_| R"

1<@<r

Soit B = { D DEQarQ | H pr < 1} .Ona Oq, ||, = SplmJBp< p,q)

V() =|Qu), = surQu, p) = sur(u.Q"p}
pOB pLB

Or TV(u)=9,_(u)= sup(u,s) donc K. =QB
SKry

in Ja- g - Min|Q p-g/4]



¢ Pour calculer numériquement projection |_|,7KJ (f ) on copie l'algorithme de itératif de
A. Chambolle : on doit calculer

2
. *
Min HQ p—f //7H
[Pl ;<L
qui est une minimisation contrainte. En utilisant les multipiccateurs de Lagrange on obtient

Pt = pr, +7(QQ P - 1 /1)),
] 1+ T‘(Q(Q 0" - f//]))i’j‘

Si T S]/HQ*

Pas difféerence numeérique sur les resultats de restauration...

i alors OQ*pn *”Q*ﬁ:an(f)




Generalisation a un probleme inverse
lineaire

¢ Reésoudre le probleme de minimisation

.1
Min 5”9 ~ Hul

2
+J(u)
Xl
ou J est une norme ou une semi norme dans un espace régularisant.

Typiquement, en discret J (U) = ”Qu”l

Geénéralisation de 'algorithme de A. Chambolle [Chambolle-MIA02]
ot A=l et J(u)=TV



Soit 1 tel que 'UHH H H <1.On peut montrer que
1 .
5”9 —Hu|" = Min G(u, w)

ol GG est une fonction convexe différentiable. Le minimum est
atteint en W, :(I —,uH*H) U.

lo.w)= 5 (Ju=wf” +(Cwwi)+ (1ol ~2(ru.0)

C=puHH(I -pHH)™.



¢ Le probleme de minimisation

.1
Min EHQ —Hu il +J(u)

est remplace par

Min F(u,w) = uI,\V/IVian{ G(u,w)+J(u) |

® Quand U est fixé, le minimum en West : W, = (I — 1 H *H) u.

® Quand W est fixé, U minimise

F(u,w)zﬁ“u—w—,uH*gH2 +J(u)



.1
MJ”%HU - "+ 3(u)

¢ J(U) est une semi-norme (généralisant TV).

Comme J est une fonction 1-homogeéne, sci, convexe, on a
J(u)= 0, (u)=sup(u,s)
K
ou Kj;est un convexe fermé défini par

K, :{SDX/DUDX <u,s>sJ(u)}

— Kqy :{div(p)/ pOXxX |p|, sl}

car _ﬂDu\ :sup{judiv( P/ ||p|, <1 }



# La conjuguée de Legendre Fenchel de J(u) =0y, (u) est:

. . 0if xUK,
T(9=8,09=xe, 00=1 o0
J

Probléme primal I\/Iuin iHU — f HZ + J (U)

Probléme dual Mln—Hq— fI"+J [qj
7]

|l faut alors resoudre une projection orthogonale

Min Zla-ff — q=Tl,,(f)
KJ T u:f_l_lnyJ(f)



¢ Le probleme de minimisation

.1
Min EHQ —Hu il +J(u)

' Min Flu,w
Est transforme en ok ( )

Algorithme de minimisations alternées
ow'=(l -yHH)u"
o u™ = _HAuKJ) W+ uH'g)

Convergence vers un minimiseur global de F.



Lalgorithme peut étre reecrit ;

@Vn — un + 1 H & (g _ Hun) <«— Descente de gradientzé pas fixe sur
g —Hu|

10 Un+1 — (l — |_|/1,uK ) (Vn) «— Débruitage sur V!
J

On peut réécrire encore
U™ =1 =M, ) "+ H (g - HU")

B Algorithme de « type proximal »

mais sur critere a I'analyse



Algorithmes pour régularisation L*

¢ Des dizaines d’articles sur le sujet
B Methodes de projections
B Dualité
B Point intérieurs
B Ensemble de niveaux et algo. graph-cut
B Sous-gradients

B Methodes rapides par algorithmes de Nesterov



CONTENU (suite)

© Segmentation d’image, approche variationnelle
» Fonctionnelle de Mumford et Shah

» Notion de [-convergence : lien restauration/segmentation



© Segmentation : trouver une description de I'image en termes de régions
homogenes et de contours.

@ Littérature tres importante. Synthése des méthodes variationnelles dans

© Formalisation mathématique : probléme de minimisation globale qui combine des
mesures appropriées pour les régions et les contours.

Jys(u,l) = j(g —u)dx+ I\Du\zdx+ age (r)

Q Q\I

s uOHYQ\M) ={uO(@Q\r), Ouo2(Q\r)}
m [ [JQ, fermé dansQ = ensemble des bords des régions homogénes.

B #'mesure de Hausdorff de dimension 1, (longueur pour des courbes non réguliéres).



Analogie
segmentation/regularisation

Jus(u.7) = [(g—u)dx+ [[Ou*dx+age'(r)
Q Q\r

©® Formulation faible : minimisation pour uJSBYV de

Jus(e) = (g -uF o [[ouf a0 (s,

Q

(u,S) ou ULl SBV, est minimum de ‘]MS (U)

I

(ur) avecN'=9, O N (N H#* négligeable) est minimum de ‘JMS(U’ r)



@® Formulation faible : minimisation de

Jus(u) = [ (g —u)dx+[|Ou] dx+age'(s, ) UOSBY
Q —

Q

© Régularisation dans BV :

[#(pul) = [#(0u) dx+ ¢~ @ [ (u* -u")dse’
° - >
O Régularisation par Variation Totale :
HDu\ HDu\dx+j(u —u”)dgE"

Sf\_/



¢ Difficultés:

Non convexité de la fonctionnelle en (u,/)
Non unicité de la solution

Difficulté pour modéliser des courbes dans R? et minimiser par rapport a des
surfaces et des courbes.

Il existe des résultats de régularité de la solution ([" est une union de courbes
réguliéres) dans R mais pas dans R3.

¢ Approximation par [ -convergence :

la fonctionnelle est approchée par une suite de fonctionnelles elliptiques. Des
mesures sur des hypersurfaces de dimension nN-1 (comme % "(I")) peuvent étre
approchée par des fonctionnelles elliptiques définies dans R".

L’idée de base est d’introduire une nouvelle variable b définie de Q [0 R2 dans R qui
controle 'ensemble inconnu S,

B Exemple d’approximation:

&

35 (u,b) = [(g —u)dx+4* [ b? \Du\2c3|x+1j(t>—1)2 +& [|0b[" dx
Q

Q Q Q

B Variable auxiliaire modélisant les contours, régularisation sur les contours

(équivalent minimisation de la longueur des courbes de disconitnuités)
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¢ Voir dans La suite de fonctionnelles J,.
tend vers J,,sau sens de la [ -convergence

35 (u,b) = [ (g —u)dx+4* [ b* |yl dx+gj(b -1) +gj\mb\ dx

Q Q Q

& Définition : J. (u) [-converge vers J, (u) si Ou,IL! (Q) :

> Ou, - u, liminfJ_ (u.)=J,(u,)

-0

> Cu, > u, limJ (u)=J3,(u,)

-0



¢ Propriéeté « utile » : Toute suite de minimiseurs U_.de J. admet
une sous-suite convergente dont la limite U,est un minimiseur de
la fonctionnelle limite.

¢ Pour trouver un minimiseur de J,,g on minimise successivement
les fonctionnelles J, pour & décroissant. Ainsi on ne minimise que
des approximations regulieres de la fonctionnelle limite.

35 (u.b) = [ (g —u)dx+4* [ b? \Du\zdx+%j(b—1)2 +& [|0b[dx
F-convergeQ vers ; ; ;

Jus(u,T) = [(g-ufdx+ [|0u"dx+age'(r)

Q Q\Ir
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¢ Pour la segmentation, une fonctionnelle d’approximation est

35 (u,b) = [ (g —u)dx+4° [ b? \Du\zdx+1j(b—1)2 +¢ [|0f dx
Q

Q Q gQ

¢ Pour la restauration avec la variable auxiliaire modeélisant les contours, la

2
fonctionnelle est pour @, ('[) = 1: 7 W(b) = (\/B —1)2

et aprés changement de variable b en b? :

J(u,b) = [ (g —u)dx+4* [ b? [Ou"dx+ [ (b~ 1)

Q Q

=>» lissage de la variable b



Un resultat

& debruitage

E_M\\Nl’\ v
[

(a) " (b)

Image bruitée

Image originale coupe

Synthétique constante par Bruit gaussien
morceaux SNR=15db



Un resultat

Image restauree

Variable auxiliaire b a

par modele semi- convergence

quadratique avec

bou)=-  y(b)=[vb-1f

C1+¢2

(sur 'image restaurée)



Un resultat avec d’autres
parametres

& Autre jeu de parametres (A,0) pour plus de lissage

[—

(d) T (e

Image restaurée
Variable auxiliaire b a

convergence

par modele semi- coupe
quadratique avec
t? 2
Bom (t) = y(b)= (Vb -1

C1+t2

(sur I'image restaurée)




Lissage de la variable b

& Lissage de b avec @),

3" (u,b) = [ (g —u)*dx+4* [b? |Du]*dx+ [ (b =1)*dx + [ B, (b)dx

Q Q Q

original

Image restaurée coupe Variable auxiliaire b



Lissage de la variable b avec &

& Lissage de b avec @),

J(ub) = [(g-u dx+A2jb2\Du\ dx+=

Q

j(b ~1)dx +€I¢GM

!

lllllllll

(d) T (e

Image restaurée coupe Variable auxiliaire b
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¢ Difficulte en discret (en 2D) pour modéliser des courbes

& Fonctionnelle 1D discrétisée avec un pas h

hZ(Ui‘gi)Z +Zh biz(uiﬂh_uijz +EZ(1—bi)2 +a8hz¢(bi+lh_bij

€

& Pour que les résultats theoriques et pratiques soient corrects,.il faut
que le pas de discrétisation tende vers 0 avec & Sinon le terme

impose b; - 1 i quande - O

Résultat théorique de ['-convergence sous les hypothese adéquates
vers la fonctionnelle de Mumford et Shah



CONTENU (suite)

@ Et les représentations parcimonieuses ? lg- Hu||§ +AZ 2_% ‘<U,lﬂj,k>‘

» Régularisation dans le domaine de la transformée en ondeléttes
» Solution dans un espace de Besov (et algorithmes)

» Modeles de régularisation / parcimonie



M
lo—Hul;+ > |(uw, ) =g - Hul, + A,

I, j=1

¢ Domaine des ondelettes : Représentation parcimonieuse du signal — bonne
separation signal/bruit

¢ Debruitage: g=uU+n - c’ =c"+c"

® Par seuillage : cY = H(Cg) & N /

v

tosilt>T i
0 sil<T SN

B seuillage dur: QTH (’[) = {

Le seuillage dur preéserve les forts coefficients (supérieurs a T) = contours
— pas de lissage des contours.

Les petits coefficients (inférieurs a T) sont mis a O : dans les zones ou les transitions de
I'image sont faibles, on fait une moyenne locale des coefficients bruites.



Debruitage par ondelettes

-

W seuillage mou: gs (t) =+

\

t—T sit>T
t+T sit<-T
0 QMST

Les forts coefficients sont atténués de T.

La fonction de seuillage est plus réguliere (continue).

/.

estimateur de seuillage est optimal (au sens risque minimax) pour le
seuil T =0+/2logM? , parmi les opérateurs diagonaux dans une base

d’ondelettes.



Interpretation variationnelle du seuillage
des coefficients en ondelettes

* Domaine des ondelettes : Représentation parcimonieuse du signal
— Trouver U qui minimise

Jo=ul” + A #..

e = + A #,

Solution :¢cY_ .= 8,(cY) seuillage dur.
opt A 8

— Trouver U qui minimise /—/

Ju=g], +Ac*

1

2
c'—c¢ H2+A c"

1

Solution : ¢Y_ .= &,(cY) seuillagse doux
opt A 8



Regularisation par TO

B Extension a la déconvolution, modele de régularisation par ondelettes (Analyse)

min g —Hu, +|wul,

(1)

B Si W est une base, il y a équivalence avec le modele de parcimonie (Synthese)
: x 2

) min Hg -HW'c,| + A,
CU

B Algorithmes en deux temps de « type proximal »

pour le critere de régularisation (1)

pour le critere de
parcimonie (2)
B On veut utiliser des transformations redondantes a cause de la non invariance
par translation de la transformée en ondelettes.



Deconvolution results

blurred image

blurred+noisy Wavelet regul.



> Algorithme invariant par translation de
: calcul du résultat du seuillage pour toutes
les versions décalées et moyennage du résultat.

¢ Des transformeées ont éte introduites pour approcher
I'invariance par translation (et rotation) avec une
redondance limiteée.

Citons par exemple la transformée complexe sur arbre dual
proposée par N. Kingsbury qui a une redondance de 29:1
ou d est la dimension de I'espace (voir plus loin)



Modele de regularisation par
ondelettes

min |g = Hul, + W],

W est redondante pour I'invariance par translation, c’est une trame et non une
base.

image floue et bruitée Image restaurée avec régularisation par
transformée en ondelette complexe

sur arbre dual (N. Kingsbury)



Modele de parcimonie

min ‘g -HWYc, 2+AHCUH1
Cy

W est un dictionnaire de formes, un ensemble de transformée en ondelettes par
exemple. La minimisation se fait directement sur les coefficients en ondelettes

image floue et bruitée Image restaurée avec régularisation par
transformée en ondelette complexe

sur arbre dual (N. Kingsbury)



2
, e,

® Modele de parcimonie MIN Hg - HLP*Cu
C

u

L'algorithme proximal forward-backward est applicable, la fonction prox est un
seuillage des coefficients

® Modéle de régularisation MIN Hg - HUHE +/]HLPUH1

u

L'algorithme proximal forward-backward ne s’applique pas. Nouvel algorithme
rapide utilisant une approximation réguliere de la norme I* et un algorithme
rapide de gradient proposé par Nestorov.



Comparaison TV, Ondelettes
Les ondelettes sont les ondelettes complexes sur . .
et Parcimonie

arbre duales de N. Kingsbury, c’est une trame et on
une base, il y a de la redondance. Cette transformée
est pratiquement invariante par translation et

rotation Restaurée par modele

de parcimonie

i

Restaurée par modele de Restaurée par modéle de
régularisation ondelettes régularisation TV



On peut montrer que

B,,((0a)) 0 BVv(0]) O B, (0a])

C’est-a-dire que la norme BV s’encadre par deux normes de

Besov Alu a, S <|ul,, = B]u 8!,
e |
lu = SlJJ+p1 [z 22 ‘<u v, m>j
m=0
J+l271-1 -j
UthFomz:O 27 ‘ Uw1m>‘
u BV = Hqu +VHDU‘




Modele BV-L1

.1
Min - g -ul, +|u

Reésultat pour du bruit poivre et sel 40%




Attache aux donnees |1

¢ Restauration (flou et bruit) et passage d’'un echantillonnage
irregulier a une grille réguliere. Restauration par minimisation de
fonctionnelle avec regularisation par Variation totale et
decomposition en ondelettes complexes sur un arbre dual de
Nick Kingsbury

Image observée régularisation par VT régularisation par
/ image originale BV-I* ondelettes complexes



¢

® & & o o

la- Ay, +3,(u)

Quel est 'espace Z (et la norme) a utiliser a la place de
L2, pour modéliser les textures et/ou le bruit dans un
algorithme de restauration ?

Quel est I'espace Y (et la norme) a utiliser pour la
régularisation !

Interprétation stochastique : estimation des parametres !
Analyse theorique du probleme de minimisation ?
Algorithmes de minimisation ?

Evaluation, analyse des erreurs ?

Et le multispectral / hyperspectral ?
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