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I La borne de Fréechet-Darmois-Cramer-Rao

. || Borne de la matrice de covariance tout estimateur non biaise:

» La matrice de Fisher et la borne de Fréhe’r—Dormois—Cromer—Roo

Information and the Accuracy Attainable SUR LEXTENSION DE CERTAINES EVALUATIONS
in the Estimation of Statistical Paramectcrs STATISTIQUES AU CAS DE PETITS ECHANTILLONS
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C. Radhakrishna Rao

Borne FDCR Matrice de Fisher
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I Axiomatisation de la géométrisation par Nikolai Nikolaevich Chentsov

| Travaux de C.R. Rao a partir de 1945 (recherche d’une distance dans
I'espace des parametres des densités invariante par changement de

paramétrisation, axiomatisé par N.N. Chentsov
1964
axiomatisatio
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> Approche de Rao(métrique invariante par changement de paramétrisation)
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Page Facebook de Maurice Fréchet

.-
(création personnelle) il J'aime déja

| https://www.facebook.com/FrechetMaurice/
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I Mavurice Fréchet et I'Institut Henri Poincaré

O

.z | Fréchet a I'lHP

> En 1928 est créé a l'université de Paris l'institut Henri-
Poincaré, notamment pour développer
I'enseignement des probabilités, sous la direction
d’Emile Borel. Maurice Fréchet est nommé maitre
de conférences de probabilité le Ter novembre
1928 et professeur sans chaire le 19 décembre.
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> Années 1930: I'Institut Henri Poincaré devient ainsi
un pole attracteur pour ceux qui veulent étudier les
probabilités autour des personnalités de Maurice
Fréchet et de Georges Darmois.
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> Le ler octobre 1941 il succéde & Emile Borel & la
chaire de calcul des probabilités et physique
mathématiques jusqu'd sa retraite en 1949.
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2 |l fut directeur des laboratoires de calculs et de
statistiques de l'institut Henri Poincaré. THALES
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Maurice Fréchet, Borel, Wiener, Weil et Carathéodory
Congres d’Oslo 1936
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Mavurice Fréchet, Darmois, Cramer et Fisher
Congres Calcul des probabilités - Geneve 1938

©Thales 2015 All rights reserved.

A

Congress on Probability in Geneva {Congrés, Calocul des Probabilités, 1938)

\,' !{t‘.l the front you see Lévy, R. A. Fisher, and Georges Darmois. On the stairs
ire Cramér, Fréchet, and Jean Piaget
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Mauvurice Fréchet et André Blanc-Lapierre
Colloque international de Calcul des Probabilités - Lyon 1948

These de 1945 d’

André Blanc-Lapierre

« Président du Jury:
Maurice Fréchet

« Rapporteur:
Georges Darmois

Ouverture d’'un colloque GRETSI:
A. Blanc-Lapierre, H. Mermoz, P. Aigrain, B. Pici

A A ah

Cing normaliens (Dugué, Malécot, Ville,
Fortet et Blanc-Lapierre) suivent des cours
. : : % aupres de Maurice Fréchet G I'IHP et &
TR S SRt el R = - I'Ecole normale supérieure.

Fig. 9 Colloque International sur le Calcul des Probabilités. Lyon 1948. First row: Paul Lévy and

Maurice Fréchet. On the picture one can find among others J. Doob. R. Fortet. D. Van Dantzig,.
E. Mourier, J. Kampé de Fériet, A. Blanc-Lapierre.. .. (Photo: © Private collection F. Lederer) T H l.\ L E S




Mauvurice Fréchet - 12 Square Desnouettes Paris 17éme
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Actualités de la borne de Fréchet-Darmois: Ondes gravitationnelles

et Boson de Higgs

| Borne de Fréchet, matrice de
Fisher et détection des ondes
gravitationnelles par le réseau
LIGO-VIRGO-KAGRA

ACCURACY OF ESTIMATING HIGHLY ECCENTRIC BINARY BLACK HOLE PARAMETERS WITH
GRAVITATIONAL-WAVE DETECTIONS

Las2LO GONDAN'? . BENCE Kocsts', PETER Rara™? | anp Zsovr
II divos University, Institute of Physics, Paemény P s, LA, Budapest, Hungary 1117 and
IMTA-ELTE EIRSA “Lendilet” Astrophysics Kesearch Group, Budapest. Hungary 1117

Drraft version May 31, 2017
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ABSTRACT

Mergers of slellar-mass black holes on highly eccentric orbits are among the targets for ground-based
gravitational-wave detectors, including LIGO, VIRGO, and KAGRA. These sources may commonly form
through gravitational-wave emission in high velocity dispersion systems or through the secular Kozai-Lidov
mechanism in triple systems. Gravilalional waves carry information about the binaries” orbital parameters and
source location. Using the Fisher matrix technique, we determine the measurement accuracy with which the
LIGO-VIRGO-KAGRA network could measure the source parameters of eccentric binaries using a matched
filtering search of the repeated burst and eccentric inspiral phases of the waveform. We account for general
relativistic precession and the evolution of the orbital eccentricity and frequency during the inspiral. We find
that the signal-to-noise ratio and the parameter measurement accuracy may be significantly higher for eccentric
sources than for circular sources. This increase is sensitive to the initial pericenter distance and component
masses. For instance, compared 1o a 30M;, — 30M ;, non-spinning circular binary, the chirp mass and sky lo-
calization accuracy can improve for an initially hlghl} eccentric binary by a factor of ~ 30 (3.6) and ~ 1.5 (6)
assuming an initial pericenter distance of 20M .y (10Mo).

Keywords: black hole physics — gravitational waves

| Borne de Fréchet, matrice de
Fisher et détection du Boson de
Higgs au LHC

New Ideas for Effective Higgs Measurements

Brehmer, Johann

Second, we use information geometry to understand and optimise Higgs measurements at
the LHC. Our novel approach is based on the Fisher information, which encodes the maximum
precision with which theory parameters can be measured in an experiment. We develop an
algorithm to calculate the Fisher information in LHC processes and compute the information
on dimension-six operators in different Higgs signatures. We demonstrate how information geo-
metry lets us improve event selections, determine the most powerful observables, and compare
the power of modern multivariate techniques to that of traditional histogram-based analyses.

Optimal solution to the inverse problem for the gravitational wave
signal of a coalescing compact binary

Piotr Jaranowski and Andrzej Krolak
Phys. Rev. D 49, 1723 — Published 15 February 1994

part or disclosed to a third party without the prior written consent of Thales - © Thales 2015 All rights reserved.

[4] ]. Brehmer, K. Cranmer, F. Kling, and T. Plehn:
Better Higgs boson measurements through information geometry.
Phys. Rev. Dgs (7), p. 073002, 2017. arXiv:1612.05261.
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« La Physigue mathématique, en incorporant a sa base la notion de groupe, marque la
suprématie rationnelle...Chaque geométrie — et sans doute plus généralement chaque
I H A L E S organisation mathématique de I'expérience — est caractérisée par un groupe spécial de

fransformations.... Le groupe apporte la preuve d'une mathematique fermée sur elle-méme. Sa

découverte clot I'ere des conventions, plus ou moins indépendantes, plus ou moins cohérentes » -
Gaston Bachelard, Le nouvel esprit scientifique, 1934

Iﬁermodynqmique des groupes de Lie
et métrique de Fisher-Koszul-Souriau:
de la géométrie de I'Information de
Jean-Louis Koszul a la physique
statistique des systemes dynamiques

de Jean-Marie Souriau '

Tout mathématicien sait qu'il est
impossible de comprendre un cours

élémentaire en thermodynamique.
Vladimir Arnold

www.thalesgroup.com



L'oubli et la mémoire:
cet exposé est dédié a Jean-Louis Koszul (1921-2018)

s «L'oubli et la mémoire
<<sont également

inventifs »
W iJorge Luis Borges
(Le rapport de Brodie)
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«J'ai toujours imaginé
que le-paradis serait une

sorie de bibliotheque »

~ Jorge Luis Borges
~ (L'Aleph)
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Jean-Marie Souriau and Jean-Louis Koszul

J.-M. SOURIAU

Jean-Louis Koszul
Yiming Zou

structure
des
systemes
dynamiques : % ‘.
Introduct!on 10 " prormmn
Symplectic
2019 Book,
Geometry 1 year after

J.L. Koszul
passed away

| .
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Koszul Book on Souriau Work

Jean-Louls Koszul - Yiming Zou

Introduction to Symplectic Geometry
Forewords by Michel Ngulffo Boyom, Frédéric Barbaresco and Charles-Michel Marle

This introductory book offers a unique and unified overview of symplectic geomet-
ry, highlighting the differential properties of symplectic manifolds. It consists of six
chapters: Some Algebra Basics, Symplectic Manifolds, Cotangent Bundles, Symplectic
G-spaces, Poisson Manifolds, and A Graded Case, concluding with a discussion of the
differential properties of graded symplectic manifolds of dimensions (o,n). It is a useful
reference resource for students and researchers interested in geometry, group theory,
analysis and differential equations.

| ] 5 Séminaire Ecole Polytechnique , 20/11/2018

Jean-Louis Koszul
Yiming Zou

Introduction to
Symplectic
Geometry

MO 5) Science Press

_=:i Beijing @ Springer




Koszul & Souriau:
Bedrock of Information Geometry

%é . ‘A. S\ .7

: > For the 50th birthday of Jean-Marie Souriau Book “Structure des systemes
dynamiques” published in 1969, and Jean-Louis Koszul Book Translation by
Springer “Infroduction to Symplectic Geometry”, FGSI'19 has celebrated the
influence of the Triumvirate Elie Cartan (ENS, 1888), Jean-Louis Koszul (ENS, 1940)
and Jean-Marie Souriau (ENS, 1942) on Foundations of Geometric Structure of
Information.
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» Both Koszul and Souriau were influenced by Elie Cartan works on symmetric
homogeneous spaces. Jean-Louis Koszul has developed theory of hessian
geometry infroducing Koszul forms that are fundamental structures in Information
Geometry. In parallel Souriau has developed in the framework of Geometrical
Mechanics applied for Statistical Mechanics, a Lie Group Thermodynamics in

ed
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52 Homogeneous Symplectic Manifold. Based on Souriau cocycle, this
g thermodynamics defines a generalized Fisher metric where the Gibbs Maximum
Entropy density is covariant with respect to dynamic groups of Physics.
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En mémoire a Jean-Louis Koszul 1921-2018

[A] Barbaresco, F. Jean-Louis Koszul and the elementary structures of Information Geometry. In Geometric Structures of
Information Geometry; Nielsen, F.; Ed.; Springer: Berlin, Germany, 2018

[B] Barbaresco, F. Koszul Contemporaneous Lectures: Elementary Structures of Information Geometry and Geometric Heat
Theory. In Introduction to Symplectic Geometry; Koszul, J.L., Ed.; Springer: Berlin, Germany, 2018.

[C] Barbaresco, F. Jean-Louis Koszul et les Structures Elémentaires de la Géométrie de I'information; Revue SMAI Matapli;
SMALI Editor; Volume 116, pp.71-84, Novembre 2018

[D] Barbaresco, F. Les densités de probabilité « distinguées » et I'équation d'Alexis Clairaut: regards croisés de Maurice
Fréchet et de Jean-Louis Koszul, Conférence Histoire de la discipline, GRETSI'17 , Juan-Les-Pins, Septembre 2017
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©Thales 2015 All rights reserved.

¢

= = "" -/
,. , Jecm-LoUis oszul
Créateur du CIRM

S "(@hoto anniversaire CIRM)

Jedn-Louis Koszul au collogue « Topologie différentiglie »,

Strasbourg 1953 avec Chern, de Rham, Eckmann,

Ehresmann, Godeaux, Hopf, Lichnefpwicz, Malgrange, N
iinor, Reeb, Schwartz, SUss, Haom, Libermann et Weil. &
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I En mémoire a Jean-Louis Koszul 1921-2018
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1869-2019 Elie Cartan 150™e anniversaire

Demain, il y a 150 ans le 9 Avril 1869 naissait jour pour jour un esprit, élevé a la chaleur de la FORGE et
au son de I'enclume et du marteau de son pere Joseph Maréchal Ferrand de Dolomieu.

+() '

"des paysans sans prétention
qui, au cours de leur longue vie,
ont montré a leurs enfants un
exemple de travail accompli
avec joie et d'acceptation
courageuse des fardeaux"

- Elie Cartan




I Cartan & Koszul families

The family settled in Dolomieu. Joseph Cartan was the village
blacksmith. Elie Cartan recalled that his childhood had passed
under "blows of the anvil, which started every morning from dawn*.

TR 4

DOLOMIEU — Lo Chamsp de Mars

Origin of Koszul Family: Ancestor from Poland was engaged in
Napoléon “Grande Armée". He came back to France with
Napoléon Army and Married with Woman from Strasbourg

ALLOCUTION
DE MONSIEUR HENRI CARTAN

Je m'ai nullement Pintention de faire en « discours », contrairement
a ce qu'annongait le programme de ces journées. Je voudrais simplement
évoquer ici brigvement quelques souvenirs qui, avec les années qui
passent inexorablement, tendent malheureusement 4 s'estomper.

Ces souvenirs commencent, il est vrai, avant la naissance de Koszul,
En effet, ma mére, dans sa jeunesse, avail ¢té une amie intime de celle
ui devait devenir la mere de Jean-Lows Koszul, 1l arriva que ces deux
amies se mariérent ; 'une épousa un mathématicien connu, lautre un
angliciste non moins connu. Malgré I'éloignement consécutif a leurs
mariages, des liens d'amitié subsistérent, gui expliquent pourguoi, lorsgue
beaucoup plus tard, au printemps de 1929, jarrivai & Strashourg comme
jeune chargé de cours 4 la Faculté des Sciences, je fus regu dans la
famille du professeur Koszul de la Faculte des Lettres. J'ai oublie le
menu du repas familial, mais je vois toujours un jeune garconnetl de
% ans, nommé Jean-Louis, qui évoluait dans "appartement au miliew de
ses grandes sceurs. L'ainée dentre elles était mariée 4 un agrégatif
de mathématiques que j'avais comme éléve 4 la Faculte. Je ne restai
a Strasbourg que gquelgues mois et perdis donc de wue le jeune
Jean-Lowis.

Pwisque J'al évoqué le souvenir de ses parents, permetter-mor de
nommer auwssi le grand-pére paternel de Jean-Louis. Je ne I'ai pas
connu, certes; mais comme directeur du Conservatoire de musique de
Roubaix-Tourcoing, il joua un réle historigue, car c'est lui qui donna
au jeune Albert Roussel, qui venait d'abandonner la carnére navale, les
conseils décisifs gqui lui permirent de devenir I'un des plus grands
compositeurs de musique du début du siécle. On aura oceasion d'en
parler cette annee, puisqu'on va célébrer le cinquantenaire de la mort
d*Albert Roussel.



Elie Cartan : 1869-1951

Jean CARTAN, Decewiber 1, 1906 = March 26, 1932
Marie-Louise BIANCONI, the spouse of Elie CARTAN
February 18, 1880 = May 2], 1950
Elie CARTAN, April 9, 1869 - May 6, 1951

_: The right half of the same horizontal tombstone reads

I'ranslations of
MATHEMATICAL
MONOGRAPHS

Elie Cartan
(1869 -1951)

Hélene CARTAN, Ociober 12, 1917 - June 7, 1952
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RAPPORT SUR LES TRAVAUX DE M. CARTAN

fait & la Faculté des Sciences de I'Université de Paris.
PAR

H. POINCARE.
Si alors on dépouille la théorie mathématique de ce qui n’y apparait que

comme un accident, ¢'est-a-dire de sa matiére, il ne restera que l'essentiel, c'est-
a-dire la forme; et cette forme, qui constitue pour ainsi dire le squelette solide
de la théorie, ce sera la structure du groupe.

M. Carran a fait faire des progrés importants & nos connaissances sur trois
de ces catégories, la 1** la 3¢ et la 4. Il s’est principalement placé au point de
vue Je plus abstrait de la structure, de la forme pure, indépendamment de la
matiére, c¢’est-a-dire, dans I'espéce, du nombre et du choix des variables indépen-
dantes.

Conelusions.

On voit que les problémes traités par M. CarTaX sont parmi les plus im-
portants, les plus abstraits et les plus généraux dont s’occupent les Mathématiques;
ainsi que nous I'avons dit, la théorie des groupes est, pour ainsi dire, la Mathémati-
que entiére, dépouillée de sa matiére et réduite & une forme pure. Cet extréme degré
d'abstraction a sans doute rendu mon exposé un peu aride; pour faire apprécier
chacun des résultats, il m’aurait falla pour ainsi dire lui restituer la matiére
dont il avait ¢été dépouillé; mais cette restitution peut se faire de mille fagons
différentes; et c’est cette forme unique que I'on retrouve ainsi sous une foule de
vétements divers, qui constitue le lien commun entre des théories mathématiques
qu’on s’étonne souvent de trouver si voisines.

Henri Poincaré’s Sorbonne report on Elie Cartan Works

« A PException d’Henri Poincaré qui écrivit
peu avant sa mort un rapport sur les travaux
d’Elie Cartan a I’occasion de la candidature de
celui-ci ala Sorbonne, les mathématiciens
francais ne voyaient pas I'importance de
I’'ceuvre. »

Paulette LIBERMANN

La géométrie différentielle d’Elie Cartan a Charles
Ehresmann et André Lichnerowicz, GEéométrie au
XXieme siecle, HERMANN, 2005

LES



I 1869-2019 Elie Cartan 150th Birthday

> Jean-Louis Koszul organisa I'évenement du centenaire d’Elie Cartan a Grenoble, et
c'est Jean-Louis Koszul qui fut un des orateurs du centenaire Elie Cartan organisé en
1969 & Bucarest, comme le rappelle Henri Cartan dans son allocution au colloque
Koszul:

whole orin

©Thales 2015 All rights reserved.

- « Pour terminer, permettez-moi de dire a Koszul que je n'oublie pas 'hommage qu'il a
rendu d l'oeuvre d'Elie Cartan en Géométrie différentielle lors de la célébration, a
Bucarest, en 1969, du centenaire de sa naissance. Ce n'est sans doute pas un hasard si
ce centenaire a aussi été célébré a Grenoble la méme année. Comme toujours, Koszul
s'exprima avec la discrétion et le tact que nous lui connaissons, et que nous aimons
tant chez lui. C'est de tout coeur que je lui souhaite de poursuivre encore longtemps
son activité, toujours pareil a lui-méme. » - Henri Cartan

> Koszul, J.L.: L'oeuvre d’Elie Cartan en géométrie différentielle, in Elie Cartan, 1869-
1951. Hommage de I'Académie de la République Socialiste de Roumanie a
I’occasion du centenaire de sa naissance. Comprenant les communications faites
aux séances du 4e Congres du Groupement des Mathématiciens d'Expression Latine,
tenu G Bucarest en 1969 (Editura Academiei Republicii Socialiste Romania, Bucharest,
1975) pp. 39-45

| 23 Séminaire Ecole Polytechnique , 20/11/2018 I I I A L E S
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Elie Cartan Colloquium 1984

INTRODUCTION

Le séminaire conjoint NSF-CNRS “flie Cartan et les mathématiques d'au-
jourd'hui" s'est tenu du 25 an 29 juin & "Universitd de Lyon I Il était
centré sur la présentation de thimes importants de la recherche actuelle en
mathématiques et en physique mathématique dans des domaines of Elie
CARTAN a joué un rdle de pionnier. Des discussions trés animées ont eu lieu
# propos de ces thémes, La partie centrale du programme comprenait vingt-
deux conférences qui ont été suivies par un public nombreux et enthousiaste
de plus de deux cents mathématiciens et physiciens mathématiciens venus
d'an maina dix-sept pays. Les conférences se sont tenues dans le grand
amphithéitre de mathématiques de I'Université de Lyon I, la salle Camille
Jordan,

Ce volume regroupe les contributions écrites des conférenciers & 'exception
de trois d’entre eux, Nous publions en annexe les résumés que ces auteurs
ont bien voulu nous communiquer.

Le programme du séminaire avait été préparé par un Comité Scientifique
sous la co-présidence de Shing-shen CHERN et d'Henrl CarTaN, Les détails
pratiques pour I'organisation du séminaire ont été réglés par un Comité mis
sur pied par le Département de mathématiques de 1"Universitd de Lyon I,
sous la responsabilité d’Edmond ComBeT. L'organisation a été tris efficace
et acréd une atmosphére dans laquelle la communication mathématigue éait
stimubée, Le professeur GELFAND a regu un dipléme de docteur honoris causa
de I"Université de Lyon I lors de la séance de cloture du séminaire. S3a par-
ticipation au séminaire, la participation simultanée de trois mathématiciens
soviétiques émigrds parmi les plus éminents (Victor Kac du Massachusetts
Institute of Technology de Boston, U.8.A., llya Praterski-SHapino de Tel-
Aviv et Mikhail Gromov de I'Institut des Hautes Ftudes Scientifiques de
Bures-sur-Yvette) ainsi que celle du physicien mathématicien polonais An-
drzej TRAUTMAN de Varsovie ont £levé le séminaire au-deld du nivean d'une
rencontre entre les écoles américaine et frangaise & celui d'un événement
mathématique réellement international.

4

Le séminaire n'a été rendu possible que par le soutien de la National
Science Foundation, du Centre National de la Recherche Scientifique, de
I'American Mathematical Society et de la Sociétd mathématique de France,
ainai que celui de I'Université Claude-Bernard (Lyon I), des villea de Lyon
et Villeurbanne et du conseil général du Rhéne. Nous espéronz que ces
institutions trouveront dans ce volume une preuve concréte du hien-fondé
de leur effort!

Special Issue in Astérisque en
1984 :

Elie Cartan et les mathématiques
d’aujourd’hui

proceedings of ENS Lyon
Colloquium from 25th to 29th
June 1984 (200 attendees from
Mathematics & Physics) .

Among Speakers: Jean-Louis
Koszul et Jean-Marie Souriau

Introduockion . ... ie i i i
Une lettre d’André WeiL & Henri CaRTAN
BERGER [Marcel). — La géométrie métrique des variétés rieman-
niennes (variations sur la formule a® = B* + ¢® — 2he cos o)
CHERN (Shiing-shen), — Moving frames .. ..o oot
CHOQUET-BRUHAT (Ywvonne]. — Causalitd des théories de super-
4=
FEFFERMAN (Charles) and GRAHAM (C. Robin). — Conformal in-
R =

GELFAND (I.M.) and ZELEVINSKY (A.V.). — Representation models
for classical groupa and their higher symmetries ... ...

GROMOV (M.). — Isometric immersions of Riemannizn manifolds ..
GUILLEMIN (Victor), — The integral geometry of line complexes and

a theorem of Gelfand-Graev .. ... .. 0 i iiiiiiiieiinnanas
HELGASON (Sigurdur]. — Fourier transform on symmetric spaces . .
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I Elementary Structures of Information Geometry

Seminal work of Elie Cartan
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Information Geometry and Interdisciplinarity of Science

structure
des
systémes I
d\nannquu ’

©Thales 2015 All rights reserved.

Quantum Bliqn-Fishera
Metric (qbit)

DT

This document may not be reproduced, modified, adapted, published, franslated, in any way, in whole orin

I_ part or disclosed to a third party without the prior written consent of Thales -
N

The Kantrogey B d ruantorn Metriv

(]

enlropy

o

' B BALEAMN
el sl
el

du microscopiciie
AU MACTOsCOpgTe

CANRS T
FHIYVERLUE
STACIETEXIE

DE L ECOLE
POLYTECHMICOUE

2
i

I\ metric spaces

Souriau-Fisher I\7\etric &
| Lie Groups

Thermodynamycs -3
Joseph Fourier

250t Birthday

Modern Fourier Analysis and
Fourier Heat Equation in
Information Sciences for the

& Fisher magnetic, XXist Century
Metric y acoustic)

Introduction to
Symplectic
Geometry

fiabey

Souriau-Koszul-Fisher
‘ Metric & Electro-
Magnetic Wave
Statistics

Statistics in Fisher ‘2‘"
Metric spaces

THALES



Esprit de finesse et esprit de géométrie

Pour la théorie de la connaissance mais aussi pour les sciences est fondamentale
la notion de perspective.

Or, les expériences faites dans la géométrie algeébriques, dans la théorie des
nombres, et dans l'algebre abstraite m'induisent & tenter une formulation
mathématique de cette notion pour surmonter dainsi au moyen de
raisonnements d’origine géométrique la géométrie. Il me semble en effet, que la
tendance vers I'abstraction observée dans les mathématiques d’aujourd’hui,
loin d'éfre 'ennemi de I'intuition ait le sens profond de quitter I'intuition pour la
faire renaitre dans une alliance entre « esprit de géométrie » et « esprit de
finesse », alliance rendue possible par les réserves énormes des mathématiques
pures dont Pascal et Goethe ne pouvaient pas encore se douter.

Erich Kéhler - Sur la théorie des corps purement algébriques, 1952

©Thales 2015 All rights reserved.
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Infroduction (1/2)

> L'étude des densités exponentielles invariantes par un groupe remonte aux
travaux de Muriel Casalis dans sa these de 1990 [1-2].

> Ce probleme avait été étudié précédemment dans un cadre géométrique par
Jean-Louis Koszul dans les années 60 [3-7], en parallele des travaux d'Ernest
Vinberg [8-10] en Russie, pour définir des densités, sur des cones convexes
saillants, invariantes par les automorphismes de ces cones.

> Le probleme général a été résolu pour les groupes de Lie par Jean-Marie Souriau
en Mécanique Géométrique en 1969 [11-12], en définissant une
«Thermodynamique des groupes de Lie » en Mécanique Statistique.

» Ce modele de Souriau considere la statistique des systemes dynamiques dans
leur « espace d'évolution » associée a une variété symplectique, et définit gréce
a des outils cohomologiques (non eéquivariance de I'opérateur coadjoint pour
I'application moment avec apparition d'un cocyle) une densité (de Gibbs) qui
est covariante sous I'action des groupes dynamiques de la physique (par
exemple, le groupe de Galilée en physique classique).

32 ENS ULM Séminaire Mathématique et Philosophie I H A I E s



Infroduction (2/2)

2 Le cas des familles exponentielles invariantes par un groupe est un cas particulier
associé au groupe affine.

> L'approche de Koszul et Souriau utilise la représentation affine des groupes de Lie
et algebre de Lie.

» Jean-Louis Koszul revient sur ce modele de Jean-Marie Souriau en 1987 (ouvrage
qui vient d'étre traduit en anglais [13]).

> Ces structures géométriques associées aux familles exponentielles permettent de
définir des généralisations de la métrique de Fisher [14-16] en géométrie de
I'Information (métrique de Fisher-Koszul liee a la 2-forme de Koszul sur les cones
convexes saillants et métrique de Fisher-Souriau liée aux orbites coadjointes et
I'’application moment).

> L'équation de Clairaut-Legendre a la base de ces structures géométriques avait
été découverte des 1943 par Maurice Fréchet [17-18] de facon concomitante &
sa découverte de la borne de Fréchet-Darmois.
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I Gromoyv question: Are there « entropies » associated to moment maps

Bernoulli Lecture - What is Probability?
! Y What is J;gbabuhty?
. Misha
» 27 March 2018 - CIB - EPFL - Switzerland GROMOY. S8
» Lecturer: Mikhail Gromov
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and complex) moment maps of gen-

and observe following R. Fisher that : St
eral toric varieties? Is there a mean-

the spherical metric (with constant
curvature +1) thus transported to
A™ call it ds? on A" is equal, up
to a scalar multiple, to the Hessian
of the entropy Fokok kR kKRR kKK S

ent{po. ....pn} = - Lipilogp;.
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ingful concept of "generalised prob-
ability” grounded in positivity en-
countered in algebraic geometry?
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Lie Groups Tools Development: From Group to Co-adjoint Orbits
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Lie Group & Statistical Physics

Jean-Michel Bismut — Random Mechanics

Jean-Marie Souriau — Lie Group Thermodynamics, Souriau Metric
Jean-Louis Koszul — Affine Lie Group & Algebra representation

Harmonic Analysis on Lie Group & Orbits Method
Pierre Torasso & Michéle Vergne — Poisson-Plancherel Formula
Michel Duflo — Extension of Orbits Method, Plancherel & Character
Alexandre Kirillov — Coadjoint Orbits, Kirillov Character

Jacques Dixmier — Unitary representation of nilpotent Group

Lie Group Representation

Bertram Kostant — KKS 2-form, Geometric Quantization
Alexandre Kirillov — Representation Theory, KKS 2-form
Jean-Marie Souriau — Moment Map, KKS 2-form, Souriau Cocycle
Valentine Bargmann — Unitary representation, Central extension

Lie Group Classification

Carl-Ludwig Siegel — Symplectic Group

Hermann Weyl — Conformal Geometry, Symplectic Group
Elie Cartan — Lie algebra classification, Symmetric Spaces
Willem Killing — Cartan-Killing form, Killing Vectors

Group/Lie Group Foundation

Henri Poincaré — Fuchsian Groups

Felix Klein — Erlangen Program (Homogeneous Manifold)

Sophus Lie — Lie Group

Evariste Galois/Louis Joseph Lagang.el; Substitution Gro& S



Jean-Marie Souriau @ ENS Ulm 1942

Jacques Dixmier
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I Rational to Use Lie Groups for THALES Machine Learning Applications
Lie Group is

Simple ®
(natural principles

as foundations of
Geometry)

Lie Group
preserves
invariance wrt all
transformations

.

Lie Group uses
all Symmetries of
your problem

Lie Group is o—
Coordinate Free

Lie Groups Time
Serie Captures
Intrinsic Time
Dynamic (e.g.
Movement)
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I Souriau Book on « Calcul Linéaire » & Leverrier-Souriau Algorithm

s )

-
i . 9
- JEAN-MARIE SOURIAU

ST CALCUL
RTINS LIVEAIRE

i 1

ol P(/.)=det(u—4)=;ki/z"-"

k,=1 et By=I

-

A =B_4 . kl.=—l_n'[_f1!.}. i=1l..n-1
i
|
B=A+kI ou B=B_A—-w(B_A)I
i

4, =B A et k=—t0(4,)
H

3 f}_ Souriau, J.-M..:.Une méthode pour la
| décomposition spectrale et I'inversion des
matrices. Comptes-Rendus

PRESSES UNIVERSITAIRES PRESSES UNIVERSITAIRES
DE FRANCE Y

DE FRANCE % hebdomadaires des séances de
| 'Académie des Sciences 227 (2), 1010-
. 1011, Gauthier-Villars, Paris (1948).
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Souriau Algorithm for Characteristic Polynomial Computation

P(1)=det(Al - Zkl”' Q(A)=adj(Al - Zz” B,

k,=1 and BO_I

A=B_A , kiz—ltr(A), i=1..,n-1
|
B=A+kl or B = Bi_lA—%tr(Bi_lA)l

A =B A and k, :—%tr(An)
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Souriau Algorithm for Exponential Map Computation

[A1-A]" =M@[M ~A]Q(4)=P(A)I

P(4)
B,=1 and B = Bi_lA—tr(B_i‘lA)l
1)< 2 A !
k,=1, kiz—M i=1,...,n
L |

Good Candidate due to its high
(7 integrated on [0,h] such that parallelization capability for
Exponential Map Computation
for « Lie Group Machine
kWith 7(0)=..=y"? =0 and »""(0)=1 Learning »

2) kyy™ +ky "V +k PV +ky=0

n-—.

1
3) Computation of @(t) =" =>" """ (t)B, on [0,h]
i=0

4) Extension of Computation on [0, ph] by @ ( pt)=(®(t))’
43 B) X(t)=Dd(t)X, with X, = X(0) THALES



Souriau algorithm to recover Lie Group Rodrigue’s formula
0 -w o,
80(3)={R/R_1=RT} W, =| s 0 - =a)1L1+a)2L2+a)3|_3650(3),w=(a)1,w2,w3)€R3

— 0
% = @B, +y®B, + B, w,

B,=1 and k, =1

Tr(l.o,) Tr(la,)
B =lo - | =, and k; _—f:O e” =121 + 1% 1y ® o
B, — B, %)y o il 1 and K, —— (2 ”)—ku
B, =00 +Hof =000 k=0 =1+ =sin (o)
YO )+l 7O ) =0 with »?(0)=1,5(0) =0, (0) =0 |
1 0@ =a,.o +|o| | + il COS(HG)Ht) 0)2
“’(t)—H Hsm(Ha)Ht) and y(t)—sz(l—cos(Ha)Ht)) o] :
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I Jean-Marie Souriau

|45

| Graduated from ENS ULM (Ecole Normale Supérieure Paris), with Elie Cartan

| Algebre Multi-Linéaire: J.M. Souriau, Calcul Imealre P.U.F., Paris, 1964;

| Introduction of Symplectic Geometry in Mechanics (seminal Lagrange ideas):

teacher in 1945

Souriau PhD at ONERA: J.M. Souriau, “Sur la Stabilité des Avions” ONERA Publ., 62, OMNERA
vi+94, 1953 (proof that you can stabilize one aicraft with respect to all positions of FHCH AEROSHACE LA

engine: Caravelle), supervised by André LIChneI'OWICZ (College de France) &

Joseph Péres

« Ce que

Le Verrier-Souriau Algorithm (équation des parametres du polynéme
' uniau Algort (€quat P v poly Lagrange a vu,

caractéristique) P(A) = det(M = A) =koA" + FA*1 4 oo 4 koA 4 Ky ,
Q(A) = AdJ(AT = A) = A" By + A" 2By 4 <.« + ABn_3 + Bu_y que na pas vu
o= @ Bowl Laplace,
A= B, W ‘%m.‘... Bi= A4 NI c'était la
A= B @ hm=stlAs structure

symplectique »
J.M. Souriau, Structure des systemes dynamiques, Dunod, Paris, 1970
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Jean-Marie Souriau PhD at ONERA defended June 20th,1952:
« Sur la stabilite des avions »

| Jean-Marie Souriau proved that you can stabilize an airplane whatever the positions of the engines



ltinéraire d'un mathématicien

Un entretien avec Jean-Marie Souriau
propos recueillis par Patrick Iglesias

J.-M. Souriau Ma thése portait sur la stabilité des
avions.

J.-M. Souriau On couple les propriétés élastiques
des ailes d'un avion avec la dynamique de l'at-
mosphere décrite par des équations aux dérivées par-
tielles et une nappe de discontinuités tourbillonaires.
Avec tout g¢a, on calcule un déterminant complexe et
on compte combien il fait de tours autour de 'origine
quand varie une pulsation w. Sl fait le bon nombre
de tours, I'avion est stable: sinon il se mettra a vi-
brer et il explosera. Et ¢a marche! Ca a été utilisé
pour des avions comme le Concorde. Il en résultait
qu’on pouvait mettre les réacteurs n’'importe ol, que
¢a ne changeait rien a la stabilité. A la suite de quoi,
on a commencé a mettre les réacteurs sur I'empenage
arriere et pendant 25 ans, tous les avions qui avaient
des réacteurs a l'arriére ont payé des royalties a la
France, mais pas 4 moi.

ENS ULM Séminaire Mathématique et Philosophie

Voila ma vie de scientifique a mes débuts. J'appli-
quais les mathématiques. J'analysais une situation,
j'en donnais un modele mathématique et, de facon
annexe, j'essayais d'en trouver une conséquence prati-
que. Les problémes posés dans ma thése conduisaient
4 des problemes de caleul mumérique. Nous avions
a notre disposition un centre de calcul ol les caleula-
trices fonctionnaient a la manivelle. puis des machines
mécanographiques a cartes perforées, Nous étions
en pointe 4 'ONERA, parce qu'on y était obligés.

C'est comme ¢a que J'ai fait la premiere démons-
tration de calcul scientifique chez IBM. J'avais fait
un programme qui, pendant que les invités prenaient
Papéritif, résolvait une équation du troisieme degré ;
a la fin de 'apéritif, on avait une racine de I'équation.
Ca faisait beaucoup de bruit et ¢a consommait beau-
coup de cartes. Peu aprés je faisais, dans les mémes
conditions, la premiére démonstration de calcul scien-
tifique chez Bull qui ne voulait pas étre en reste. A

ce moment-la, ecrire un programme, ¢ etait se mettre
devant un tableau et connecter des fils. Apres. j'ai
vécu tous les stades de I'informatique, j’ai été témoin
de Thistoire de I'informatique et des choix stupides
qui se sont succédés en France pendant des dizaines
d’années : tout ce qu'on a fait dans les écoles, les
subventions déguisées a l'informatique francaise sans
se demander si les éleves pourraient en faire quelque
chose! La, j'étais plutot spectateur. Non, j'ai quand
meéme inventé un algorithme en 1948 qui a été uti-
lisé sur les premiers ordinateurs aux Etats Unis pour
I'analyse spectrale des matrices (matrices de Leontiev
en économie mathématique).

Jean-Marie Souriau PhD at ONERA defended June 20th,1952:
« Sur la stabilité des avions »

Caravelle Airplane
First flight: 27 May 1955

Caf‘av?”e

McD Douglas MD-11
First flight: 30 Dec 1986




Itinéraire d'un mathématicien

Un entretien avec Jean-Marie Souriau
propos recueillis par Patrick Iglesias

J.-M. Souriau Ma thése portait sur la stabilité des
avions.

J.-M. Souriau On couple les propriétés élastiques
des ailes d'un avion avec la dynamique de l'at-
mosphere décrite par des équations aux dérivées par-
tielles et une nappe de discontinuités tourbillonaires.
Avec tout ¢a, on calcule un déterminant complexe et
on compte combien il fait de tours autour de I'origine
quand varie une pulsation w. S’il fait le bon nombre
de tours, I'avion est stable: sinon il se mettra a vi-
brer et il explosera. Et ¢a marche! Ca a été utilisé
pour des avions comme le Concorde. Il en résultait
qu’on pouvait mettre les réacteurs n’importe o1, que
ca ne changeait rien a la stabilité. A la suite de quoi,
on a commencé a mettre les réacteurs sur 'empenage
arriere et pendant 25 ans, tous les avions qui avaient
des réacteurs a l'arriere ont payé des royalties a la
France, mais pas a moi.
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Le Souriau Ingénieur inspire le Souriau Physicien Mathématicien

J.-M. Souriau C'est bien plus tard que j'al compris [RISPXN"SNeSlileIsRe

qu'il était implicite dans Lagrange. L'idée essentielle, [ . .
c'est que les solutions des équations du mouvement I“ONERA° JM ,SOUHOU'
d'un systéme dynamique constituent une variété syms- Sur la Stabilite des
plectique. Et j’ai pensé que ca avait un intérét d'étu- [ANACIFNOINIS TNVl o]
dier ce type de variété, comme ¢a a un intérét d'étu- ECYEVIERVEEEIRCH|le!

dier les variétés riemanniennes. posiﬂon des réacteurs
Le Journal Uniquement par curiosité 7 ne chonge rien & la

J.-M. Souriau Non, o'était avec le souvenir de dis- stq bl|l1’é)
cussions avec des ingénieurs qui se posalent la ques-
tion suivante : gu’est-ce qui est essentiel en mécani-
que. Je me rappelle trés bien un ingénieur qui m’avait
demandé : est-ce que la mécanique c’est simplement
le principe de conservation de 'énergie? Ca va bien
pour un systéme 4 un parametre, mais dés qu'il v en
a deux, ce n'est pas suffisant. J'avais appris bien siir
les équations de Lagrange et tous les principes analy-
tiques de la mécanique, mais tout ¢a, c'était un livre
de recettes ; on n'y voyait pas de vrais principes.




SOURIAU: Groupe Affine et Thermodynamique

> « Les différentes versions de |la science mécanique peuvent se classer par la
géométrie que chacune implique pour I'espace et le temps ; géométrie qui se
détermine par le groupe de covariance de la théorie. Ainsi la mécanique
newtonienne est covariante par le groupe de Galilée; la relativité restreinte par le
groupe de Lorentz-Poincaré ; la relativité générale par le groupe « lisse » (le
groupe des difféomorphismes de I'espace-temps). Il existe cependant une partie
des énoncés de la mécanique dont la covariance appartient d un quatrieme
groupe —rarement envisagé : le groupe affine. Groupe qui figure dans le
diagramme d’inclusion suivant . Galillée

Poinors /

> Comment se fait-il qu'un point de vue unitaire, (qui serait nécessairement une
véritable Thermodynamique), ne soit pas encore venu couronner le tableau 2
Mystere... »
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I Milieu et structures affines par Souriau

| Citation de Souriau:

> « Il est évident que I'on ne peut définir de valeurs moyennes que sur des objets
appartenant a un espace vectoriel (ou affine); donc - si bourbakiste que puisse
sembler cette affirmation - que I'on n'observera et ne mesurera de valeurs
moyennes que sur des grandeurs appartenant a un ensemble possedant
physiquement une structure affine. Il est clair que cette structfure est
neécessairement unique - sinon les valeurs moyennes ne seraient pas bien
définies. »

| Citation de Pascal:

> « C'est sortir de I'humanité que de sortir du milieu. La grandeur de I'é@me humaine
consiste a savoir s'y tenir. Tant s'en faut que la grandeur soit a en sortir, qu'elle est
a n'en point sortir. »
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Jean-Marie Souriau a Carthage de 1954 a 1958
(Germination de « structure des systemes dynamiques »)

4 | B o P “E = ¥ E I

‘ s . \
ina.fr

Institut des Hautes Etudes de Tunis, 8 rue de Rome
Video : http://www.ina.fr/video/AFEO1000164
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CARTHAGE & MASSILIA: Mediterranean Root of Souriau SSD Book
(Institut des hautes études, 8 Rue de Rome, Tunis)

- —
" - o 4 TUNIS - Fue de Rame o1 a0 Sesiee o.."y

Carthage
(Tunis)

BRAUDEL

La Méditerranée

espoce
ot I'histoire

Héméroskopeion Battle between
Carthage & Massilia, 490 BJC

g\ '\ | Massilia
pU|s Professe s ‘ 'Institut d SR I (Marseqlle
EludesdeTunis Tl

En effet, son mari

est nommé en 1952 4 I'Institut des Hautes Etudes de Tunis ; leur installation en Tuni-
sie, plus précisément 4 Carthage, lui apporte la vision d’'un monde nouveau

Charnps Msteire

Jallais donc rue de Rome, oir était situé I'Institut, et fit la connaissance du secrétaire,
Smerly, frére d'un grand poete tunisien. Par la suite, je rencontrai les colleégues, les historiens
Frezouls, ancien membre de 1'Ecole de Rome, Ganiage, historien de 1'épogque modeme, les
juristes Percerou, De Bemis, les scientifiques Diacono, Souriau, etc.
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Souriau Esthetism on « structure of motion » by 3 generation of ENS
Ulm graduated students

STRUCTURE

DES
SYSTEMES
DYNAMIQUES

ENS ULM Séminaire Mathématique et Philosophie

Esthetism of motion

OPEN

Paul Sourlou

Structure of Esthetism

ENS Uim 1912

1 nES



Etienne Souriau & Gaston Bachelard at Sorbonne University

~

Dans laWour de la Sorbonne enW9o44 : les professeurs E. Bréhier, P. Mouy, R. Bayer,

El . - “ bli Seas ]
o4 G. Bachelard, H. Gouhier, E. Souriau, F. Laporte et P. Romeu, bibliothécaire (d. g.ad.)




Le Livre de Souvuriau

DEFFATEMENT M8FREN T
Dirigd o b Peipesar . LEEONG

STRUCTURE

DEN

SYSTEMES
J-M. Scuriau DYNAM l“:? UES
Structure of |
Dynamical Systems Mottes s makimatipan

A Symplectic View of Physics T

1L
Tt 7 M e Ve
KA Cmiwan

G M Tuywnsn
T~ - e

Birkhduser

http://www.imsouriau.com/structure des systemes dynamiques.htm
http://www.springer.com/us/book/9780817636951

22 THALES



http://www.jmsouriau.com/structure_des_systemes_dynamiques.htm
http://www.jmsouriau.com/structure_des_systemes_dynamiques.htm
http://www.jmsouriau.com/structure_des_systemes_dynamiques.htm
http://www.springer.com/us/book/9780817636951
http://www.springer.com/us/book/9780817636951
http://www.springer.com/us/book/9780817636951

Souriau SSD Chapter IV: Gibbs Equilibrium is not covariant with respect
to Dynamic Groups of Physics

..‘mmlquz STATISTIQUE COVARIANTE

Le groupe des translations dans le temps (7.9) est un sous-groupe du

groupe de Galilée ; mais ce n'est pas un sous-groupe invariant, ainsi que le Chap|tre IV « Mécar"que

montre un calcul trivial. Si un systéme dynamique est conservatif dans un3 s -
repére d'menle il en résulte qu 'il peut ne plus érre comerval{f dans un auire -,\ Stat I Stl q ue »

devenir compaublc avec la relativité galiléenne.
Nous proposons donge Je principe suivant :

Si un systéme dynamique est invariant par un sous-groupe de Lie G

du groupe de Galilée, les équilibres naturels du systéme constituent I'e o
semble de Gibbs du groupe dynamique G’

Trompette de Souriau

ment Z de '@, donc de @ ; on pourra écrire . . Lorsque le fait qu’on rencontre est en
\ i B+ . [l opposition avec une théorie régnante, il
(17.78) L Zzm|l® 0 8 3

.l faut accepter le fait et abandonner la
Ml théorie, alors méme que celle-ci,
1

en utilisant les notations (13.4) ; Z parcourt I’ensemble Q défini en (16. 2]9) ,}
a chaque valeur de & est associé un élément M du dual 4% de ¥, valeur ;&
moyenne du moment u; on peut appliquer les formules (16.219), (16. 220),. pi1
qui généralisent les relations thermodynamiques (17.26), (17.27), (17. 28). 4
(17.79)  On voit que c'est Z (17.78) qui généralise la « température »; le théoréme! q’]
d’isothermic (17.32) s’étend immédiatement : 1'équilibre d’un systéme b
composé de plusicurs parties sans mteracuona s'obtient en attribuant 5:{
chaque composante un équilibre correspondant a'la méme valeur de Z 3
I’entropie s, le potentiel de Planck z et le moment moyen M sont additifs. W

> '.
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soutenue par de grands noms, est
généralement adoptée




Main references for Souriau « Lie Groups Thermodynamics »

! 1 9 4 Collogues Internationaux CN.R.S.
7 N® 237 — Géoméwic symplectique et physique mathématique

SUFFLEMIINTO AL NUOVO CIMEN w. 1, 1966
FOLUME IV
MECANIQUE STATISTIQUE,
GROUPES DE LIE ET COSMOLOGIE
Définition covariante des équilibres thermodynamiques. Jean-Marie SOURIAU (D

J.-M. SOURIAT
Faoulté des Sciences - Muarseille

(ricavuto il § Novembre 1965)

Contents. — 1. Un probléme varistionnel. — 2. Mécanique statistique Premic ti
classique. — 8. Equilibres permis par un groupe de Lie. — 4. Exemples, — FETIETe parte
5. Localisation de la température vectorielle. FORMULATION SYMPLECTIQUE DE LA MECANIQUE STATISTIQUE

Référence to Blanc-Lapierre Book in Souriau Book
[7] A. Blanc-Lapierre, P. Casal, and A. Tortrat, Méthodes mathéma- T H A L E s
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I_ tiqgues de la mécanique statistiqgue, Masson, Paris, 1959,



I Mécanique Statistique, Groupe de Lie et Cosmologie (Souriau 1974)

FORMULATION SYMPLECTIQUE DE LA MECANIQUE STATISTIQUE

RESUME

La notion classique d’ensemble canonique de Gibbs est étendue au cas d’une variété
symplectique sur laquelle un groupe de Lie posséde une action symplectique (“groupe
dynamique™).

La définition rigoureuse donnée ici permet d’étendre un certain nombre de pro-

priétés thermodynamiques classiques (la température est ici un élément de I'algébre de Lie
du groupe, la chaleur un élément de son dual), notamment des inégalités de convexité.

Dans le cas de groupes non commutatifs, des propriétés particuliéres apparaissent :
la symétrie est spontanément brisée, certaines relations de type cohomologique sont véri-
fiées dans I'algébre de Lie du groupe.

Diverses applications sont abordées (corps tournants, mécanique statistique covariante
ou relativiste). :

[Ces résultats précisent et complétent une étude publiée dans un ouvrage antérieur (2)

|i8 qui sera désigné par les initiales S.5.D.]. THALES



I J.L. Lagrange Symplectic Structure (Lagrange’s paper of 1810)

| Symplectic Structure discovered by J.L. Lagrange

» The concept of a symplectic structure appeared in Mathematics much earlier than the word
symplectic, in the works of Joseph Louis Lagrange (1736-1813), first in his paper about the
slow changes of the orbital elements of planets in the solar system, then in a following paper
a little later, as a fundamental ingredient in the mathematical formulation of any problem in
Mechanics.

» J.-M. Souriau has shown that Lagrange’s parentheses are the components of the canonical
symplectic 2-form on the manifold of motions of the mechanical system, in the chart of that
manifold. Lagrange discovered this notion of a symplectic structure more than 100 years
before that notion was so named by H. Weyl.

| See papers:
» J.-M. Souriau, La structure symplectique de la mécanique décrite par Lagrange en 1811,

Mathématiques et sciences humaines, tome 94 (1986), p. 45-54.

» Charles-Michel Marle, The inception of Symplectic Geometry: the works of Lagrange and
Poisson during the years 1808-1810, Thirty years of bihamiltonian systems, Be dlewo, August 3—
9. 2008
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Lagrange 2-form rediscovered by Jean-Marie Souriau

r
> Rewriting equations of classical mechanics in phase space ( )

d°r d d v
m—s=F V_F et v=r
dt” "t dt t
> Souriau rediscovered that Lagrange had considered the evolution space:y=| r |eV
mov—Fat =0 vV
or—vot =0

> A dynamic system is represented by a foliation. This foliation is determined by an
antfisymmetric covariant 2"9 order tensor o , called the Lagrange (-Souriau) form,
a bilinear operator on the tangent vectors of V.

St 5't
o(y)S'y)=(M& —F&, &' r-vs't)—(mS'V—FS&'t,& —v&) sy=|6sr| et 5'y=|s'r
oV o'V

2 In the Lagrange-Souriau model, o is a 2-form on the evolution space V, and the
differential equation of motion implies: oy € €

5' 0, V&' oy)=0 ou Oy eker
o  CBkey)=0,vey  a(dy) yeker(o) THALES



Francgois Gallissot Theorem & Poincaré-Cartan Integral Invariant

> Gallissot Theorem: There are 3 types of differential forms generating the equations of
a material point motion, invariant by the action of the Galileo group

( 3
= ZiZ(mdvi — Fdty

] m i=1 F. Garvissor, Les formes extérieures en Mécanique (Thése), Durand,
A< 5 Chartres, 1954,
m 2
e = (dx, —v,dt)
=

3
=35, (dx, —v,dt)\mdv, — F,dt) with 5, krénecker symbol
1

C: w—i&u mdv, — Fdt) A(dx, —vdt)

> dw= Ocons’rrouned the Pfaff form J; Fdx to be closed and to be reduced to thg
differential of U : C = @ =ms,dv, /\dx ZdH Adt with H=T-U and T = 1/2) m(v,

» It proves that @ has an ex’rerlor d|fferen’nol dw generating Poincaré-Cartan Ihfegral
invariant: 3
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Frangois Gallissot Work in 1951 based on Elie and Henri Cartan works

1951

ENS U

APPLICATION DES FORMES EXTERIEURES DU 2- ORDRE
A LA DYNAMIQUE NEWTONIENNE ET RELATIVISTE
par Frangois GALLISSOT (Grenohle).

Introduction

La méeanique est généralement concue en définizsant des
grandeurs cinémaliques vitesse, accélération, des grandeurs dyna-
migues [orces, la différenticlle du vecleur vitesse élanl lide au
produit vecteur foree par df par le principe de Newton. En admettant
que les phénoménes mécanignes sont susceplibles d'dtre décrits par
des équat.inn_a diﬂ'ﬁrunlielies, ﬂ_eg.t inlﬁre.uanl [l'u\mir une forme
génératrice des éguations dilférentielles complitement invariantes
dans les transformations du groupe poncluel portant sur un
ensemble de an varables de posihion el vilesse.

A notre point de vue en mécanique Newtonienne, un point
malériel de masse m est repéré par 7 variables &', 1, ' (¢ varianl de
1 & 3) auquel on associe une forme extérieure construite sur les
différentielles da', di, v,

w=mkydv' A\ de/— mk'do’ o di ki Xde! 5 dl

iy symbole de Kronecker, X' composantes de la foree IF appliquée
au point) w est invariante dans les transformations du groupe
Galiléen el son expression a mime forme par rapport i lout repire
Galiléen orthonormé. Les équations dillérentielles du mouvement
sont les dquations assocides b w:

L

ORI X1, {1 N

hli_(.&:“'_}= :Iﬂfuh!"—ﬂ"[ﬂ}:l].

Bk
¥ ebn’)

II est essentiel de remarquer que ce sont les dquations associées
i w qui lient les paraméires o aux différentielles des paramitres de
posilion &' el au termps.

['_] Cf. Communicalion au C.ungré: des Socutbis Bavanles, E:n.-n.nlﬂe, |1_|.-f|:l. BOUS PTEARD,
Comples rendus do I"Académie des Sciences, £ 33§, P a1 g8-arhe, 30 ma Jgfu.

MECANIQUE. — Les formes emtéricures et la Mécanique des milieur continus.
Note de M. Frascots Gavrissor, présentée par M. Henri Villat.

Le mouvement d'un milieu continu avec déformations est une application ¢
de classe C7(r==2) de I'espace R* dans p*, en désignant par o’ l’esp:ica nu.mé—l
rique 4 3 dimensions, par R* le produit de l'espace numérique 4 3 dimensions
par la droite numérique ¢.

Plus généralement, nous considérons les applications ¢ de classe C*I de
Pespace numérique R? dans l'espace numérique g%, auxquelles nous associons
Ta variété des jets (*) du premier ordre J*(R#, p"). Soient (B4, .. Y,.E“)Ies coor-
données d'un point £ de g"(#', ..., ") les coordonnées d'un point de ‘H.":
Dans J'(R*, p") de dimension np+nr--p, les coordonnées canoniques d'un
point sont (E', ..., E% .y, ., 2 .y T Lcsélo.‘?:lm?nl.s (05445 03005
a;...;0, ...0) constituent le noyau Egp, de la variété des jets, de sorle
que J*(R?, p") = RrEq " .

Les champs et les Jormes E{E—,}VP. Nous désignons par a; le champ de vee-
teurs dans J' de composantes (0, ..., 054, - G5 0y -0 oy o) A lua'forme
volume V,, définie sur R* qui s'éerit V= da’ /\. .. /\d=” et au faham.p a; nous
faisons correspondre, au moyen de l'opérateur des transformations infinitési-

THALES



LES FORMES EXTERIEURES EN MECANIQUE
par F. GALLISSOT,

1952

INTRODUCTION

La mécanique des systémes paramétriques développée tradition-
nellement d’aprés les idées de Lagrange s'est toujours heurtée a des
difficultés notables lorsqu'elle a désiré aborder les questions de frot-
tement entre solides (impossibilité et indétermination) ou la notion
générale de liaison (asservissement de M. Béghin), d'autre part la
forme lagrangienne des équations du mouvement ne nous donne
aucune indication sur la nature du probléme de l'intégration.

Dans ces célébres lecons sur les invariants intégraux Elie Cartan

Francois Gallissot Work in 1952 based on Elie and Henri Cartan works

Pour atteindre ces divers objectifs il m'a semblé utile de reprendre
dans le chapitre 1 I'étude des bases logiques sur lesquelles est édifiée
la mécanique galiléenne. Je montre ainsi dans le § 1 que lorsqu'on
se propose de trouver des formes génératrices des équalions du

mouvement dun point matériel invariantes dans les transforma-

tions du groupe galiléen, la forme la plus intéressante esl une forme

extérieure de degré deux définie sur une variélé V. = E ®E®,T

(E, espace euclidien, T droite numérique temporelle)('). Dans
le § 11 on montre qu'd toul syst®me paraméirique holonome & n
degrés de liberté est associé une forme () de degré deux de rang 2n
définie sur une variété différentiable dont les caractéristiques sont les
équations du mouvement (*). Gette forme s'exprime si l'on veul au

moven de an formes de Pfaff et de df, la forme hamiltonienne

n'étant qu'un cas particulier simple. Dans le § 3 ]'indique

a montré que loutes les propriétés des équations différentielles de la
dynamique des syttmes holonomes résultaient de l'existence de
Pinvariant intégral [0, © =pdg'— Hdt. Ainsii tout systéme holo-
nome dont les forces dérivent d'une fonction de forces est associé
une forme w, les équations du mouvemenl! étant les caractéris-
tiques de la forme extérieure dw. Au cours de ces dix dernidres

sommairement comment on peut s'affranchir de la servilude des

coordonnées dans 1'étude des systémes dynamiques et le rdle impor-

tant joué par I'opérateur i( ) antidérivation de M. H. Cartan (%), le

champ caractéristique E de la forme ) étant défini par la relation

(E)2 = o.

(') M. Knavrcmexxo a présenté celle conception an VIL® Congras de Mécanique.

(*) Dis 1946 M. Licunenowicz au Bulletin des Sciences Mathémaligues lome LXX,
p- go a déjh introduit les formes extéricures pour la formation des égquations des systémes
holonomes et lindsirement non holonomes.

(*) M. H. Canran, Collogue de Topologic, Bruxelles, 1950, Masson, Paris, 1931,

années, sous l'influence des topologistes s'est édifie sur des bases
qui semblent définilives la théorie des formes exiérieures sur les
variétés différentiables. Il est alors naturel de se demander si la méca-
nique classique ne peut pas bénéficier largement de ce courant
d'idées, si elle ne peut pas étre construite en placant & sa base une
forme extérieure de degré deux, si grice & la notion de variétés, la
notion de liaison ne peut pas étre envisagée sous un angle plus intelli-
gible, si les indéterminations et impossibilités qui paraissent para-
doxales dans le cadre lagrangien n'ont pas une explicalion natu-
relle, enfin s'il n'est pas possible de considérer sous un jour nouveau
le probleme de l'inlégration des équations du mouvement, ces
derniéres étant engendrées par une forme (! de degré deux.

F. Garrissor, Les formes extérieures en Mécanique (Thése), Durand,
Chartres, 1954,

THALES



Evolution space of Lagrange-Souriau

Evolution Space V Space of Motion U
—
. ~
&
---------------------- | sy -— m&/ — F& - O
v

Space-Time
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I Seminal work of Muriel Casalis (Institut Mathématique de Toulouse)

I Muriel Casalis PhD at Paul Sabatier Toulouse University supervised by Gérard Letac

| Reference of Muriel Casalis
> Casalis, M.: Familles exponentielles naturelles invariantes par un groupe. PhD from Paul Sabatier
university, Toulouse, France, 1990

> Casalis, M.: Familles exponentielles naturelles sur R9 invariantes par un groupe. Int. Stat. Rev.,
59(2):241-262, 1991.

> Casalis, M. : Les familles exponentielles a variance quadratique homogene sont des lois de Wishart
sur un cone symétrique, C. R. Acad. Sci. Paris Sér. | Math. 312, p. 537-540., 1991

| References of Gérard LETAC

> Letac. G. : A characterization of the Wishart exponential families by an invariance property. J.
Theoret. Probab., 2(1):71{86, 1989

2> Letac, G.: Lectures on Natural Exponential Families and their Variance Functions, Instituto De
Matematica Pura E Aplicada, 1992

> Letac, G. : Les familles exponentielles statistiques invariantes par les groupes du Cone et du
paraboloide de révolution, Journal of Applied Probability, Vol. 31, Studies in Applied Probability, pp.
71-95, 1994

2> Letac, G.; Wesolowski, J. : Why Jordan Algebras are Natural in Statistics: Quadratic Regressi
166 “Ulmpliss Wishatt DistiitsUtions. Bull. Soc. math. Francé 139 (1), p. 129-144, 2011 FHALES




Travaux précurseurs de Muriel Casalis

Irsevstomal Rakinial Rovwrw (UL B 1 -3 Pried s Gres Brvus
€ Imcmvenrad Sntsmcsl bemtur

Familles Exponentielles Naturelles sur ¢
Invariantes par un Groupe

Muriel Casalis

Lobareoire de Statisvigue, Université Pawl Sebatier, 118, rowse de Narbonne, 31062
Towlouse Cedex, France

Reévamé

La der Larmalier de R” pw un groape 4'afirds donsd onl
fabte Gum mom oo cola dun groupe compact, on partialicr de ospe des rotalioes, cehil de powpe
Mn*aﬂnl'-m & La Adopate comsnte b radwre b
peopnest dimvariance de b o wne propeifid poctant wr los messres gl engosdront pas b recharcher
e drmitees o8 comedecnie

1 Introduction

1l est courant en statstique & envisager un modéle (Q, o, (P )i.0) tel qul existe un
prowpe G de permutations de Q préservant globalement la famdlle de probsbilaés
Fw (P, 0e0), Cesti-dire que pour tout (8, g) de © x G, l'image g(Fy) de P, par g est
encore dans F (Barndorfl-Nielen parle alors de modéle de transformations). On pourra
consulter Baradorfi-Nicksen et al. (1982) et plus récemment le livre de Barndorfl-Nielsen
(1968).

Un exemple célibre est celut des distnbutions de Fasher- Von-Mises pour leguel Q est
Ia sphere unité de Uespace eudlidien E,

Polde) = LEF) " exp (0, 1 )otdx),

o désignant la probabidité und war Q et L(0) le coefficient de normalisation, et pour
lequel G est le groupe des rotations N E) de £
Dans cet exemple, [V, 0 ¢ 8) est unc lamilie cxponenticlle naturclle au sens suivant
Soit E un espace vectoriel de dimension finic, E* son dual et s (6, r) est dams E* x E,
(8, x) désigne le crochet de dualiné; soit, de plus, 4 une mesure de Radoa posstive ser £
on note alors L, 1a transformée de Laplace de p définie par

L,;E-—.w.uu«J exp (0, ) ufdv);
L

D, est Vemsemble (66 E*, L (8) <=}, O(u) son imérieur ot k, Is fonction définie sur
BNu) par

k(0)=Log L.(9) oy
On dérigoe nussi par M(E) I'emmemble dos mesures de Radon u positives telles que:
(1) g n'est pan W um wpace sffine stnct de £

(1) & u) est non vide
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NEF (Natural Exponential Families): Letac & Casalis

E E (6, x)
(6’, X)e E'xE. u E
L, :E"—>[0,%0] with 0 L,(6)=[e"" u(dx)
E :
k,(6) ®(u) interiorof D,

k,(0)=IlogL,(0)

F (1) = {P(0, e)eb) = " (c), 0. O(u)|

—{0eE", L, <o}

k', () = j XP (8, 1¢)p(dx)

v, Mg —)@(,u) with M _
Ve (m) =k (i, (m))= (', (m))

68
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NEF (Natural Exponential Families): Letac & Casalis

F
F(u)=F(1') < 3(a,b) e E"xR,such that z'(dx) =e"**** 4(dx)
= E U QX g, X+V,
g, €GL(E) E v,eE
o(F)={p(P(0, 1)).6 € O(u)} E
o(4)
F G

E).iiVoeG p(F)=F: Yu,F(p(u))=F(u)
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NEF (Natural Exponential Families): Letac & Casalis

F=F(u)
E F G
Ja:G —> E ,3b:G — R, such that:
a(pe')='g.'alp)+alp)
b(pg')=blp)+blp)-(al¢'). g,v,)
Vo €G,p(u)(dx) = X0 4y (dx)
G b G. a

Cohomology of Lie groups

V((D,(D')EGZ,<

70
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NEF (Natural Exponential Families): Letac & Casalis

G onE'by: gX='g'X,0eG,xeE’

a(9,9,)= 9,:a(9,) +a(g,)
a vn>0
G" o E’ 3(G"E’)
d":3(G"E")—> 3(G",E)

n

an(gli'”’ gn+1): gl'F(QZ"“’ gn+1)+2(_1)i F(gl’ 9201 9iGisgs s gn)

=1

+(_1)n+l|:(gl’ YRR gn)
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NEF (Natural Exponential Families): Letac & Casalis
Z2"(G,E”)=Ker(d") B(G,E")=Im(d"*). wiih 2"
H"(G,E")=2"(G,E")/B"(G,E")
Cohomology Group of G E
dO:E*—>S(G,E*) ZO:{XeE*;g.x:x,vQ eG}
X (g g.x—x)
d*:3(G,E")— 3(G% E")
Fi>d'F , d'F(9,,9,)= 6,.F(9,)—F(9,9,)+ F ()

' ={F e3(G,E"} F(9,9,) = 9, F(9,) + F(9,), ¥(9,, 9,) € G2
B'={F e3(G,E"}3xe E",F(g) = g.x— X}
72 THALES



NEF (Natural Exponential Families): Letac & Casalis
the Cohomology Group H 1((3, E*): 0 Zl(G, E*): Bl(G, E*)
= 3dc e E", such that Vg € G, a(g) = (IOI —tg‘l)c
F=F(u) G
vg € G, glu)dx) =1 ()
vg <G, gle" y(dx))z e2 @ 1 (dx) with s, (dx) = e u(d)
H*(G,E")=0 a
A:G — GA(E) v(9,9')eG? A, = A A,
g A, A (0)='g7@+a(g) A(G)compactsub-group of GA(E)

3fixed point = Vg eG,Ag(c)ztg‘lc+a(g)=c:>a(g)=( ! ‘1)0
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Lie Group

75

A set equipped with a binary operation with 4 axiom:s:

b

>
>
>

v

v

Closure Va,beG thenaebeG

Associativity  Va,b,c e G then (aeb)ec=ae(bec)
Identity JdeeG suchthateea=aee=a
invertibility VaeG,dbeG such thatbea=aeb=¢

A group that is a differentiable manifold, with the property that the
group operations of multiplication and inversion are smooth maps:

VX, Yy €G then ¢:GxG — G then ¢(x, y) = X'y is smooth

A Lie algebra g = TeG is a_vector space with a binary operation
called the Lie bracket [.,. AXQx — @ that satisfies axioms:

lax+by, z]=a[x,z]+b[y,z] ; [xx]=0; [x,y]=-[y,X]
Jacobi Identity: | x,[y,z]|+[ z.[x y]|+] y.[z.x]] =0
[ X, y]="%y=yx for Matrix Lie Group




Coadijoint operator and Coadjoint Orbits (Kirillov Representation)

» the adjoint representation of a Lie group Adg is a way of representing its elements
as linear tfransformations of the Lie algebra, considered as a vector space
¥:G — Aut(G) Ad, =(d¥,) ‘g > ad =T,Ad :T.G — End (T,G)

g ¥, (h)=ghg™ X Ad (X)=gXg™  X,YeTGrad,(Y)=[X,Y]

» the coadjoint representation of a Lie groupAd; , Is the dual of the adjoint
representation (g denotes the dual space t :
vgeG,Y en,Feg’, then (Ad;F,Y)=(F,Ad_.Y)
> A coadjoint orbit: O, ={Ad;F =gFg,g G} subsetof a’,F g’
2 carry a natural homogeneous symplectic structure by a closed G-invariant 2-form:

oo (K F Ky F) =B (X,Y)=(F,[X,Y]), X,Y eq. The coadjoint action on O
76 wissaHamilfonian G-action with moment map givenby Q > THALES



I Sovuriau Theorem

| Souriau Foundamental Theorem « Every symplectic manifold is a coadjoint
orbit » is based on classification of symplectic homogeneous Lie group
actions by Souriau, Kostant and Kirillov:

» Jean-Marie Souriau. Structure des systemes dynamiques, Dunod, Paris, 1969.

> Bertram Kostant. Orbits and quantization theory. In Congres international des
mathématiciens 1970.

> Alexandre A. Kirillov. Elements de la théorie des représentations. Editions MIR,

Moscou, 1974.
geG mmm) O, ={Ad;F=9g7'Fg,geG,Fea’} mmm) o, =(F.[X.Y]),X.Y eq,F eq’
Lie Group Coadjoint Orbit Homogeneous Symplectic Manifold
(action of Lie Group on dual Lie algebra) (a smooth manifold equipped with

a closed nondegenerate differential
2-form o, such that do=0, where the
Lie Group acts transitively )

| 77 ENS ULM Séminaire Mathématique et Philosophie OPEN I H A L E s



Souriau Invention of « Moment map »:
Geometrization of Noether Theorem

| As explained in by Thomas Delzant at 2010 CIRM conference “Action
Hamiltoniennes: invariants et classification”, organized with Michel Brion:

> "“The definition of the moment map is due to Jean-Marie Souriau.... In the book of
Souriau, we find a proof of the proposition: the map J is equivariant for an affine
action of G on g* whose linear part is Ad *.... In Souriau's book, we can also find a
study of the non-equivariant case and its applications to classical and quantum
mechanics. In the case of the Galileo group operating in the phase space of
space-time, obstruction to equivariance (a class of cohomology) is interpreted as
the inert mass of the object under study”.

2 We can uniguely define the moment map up to an additive constant of
integration, that can always be chosen to make the moment map equivariant (a
moment map is G-equivariant, when G acts on g* via the coadjoint action) if the
group is compact or semi-simple. In 1969, Souriau has considered the non-
equivariant case where the coadjoint action must be modified to make the map
equivariant by a 1-cocycle on the group with values in dual Lie algebra g =

| 78  ENSULMSéminaie Mathématique ef Philosophie OPEN I H A L E s




Interior/Exterior Products and Lie derivative

79

> iva) is the (p-1)-form on X obtained by inserting V (X) as the first argument of @ :
Interior product : IVC()(V2 o -Vp ) — a)(V (X),V2 o -,VIO )
> O A@isthe (o + 1)-formon X where @ is a p-form and @ is a 1-form on X:

p .
. , . [ ~
Exterior product: @ A a)(vo’ eV ) — Z(_]_) Q(Vi)a)(vo oV )
=0
(Where the hat indicates a term to be omitted).
> Lva) is a p-form on X .and Lva) = ( if the flow of V consists of symmetries of @:

d -
Lie derivative : Lva)(vl,---,vp):aetv a)(Vl,---,Vp)

t=0

THALES



Exterior derivative and E.Cartan, H. Cartan & S. Lie formulas

> dw is the (p+1)-form on X defined by taking the ordinary derivative of (@ and
then anfisymmetrizing:

& i 0w

Exterior derivative : da)(VO,“-,Vp):Z(— ) —(V )(VO, Vi, ,Vp)
i=0

p:O’[dw]i :aia) ! pzl’[dw]ij :aia)j —6ja), ! p=2,[da)]ijk :aia)jk+aja)ki +aka)

2 The properties of the exterior and Lie Derivative are the following:

Lva): diva)+ |Vda) (E. Cartan)

i[u ’V]a) — iv Lua)— LU iva) (H.Cartan)

Lyve=LLo-LLao e

80 THALES



Souriau Moment Map (1/2)

> Let (I\/| . G) be a connected symplectic manifold.
» A vector field 77 on M is called symplectic if its flow preserves the 2-form :
Lo=0
2 If we use Elie Cartan's formula, we can deduce that .
L, o=d,o+1do=0
> bu’r as do=0 ’rhen d| o = (. We observe that the 1 form| O Is closed.
2 When this 1-form is exact, ’rhere is a smooth function X — H on M with:

| o =—dH
n
» This vector field 77 is called Hamiltonian and could be define as s symplectic
gradient :
77 — VSymp H

8'| ENS ULM Séminaire Mathématique et Philosophie I H A l E S



Souriau Moment Map (2/2)

dinazO | o =—dH

n

> We define the Poisson bracket of two functions H, H ' by:
(HH}=0(nn")=0(VemH" VimH)

with inG =—dH oand iﬂ.O' =—dH"
> Let a lie group (G that acts on M and that also preserve o .

2 A moment map exists if these infinitesimal generators are actually hamiltonian, so
that a map exists:

J: M —)g* with iz GZ—dHZ where HZ =<J(X),Z>

X
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Fisher Metric by Misha Gromov (IHES)

> http://www.ihes.fr/~gromov/PDF/structre-serch-entropy-
july5-2012.pdf

> Lecture Slides & video:

http://www.ihes.fr/~gromov/PDF/probability-huge-Lecture-
Nov-2014.pdf

https://www.youtube.com/watch2v=hb4D8yMdov4

https://www.youtube.com/watch2v=v7QuYuoyLQc&t=5935s
(at time 01Th35min)

ENS ULM Séminaire Mathématique et Philosophie
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Souriau-Fisher Metric and Frechet-Darmois Bound

16)
_ Ao AY 4 | 8°log p,(2)
R, ~[lo-d)o-0) |17 o)), -—E{ oo, }
ds2 = Kullback _ Divergence(p,(z), p,,4,(2))
2 Po.as(2) W=W(0)
ds? :—_[ p,(z)log o () dz . ds? = ds?

ds2 ~ > g,d6dg; =>[1(9)] ;,d6.dg; =do".1(6).d0

Taylor i i
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Motivation: Information Geometry & Machine Learning

2 Information geometry has been derived from invariant geometrical structure
involved in statistical inference. The Fisher metric defines a Riemannian metric as
the Hessian of two dual potential functions, linked to dually coupled affine
connections in a manifold of probability distributions. With the Souriau model, this
structure is extended preserving the Legendre tfransform between two dual
potential function parametrized in Lie algebra of the group acting transitively on
the homogeneous manifold.

> Classically, to optimize the parameter @ of a probabilistic model, based on a
sequence of observations Y, ,is an online gradient descent with learning rate n, ,
and the loss function |, =—log p(y, / ¥,) :

ol (y, )T

0, <6, —n, 50
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Motivation: Information Geometry & Machine Learning

87

2 This simple gradient descent has a first drawback of using the same non-adapftive

ENS

learning rate for all parameter components, and a second drawback of non
invariance with respect to parameter re-encoding inducing different learning
rates. Amari has infroduced the natural gradient to preserve this invariance to be
insensitive to the characteristic scale of each parameter direction. The gradient
descent could be corrected by (8)™ where | is the Fisher information matrix
with respect to parameter @, given by: T

ol ()

0, < 0, —nl (gt—l)_l e

1(0)=[9; | .
5 log p(y/@)ﬂ :{E B m){amg p(y/6)dlog p(y/@)ﬂ

with g. =| —E
i l: y~p(y/6’){ a@iagj 00 00.

! J
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I Natural Gradient & Stochastic Gradient: Natural Langevin Dynamics

| To regularize solution and avoid over-fitting, Stochastic gradient is used, as
Langevin Stochastic Gradients

| Yann Ollivier (FACEBOOK FAIR, previously CNRS LRI Orsay) and Gaétan
Marceau-Caron (MILA, previously CNRS LRI Orsay and THALES LAS/ATM &
TRT PhD) have proposed to coupled Natural Gradient with Langevin
Dynamics: Natural Langevin Dynamics (Best SMF/SEE GSI'17 paper)

1
6(It(yt ) _Nloga(é’tl)) 5
0, <6 ,-nl (et—l)_l 20 + \/%I (6)t—1)_1/2 N (01 l )

| The resulting natural Langevin dynamics combines the advantages of
Amari’s natural gradient descent and Fisher-preconditioned Langevin
dynamics for large neural networks

| 88 ENS ULM Séminaire Mathématique et Philosophie OPEN I H A L E s



Dual Entropic Natural Gradient

6, «6_,-n16_,)" o (é‘ ; o)
O=VH(&)=h(¢)  £=VG(0)=9(9) H (&) =Sup{(0.¢)-G(0)}
R A Ay /ah; )
VA (0(£))=V.N(E)V (1(£)= Vil (h(£) =[Vh(&)] VA (h())
Lol (v h(&y))

Natural Dual Entropic Gradient

é:t < §t—1 — & [VZH (§t—1):| a‘f
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Motivation: Information Geometry & Machine Learning

90

2 Amari has proved that the Riemannian metric in an exponential family is the
Fisher information matrix defined by:

9. =— 0D with ®(6) :—Iogje‘<‘9'y>dy
. 00,00, ; -
2 and the dual potential, the Shannon entropy, is given by the Legendre transform:
od(6) and 6 — oS (n)

S(17) =(0,17)—®(0) with 7, = p on
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Motivation: Information Geometry & Machine Learning

2 J.L. Koszul and E. Vinberg have infroduced an affinely invariant Hessian metric on
a sharp convex cone through its characteristic function

d,(0)=-log _[ e‘<‘9’y>dy =—logy,(6) with 8 € Q2 sharp convex cone
o

v, (0) = J' e ?Yidy with Koszul-Vinberg Characteristic function
o

> 15t Koszul form a: a =d®,(0) =—d logy,(0)
> 2nd Koszul form y: ¥ = Da = Dd logy, (6)

(Ddlogya () @)= L){ JF@as] G(é)zdé—( J F(é)-G(é)dé]] S0 with F()=e?" and 6(2)=e ¥ (u,¢)
Q Q Q Q _<§,0>
: €
> Diffeomorphism: 77 =-a =-dlogy,,(0) = f &p,(5)d& with p, (&) = I g2
o

> Legendre fransform: S, (7) =(6,n7)—®,(8) with n=d®,(6) and QH =dS, (1)
91 THALES



Motivation: Information Geometry & Machine Learning

92

2 In geometric statistical mechanics, Souriau has developed a ‘“Lie groups
thermodynamics” of dynamical systems where the (maximum entropy) Gibbs
density is covariant with respect to the action of the Lie group. In the Souriau
model, previous structures of information geometry are preserved:

RO

|(ﬂ):—aﬂ2 with ®(B) =-log “jﬁ e PV 4 U:Moaga
S(Q)=(,Q)—0(p) with Q=ﬁ—?a’* and ==Y e

» In the Souriau Lie groups thermodynamics model, f is a *geometric” (Planck|
temperature, element of Lie algebra g of the group, and Q is a “geometric”
heat, element of dual Lie algebra g of the group.
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Motivation: Information Geometry & Machine Learning

93

2 In Souriau’s Lie groups thermodynamics, the invariance by re-parameterization in
information geometry has been replaced by invariance with respect to the
action of the group. When an element of the group g acts on the element S eg
of the Lie algebra, given by adjoint operator Adg . Under the action of the group
, Ad,(f) . the entropy S (Q) and the Fisher metric | (,6’) are invariant:

s[Q(Ad,(8)]=5(Q)

pexg— Ad (8)=
| [Adg(ﬂ)}: | (,B)
1(B) =—82qj with @(B) =-log j e P& 4
o0(p) _ _@Q) _
S(Q)= (ﬁ Q) O(B) with Q= o3 “and = 0 <8



Motivation: Information Geometry & Machine Learning

» Souriau has proposed a Riemannian metric that we have identified as a
generalization of the Fisher metric:

=9, | with 0,([8.2].[8.2,])=6,(2.[5.2.])
with ©,(2,,2,)=6(2,,2,)+(Q.ad, (Z,) ) where ad, (Z,)=[Z,,Z,]
> The tensor @ used to define this extended Fisher metric is defined by the

moment map J(x) . from M (homogeneous symplectic manifold) fo the dual

Lie algebra ¢ . given by:

O(X,Y) = JXY] {35,dy} with J(x):M —> g such that J, (x) =(J(X), X) X eq
2 This tensor @ is also defined in tangent space of the cocycle e(g) eq (this

cocycle appears due to the non-equivariance of the coadioint operator Adg
action of the group on the dual lie algebra): Q(Ad (ﬂ)) Adg(Q)+6’( )

O(X,Y):gxg >N with ©(X) =T, 0(X(e))
94 XY 5 (O(X),Y) THALES



Souriau Definition of Souriau Metric as non-equivariant extension of
KKS 2 form

Souriau-Fisher Metric I(,B):[gﬂ] with gﬂ([ﬂ,zl],[ﬂ,zz])=@ﬁ(Zl,[ﬂ,Zz])
with (:)ﬂ(Zl,Zz)=@(Z1’Zz)+<Q’[Zsz] >

Non-Equivariant Case: aditional term from Souriau Cocycle Equivariant KKS 2 form

(:)(X,Y)zJ[X,Y]—{JX,JY} with J(x):M —g" suchthat J, (x) =(J(x),X), X eg
O(X,Y):axg—>R with ®(X) =T,0(X(e)) O(8.2)+(Q,[5.2] )=0
XY = (0(X),Y) [ € Ker @ﬂ
Souriau Fundamental Q(Ad (,B))= Ad*(Q)+9(g)
: : : g g
o ... Fauation of Lie Group Thermodynamics THALES



Fundamental Souriau Theorem

G

Lie Group Lie Algebra

Dual Lie Algebra

IB . (Planck) température /9
element of Lie algebra

: , t of dual * * *
Q ;Heal clementof duc Q  Q =Q(Ad, (8))=Ad; (Q)+6(g)



Souriau-Fisher Metric & Souriau Lie Groups Thermodynamics:
Bedrock for Lie Group Machine Learning

TEMPERATURE HEAT
In Lie Algebra G In Dual Lie Algebra
gﬂ([ﬁ’ Zl]’ [ﬂ’ZZ])=€)ﬂ(Zl1[ﬁizz])20

x/ Q QO g az|o(‘:]J'e—<ﬁ,U(§)>d/1
M

Gibbs canonical
ensemble 2
0

Ad, (B) Ad: (Q)+06(g) 1(8) = 1(Ad, (8))=-

[ONRN4 X
S
Entropy invariant under the
s(Q):<,8, Q>_q)(lg) action of the group

s(Q)=(£.Q)—®(8)=(0(Q).Q)— (@ (Q))

Logarithm of Partition Function  Entropy —
(Massieu Characteristic Function) Q=0(pB) = oD _ o B=0© (Q)eg
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Souriau Lie Groups Thermodynamics: Geometric Calorific Capacity

Nous prenons désormais 2 dans C . La valeur moyenne du moment ix) * * *
dans 1'état de Bibbs est égal & la dérivee Souriau-Fisher Metric

Q=20 is a Geometrization
I >0 estun difféomorphieme snalytique de C sur un ouvert convexe of ThermOdyndmiCOI
de ‘5*; la transformée de Legendre s de =z : «Calorific Capacity»
s(@) = 62— (Pierre Duhem has
y est convexe et vérifie I = s*(D): la dérivée seconde: deep'y deve'oped

K =271D) this idea of
est un tenseur positif. dont l7inverse est égal & s’ (R). : « generqlized

K munit l’ensemble € d’une structure riemannienne invariante par 17ac- opge
tion du groupe; pour cette structure, 1’application linéaire Ad(Z) est CCIpCICIi'IeS )))
antihermitienne.

»; . . .
L apph:at:nn fz . définie par: B Dans le cas classique, on ne considére que le groupe de dimension 1 des
translations temporelles (qui n’est défini qu’aprés avoir choisi un réfé-
rentiel - par exemple celui de la bofte qui contient le gaz), Alors, avec
¥ N 3 des unités convenables, 7 est 17inverse de la TEMPERATURE ABSOLUE; =z
L7, e est le POTENTIEL THERMODYNAMIGUE DE PLANCK; -s est 1’ENTROPIE; @ est
I’ENERGIE INTERME: K caractérise la CAPACITE CALORIFIQUE. L |

£,12°,2') = k{cz,2°3,2°7)

est un cocycle symplectique, cohomologue a §  Eformule (2,7 C)13 son
noyau est 1°orthogonal de 1’orbite adjointe de I pour la structure rie~

mannienne de C . THALES



Souriau Lie Group Thermodynamics: Geometric Calorific Capacity

11 faut bien entendu que cette Intégrale soit convergente ; nous
diéfinirgns |'‘enserble cannnigue de Gibbs L

corme le plus grand ouvert

(dans 1'algdbre de Lie) ol cette intégrale est localement normalement conver-
cente (en (& ). On montre que S\

fonction (™ sur [l

est convexe, et que

T €5t une
; que ‘a dtrivée Q= %
. ey

coincide avec la

tenseur ‘EQ

rifique). 11 en résulte que z  est fonction convexe de @ ; la trans-
formation de¢ Legendra lut associe une fongtion coﬁzsﬁe. 4 savoir

est syrétrique et positif (i1 géndralise la capacité calo-

(7.3)

QH sz 2- QO

s est Y'entropie.

THALES



Souriau-Fisher Metric based on cocycle

pour chaque “tempdrature® ) , définissons un tenseur f. , somme
du cocycle £  (¢éfini en (3.2)) et du codord de 1a chalevr :
7.4 !
(7.4) Fe(1.1)=f(z,r.‘)+q[z,z.']
f<) Jouit alors des propriétés sufvantes :

) 2) fGB est un cocvcle symplectigue ;
b) Qe ker fy
5) c) Le tenseur symétrique I gefini sur 1'enserdle de valeurs de ad(@)
par

3sll@,2),le,11) = folz,l@.2")

hest positif (et méme défini positif si 1'action du groupe est effective).

Ces formules sont universelles, en ce sens qu'elles ne mettent pas en jeu
Ta variété symplectigue U - mafs seulement le groupe G , son cocycle
100 £ Umsémine syrplectique f et les ceuples

@ . 0. Peut-étre cette “thermolynamique T l I /\ L E 5
dos groupes ce Lic® a-t-elle un fntérét mathimaticue. .



Souriau Model of Lie Groups Thermodynamics

an element of Lie Algebra

Legendre Transform of minus logarithm of Laplace Transform
Geometric Calorific Capacity (hessian of Massieu Potential)

Gunther’s Poly-
Symplectic Model (vector-valued model in non-equivariant case)

. s o
L |
L]
«* ® *
s *° o . .
. L]
° covariant
* . covariance of
| o . . ' Gibbs density wrt Dynamical Groups
[} &
| ¥ 7 a4 ® g



Massieu Potential versus Gibbs Potentials

GIBBS Potential: Free Energy Tout mathématicien sait qu'il est
impossible de comprendre un cours
élémentaire en thermodynamique.

— - Viadimir Arnold

MASSIEU Potential : characteristic function

F 1
—E-S=¥Y=(F,E)-S
T=TE S Y=(BE)-

_T Legendre Duality
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Sovuriau Verbatim:
“Quinta Essentia”
momentum-movimentum

www.thalesgroup.com



Souriau Quinta Essentia (Quinte Essence)

> “Plagons-nous d’abord dans le cadre de la mécanique classique. Etudions un systeme
mécanique isolé, non dissipatif—nous dirons brievement une «chosen. L'ensemble des
mouvements de cette «chosen est une variété symplectique. Pourquoi ? Il suffit de se reporter
a la Mécanique Analytique de Lagrange (1811); I'espace des mouvements y est traité
comme variété différentiable; les coordonnées covariantes et contravariantes de la forme
symplectique y sont écrites (Ce sont les “parenthéses* et “crochets” de Lagrange). Evoquons
maintenant la géométrie du 20éme siécle. Soit G un groupe difféologique (par exemple un
groupe de Lie); y un moment de G (un moment, c’est une 1-forme invariante a gauche sur
G); alors I'action du groupe sur y engendre canoniquement un espace symplectique (ces
groupes pourront avoir une dimension infinie). Présomption épistémologique: derriere
chaque uchoseyn est caché un groupe G (sa “source*), et les mouvements de la «chosen sont
simplement des moments de G (doublet latin mnémotechnique : momentum-movimentum).
L'isolement de la «choseyn indique alors que le groupe de Poincaré (respectivement de
Galilée-Bargmann) est inséré dans G; voila I'origine des grandeurs conservées relativistes
(respectivement classiques) associées a un mouvement x: elles constituent simplement le
moment induit sur le groupe spatio-temporel par le moment-mouvement x.”
Quantique?¢ Alors c'est géométrique
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Souriau Quinta Essentia (Quinte Essence)

> “ll y a un théoreme qui remonte au XXéme siecle. Si on prend une orbite coadjointe d’un
groupe de Lie, elle est pourvue d’une structure symplectique. Voici un algorithme pour
produire des variétés symplectiques : prendre des orbites coadjointes d’'un groupe. Donc cela
laisse penser que derriere cette structure symplectique de Lagrange, il y avait un groupe
caché. Prenons le mouvement classique d’'un moment du groupe, alors ce groupe est tres
«grosy pour avoir tout le systéeme solaire. Mais dans ce groupe est inclus le groupe de Galilée,
et tout moment d'un groupe engendre des moments d’'un sous-groupe. On va refrouver
comme cela les moments du groupe de Galilée, et si on veut de la mécanique relativiste, cela
va étre celui du groupe de Poincaré. En fait avec le groupe de Gadlilée, il y a un petit probleme,
ce ne sont pas les moments du groupe de Galilée qu’on utilise, ce sont les moments d’une
extension centrale du groupe de Galilée, qui s’appelle le groupe de Bargmann, et qui est de
dimension 11. C’est a cause de cette extension, qu'il y a cette fameuse constante arbitraire
figurant dans I'’énergie. Par contre quand on fait de la relativité restreinte, on prend le groupe
de Poincaré et il n'y a plus de problemes car parmi les moments il y a la masse et I'énergie
c’est mc2. Donc le groupe de dimension 11 est un artéfact qui disparait, quand on fait de la
relativité restreinte.”
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Souriau Quinta Essentia (Quinte Essence)

> "“Je me suis dit, a force de rencontrer des groupes, il y a quelque chose de caché la-dessous.
La catégorie métaphysique des groupes qui plane dans I'empyrée des mathématiques, que
nous découvrons el que nous adorons, elle doit se rattacher a quelque chose de plus proche
de nous. En écoutant de nombreux exposés faits par des neurophysiologistes, j'ai fini par
apprendre le réle primitif du déplacement des objets. Nous savons manipuler ces
déplacements mentalement avec une trés grande virtuosité. Ce qui nous permet de nous
manipuler nous-méme, de marcher, de courir, de sauter, de nous rattraper quand nous
tombons, etc. Ce n’est pas vrai seulement pour nous, c’est vrai aussi pour les singes ; ils sont
beaucoup plus adroits que nous pour anticiper les résultats d’'un déplacement. Pour certaines
opérations élémentaires de «lecturey, ils vont méme dix fois plus vite que nous. Beaucoup de
neurophysiologistes pensent qu’il y a une structure spéciale génétiquement inscrite dans le
cerveau, le cdblage d’'un groupe ... Lorsque il y un tremblement de terre, nous assistons a la
mort de I'Espace. ... Nous vivons avec nos habitudes que nous pensons universelles. ... La
neuroscience s'occupe rarement de la géométrie ... Pour les singes qui vivent dans les arbres,
certaines propriétés du groupe d’Euclide sont mieux cédblées dans leurs cerveaux.”
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Koszul Book
Introduction to Symplectic
Geometry
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I Jean-Marie Sovuriau by Jean-Louis Koszul

| Both Souriau and Koszul followed last lectures of Elie Cartan and were
inspired to use Affine Representation of Lie Group and Lie Algebra

| « A l'époque ou Souriau développait sa théorie, I'establishment avait
tendance a ne pas y voir des avancées importantes. Je I'ai entendu
exposer ses idées sur la thermodynamique mais je n’ai pas du tout réalisé
a I'époque que la géométrie hessienne était en jeu. », J-L. Koszul 2018

| « At the time when Souriau was developing his theory, the establishment
tended not to see significant progress. | heard him explaining his ideas on
thermodynamics but | did not realize at the time that Hessian geometry
was at stake.”, J-L. Koszul 2018
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Souriau & Koszul at 1953 Conference « Topologie différentielle » in
Strasbourg

1o < e I ssnew .~ THALE S



TaBLE oF CONTENTS

I Koszul Works and links with Souriau Work

1 Soame Algebra Basics 1

2 In 1986, "Infroduction to symplectic geometry" book L e s it gl v :

13 The cam

following a Chinese Koszul course in China L, e b s e

(translated into English by Springer in 2019).

2 Symploctic Manifolds %5

21 Symplectic structures oo manifolds 2
> This book takes up and develops works of Jean- 23 S

Marie Souriau on homogeneous symplectic 16 Submaibe of s i
manifolds. Chuan Yu Ma writes in a review, on this 3 Cutsngeat Bunile -

33  Liomville forms and cancencal sysploctic structures on cotangest bandies

book in Chinese, that "This work Coincided with P st s ey oA s e "
developments in the field of analytical mechanics. ¢ "E‘“u
Many new ideas have also been derived using a

5 Poisson Manifolds 113

wide variety of notions of modern algebra, ooy g ety o
. . . . . 53 Posssn sroctures on the daal of a Lae algebra 14

differential geometry, Lie groups, functional analysis,

differentiable manifolds, and representation theory.

[Koszul's book] emphasizes the differential-
geometric and topological properties of symplectic
manifolds. It gives a modern treatment of the subject
that is useful for beginners as well as for experts".

THALES
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Koszul Book on Souriau Work

Jean-Louls Koszul - YI Ming Zou

Introduction to Symplectic Geometry
Forewords by Michel Ngulffo Boyom, Frédéric Barbaresco and Charles-Michel Marle

This introductory book otfers a unique and unified overview of symplectic geometry,
highlighting the differential properties of symplectic manifolds. It consists of six chapters:
Some Algebra Basics, Symplectic Manifolds, Cotangent Bundles, Symplectic G-spaces,
Poisson Manifolds, and A Graded Case, concluding with a discussion of the differential
properties of graded symplectic manifolds of dimensions (o,n). It is a useful reference
resource for students and researchers interested in geometry, group theory, analysis and
differential equations. This book is also inspiring in the emerging field of Geometric
Science of Information, in particular the chapter on Symplectic G-spaces, where Jean-
Louis Koszul develops Jean-Marie Souriau’s tools related to the non-equivariant case
of co-adjoint action on Souriau’s moment map through Souriau’s Cocycle, opening the
door to Lie Group Machine Learning with Souriau-Fisher metric.

com/book/10.1007/%2F978-981-13-3987-5

Jean-Louis Koszul
Yiming Zou

Introduction to
Symplectic
Geometry

MUS) Science Press

&4 Beijing @ Springer



https://link.springer.com/book/10.1007/978-981-13-3987-5
https://link.springer.com/book/10.1007/978-981-13-3987-5
https://link.springer.com/book/10.1007/978-981-13-3987-5
https://link.springer.com/book/10.1007/978-981-13-3987-5
https://link.springer.com/book/10.1007/978-981-13-3987-5
https://link.springer.com/book/10.1007/978-981-13-3987-5
https://link.springer.com/book/10.1007/978-981-13-3987-5
https://link.springer.com/book/10.1007/978-981-13-3987-5
https://link.springer.com/book/10.1007/978-981-13-3987-5
https://link.springer.com/book/10.1007/978-981-13-3987-5

New Koszul Definition of Souriau- Fisher Metric (1/3)

>Notations: Ad a=sas™ , seG,aex, ad,b=[ab], acgben
Ad::tAds_l , seG

> properteis: Ad,, . =exp(—ad,), aeg Ad,,,=exp'(ad,), acn
» Properties of moment map u: U M —)g;ﬁ Xt—>SX , XeM
(d(v), a) = w(ax, V)

d(Ad; o p,a)=(Ad du,a)=(du, Ad_.a)

(du(v), Ad a)= ols tasx,v)= w(asx, sv) (du(sv),a) = (d(uos,, ,a)kVv)

a)=

d<AdSo,u,a> <,uos <,uoSM—AdSo,u,a>=O
112 THALES



New Koszul Definition of Souriau- Fisher Metric (2/3)

> Symplectic Cocycle: 0, (s) = u(sx) — Ad : u(x) , seG
0, (st) = u(stx) — Ad_ 1(X) = 0,(s)+ Ad. u(tx) — Ad_ Ad, 1(x)
0,(st)=0,(s)+ Ad:<9ﬂ (t)

> Group action on dual Lie Aigebra: Gxg — g , (S, E) > sé=Ad :5 +0, (s)
p(sx) = sp(x) = Adgu(x) +6,(s) , VseG,xeM
0, (s) = u(sX) — Ad ()

> PopertiesGxg —> & ,(6,&)r>ef = AdeE+0,(6) =&+ u(X) — pu(X) =&

(5,5,)6=Ad,, £+6,(55,)=Ad_ Ad, £+0,(s,)+Ad, 0, (s,)

(5,5,) = Ad] (Ad] £+6,(5,))+6,(5,) =5,(5,¢) , ¥5,,8, €G,Een’
113 THALES



New Koszul Definition of Souriau- Fisher Metric (3/3)

> Koszul definition of Souriau 2-cocycle: C ﬂ(a, b):<d6?ﬂ (a),b> , a,beq
du(ax)="ad, u(x)+d6,(a) , xeM,acq
(duu(ax), b) = {u(x),[a,b]) +(d0, (a),b) = {{x,a), {1, b)), xeM,a,beg
c,(ab)=1{{ua),(u,b)}—(u[a,b) =(do,(a)b) , abex
c,(lablc)+c,(b,cla)+c,(c,alb)=0, ab,cen
W' (@), (0))= {(u.a), (ub)}= 1 (o b]+c (a.b))=u fabl,
> Property: i'= u+@=>C,(a,b)=c,(ab)—(p[a b))
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Sovuriau & Koszul formulas

O(X,Y) =y —1Jx: Iy } c, (a.b)={{ua) (u.b)}~(u[a,b])
J:M —>ga with x> J(X)

such that J, (x) =(J(x), X ), X eqg

o(x.Y]2)+6(Y,z] x)+6(z,x]Y)=0 ¢, ([ab]c)+c,([b.c].a)+c,([c.a].b)=0
O(X,Y):gxg— R c, (ab)=(dg,(a),b) , abeg
XY - (0(X),Y)
with ©(X) =T,0(X (e))
0,(2,2,)=6(2,,2,)+(Q.ad, (Z,) ) p'=p+o=c,(ab)=c,(ab)—(pab)

L with ad, (Z,)=[Z,,Z,] THALES
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I Gallileo Group & Alebra & V. Bargman Central extensions

| Symplectic cocycles of the Galilean group: V. Bargmann (Ann. Math. 59,
1954, pp 1-46) has proven that the symplectic cohomology space of the
Galilean group is one-dimensional.

Homogeneous Gallileo group

| Gallileo Lie Group & Algebra

X'=R.X+0t+W (X' [|[R O | W] X]
t'=t+e t' (=110 1| e]|t
X4 and weR3%eecr* 1] [0 O 11
R e SO(3) o 17 V| . _ .
] Bargmann’Central extension: 0 0 = 7 and Y e R’ g eR
T R i 0 W 6 0 o " |loeso@) X dxX
0 1 0 e N N
Jal”
—~U'R Ny 1 f
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I Covariant Gibbs Equilibrium

| Jean-Marie Souriau has observed in 1964 in « Définition covariante des
equilibres thermodynamiques » that Classical Gibbs Equilibrium is not
covariant with respect to Dynamic Groups (Gallilee Group in classical
Mechanic or Poincaré Group in Relativity). Classical thermodynamics
corresponds to the case of Time translation.

| To solve this incoherency, Souriau has extended definition of Canonical
Gibbs Ensemble to Symplectic Manifolds on which a Lie Group has a
Symplection Action:

2 (Planck) Temperature is an element of the Dynamical Group Lie Algebra
2 Heat is an element of the Dynamic Group Dual Lie Algebra

| In case of non-commutative groups, specific properties appear: the
symmetry is spontaneously broken, some cohomological type of
relationships are satisfied in the algebra of the Lie group
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I Gibbs Canonical Ensemble on Symplectic Manifold

| In statistical mechanics, a canonical ensemble is the statistical ensemble
that is used to represent the possible states of a mechanical system that is
being maintained in thermodynamic equilibrium.

| Souriau has extended this notion of Gibbs canonical ensemble on
Symplectic manifold M for a Lie group action on M

| The seminal idea of Lagrange was to consider that a statistical state is
simply a probability measure on the manifold of motions

| In Jean-Marie Souriau approach, one movement of a dynamical system
(classical state) is a point on manifold of movements.

| For statistical mechanics, the movement variable is replaced by a random
variable where a statistical state is probability law on this manifold.
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What is a Temperature ? Is there an unknown structure behind it ?

. . .
ol LD ™
’ o * ® ’ é.
® . @ L * ¢ \:‘
. Ay
] ‘:/
o .
. .-- *
. . .- . .
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I Geometric (Planck) Temperature in the Lie Algrbra

| Let a Group G of a Manifold M with a moment map E , the Geometric
(Planck) Temperature g is all elements of Lie Agebra g of G such that the
following integrals converges in a neighborhood of g : | (B) = J‘e AU

>(B,U) notes the duality of g and g’
>dA is the Liouville density on

| Theorem: The function |, is infinitly differentiable C* in Q (the largest
open proper subset of §) and is n" derivative for all g<Q, the tensor
integral is convergent: | (B) = je (BU®" g

| To each temperature g, we ccm associate probability law on M with
distribution function (such that the probability law has a mass equal to 1):

ePAHAUE)) with d(B) =~log(l,)=—log [e™“di andQ(B) = [e"P " Puda = I—l
> The set of these probalities law is GibBs Ensemble of the Dynq"fhlc Group, @ is the

Thermodynqmlc Potential and Q is the Geometric Heat Q e X
|_2] ENS ULM Séminaire Mathéma t Philosophie | .-l I.\ L :_ :



I Geometric Fisher Metric: Geometric Heat Capacity

| We can observe that the Geometric Heat Q is C* function of Geometric

Temperature g in Dual Lie Algebra g’ : BeaQeq’

Q(ﬂ) ‘[ecp(ﬂ) (BU(&)) Udﬂ,——l
o0 l
| We have: Q=—

F ®(f) =—log [e""*d2
M
| Its derivative is a 2"d order symmetric tensor: % = :_2_ Il f@ l II —Q®Q
0 0
J‘ecp(ﬂ) BUOIY —Q]®[U —Qlda _Q Q&
5,3 M 0 B 2

0 0
| This quatratic form is positive, and positive definite for 'gqch )'(B e M unless

there exist a non null element Z g such that <U —Q,Z) =0(means that the
moment U varies in an affine sub-manifold of ¢” )

| ‘| 22 ENS ULM Séminaire Mathématique et Philosophie
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Distribution of probability by Group action

o =05 )=0-(0gt)p) £ =Ad(K)

q)*—<ﬂ*,u>

e ®" = d+(6(g), Ad, B) 0(g™) =—Ad,0(9)
) @(B) =—log _[ e Vg,
@) ¥ G
¥, (ﬂﬂ): Had, (p)
oD
Q_ﬁ &b —(Q,56)=0

6(5.2)+(Q[5.2])-0

O(X)=T,0(X (e))

O(X,Y):axa—> R
X,Y - (©(X),Y)
123 THALES



Geometric (Planck) Temperature

@(X ,Y) Symplectic Cocycle of Lie algebra g
J
O(X,Y) =iy v~ Iy, Jy } with {,.}Poisson Bracket and J the Moment Map ;
. S— , . : g —C"(M,R)
» where J, linear applicatfion from & fo differential function on M : N
X

and the associated differentiable application J called moment(um) map:
J:M g with x> J(x) suchthatJ, (x)=(J(x),X), X eg

O(X,Y) \
o(X.Y]2)+o(Y,z] X)+6(z,X]Y)=0
0,(2,,2,)=0(2,,2,)+(Q.ad,,(Z,) ) with ad, (Z,)=(Z,,Z,]

peKero, 0,(8,8)=0 , VBex
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Associated Riemannian Metric: Geometric Fisher Meftric

Q" =Ad;(Q)+6(g)

Zeq
_R.y
op
6,(2.[p.2)-8(z.[5.2)+(Q.[2.[5.2])=0
0, n
o(X.Y]2)+o(Y,z] X)+6(z,X]Y)=0
symmetric tensor g, ad,(Z)

gﬂ([ﬂ’zl]’[ﬂ'ZZ]):éﬂ(zl’[ﬂlzz])
le-(og")p) o

I(Ady (5))=- . =———=1(p)
slQ(Ad, ())|=s(Q()) op o
125 THALES




Fisher Metric of Souriau Lie Group Thermodynamics

gﬂ([ﬂ’ Zl]’ [:B’ Zz]): (:jﬂ(zl’ [,B, Zz]) p € Ker éﬁ
0,(2,,2,)=0(2,,2,)+(Q.ad, (Z,) ) with ad, (Z,)=[Z,,Z,]
extension of Fisher metric, an hessian metric

Q(Ad, (8))= Ad: (Q)+6(g)
%(—[zl,ﬂ],):é(zl.[ﬂ,.]>+<<a,Ad.zl<[ﬂ,.b>=éﬁ<zl,[ﬂ,.1>

‘%([zl, p12,)=6(2,,[8.2,)+(Q.Ad,, (.2.)) = 6,(2..[5.2.)
g -3 =9,082118.2.)=8,z[s.2.)

0B’
generalization of “Heat Capacity”
1 -1
Tia K:_@:_aQ(a(llkT)j k2R T K a7 with R-cp
KT op oT oT oT % CD
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I Link with Classical Thermodynamics

| We have the reciprocal formula:

oD 0S
°"% s
0S
@-(Zs)0  on-o)-

| For Classical Thermodynamics (Time translation only), we recover the
definition of Boltzmann-Clausius Entropy:

( oS

p=—=

X 8Q:>d5=d—Q
p=1 !
T
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I Continuous Medium Thermodynamics

| For Continuous Medium Thermodynamics, « Temperature Vector » is no
longer constrained to be in Lie Algebra, but only conirained by
phenomenologic equations (e.g. Navier equations, ...).

| For Thermodynamic equilibrium, the « Temperature Vector » is a Killing
vector of Space-Time.

| For each point X, there is a « Temperature Vector » IB(X ) , such itis an
infinitesimal conformal transform of the metric of the univers J;; :

0.3, +0, B, =20, 0,.: covariant derivative

K
0if; +0p; =21 B = 495 | B. : component of Temperature vector
A =0 = Killing Equation

| Conservation equations can be deduced for components of Impulsion-
Energy tensor T¥ and Entropy flux S : 0T =0 0.5'=0

| ]28 ENS ULM Séminaire Mathématique et Philosophie OPEN I H A L E s



I Poincaré-Cartan Integral Invariant of Lie Group Thermodynamics

| Analogies between Geometric Mechanics & Geometric Lie Group
Thermodynamics, provides the following similarities of struciures:

{Q<—>ﬂ L(q) < D(B) (. _dg _oH ﬂ__
Pp>Q  JH(p) e s(Q) JL o oQ
H=pd-Los=(Q4)- _ok o 0®
o = op

| We can then consider a similar Poincareé- Cartan-Souriau Pfaffian form:

= pdg —H.dt <> 0 =(Q, (A1) - s.dt = ((Q, ) —s)dt = D().dt
| This analogy provides an associated Poincare-Cartan Integral Invariant:

[ p.dg—H.dt= [ pdg—H.dt transforms in [o(B).dt = [o(B).dt

a Cb V4 ° °

1 Eor Thermodynamics, we can then deduce an Euler-Poincaré Variational
Principle: The Variational Principle holds on g , for variations §8 =71 +[8,7] .
where 7(t) is an arbitrary path ihai vanishes at the endpoints, n(@)=n(b)=0:

5I‘Dﬁ(t) )dt =0 THALES
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Souriau Gibbs states for Hamiltonian actions of subgroups of the

Galilean group
» Galilean Transformation on position and speed:

—

iU (A b d)YF V) (AfF+tb+d AV+b
t'" 1(={0 1 et 1|= t+e 1
1 0 0 0 1)l1 0 1 0

> Souriau Result: this action is Hamiltonian, with the map J, defined on the evolution
space of the particle, Wi’rh value in the QUQI g* of the Lie algebra G, as momentum

map FxV 0 0
JFt¥,m=m7-tv 0 0 :m{rxv,r—tv,v,%uvuz}eg*
2 covol N U
ouplling formula: 2 )
<J(r,t,\7,m),ﬁ>:<m{rxv,r—t\7,\7,1H\7H2},{*,&,S,g}> i@ a s )
2 Z=| 0 1 ¢ ={*,0_2,5,5}eg
<J(F,t,\7,m),ﬂ>:m[@.FxV—(FxV).&’+\7.5‘—1H\7H28j 000
| 2 THALES
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Sovuriau Gibbs states for Hamiltonian actions of subgroups of the
Galilean group

> Souriau Result: Action of the full Galilean group on the space of motions of an
isolated mechanical system is not related to any Equilibrium Gibls state (the
open subset of the Lie algebra, associated to this Gibbs state, is empty)

» The 1-parameter subgroup of the Galilean group generated by g element of Lie
Algebra, is the set of matrices

A(z) b(z) d(2) A(r) = exp(d()) and b(z) =(i’i—,'(j<a3>)“1]&
exp(zf)=| O 1 e | with < oolzli'

0 0 1 d(7) =(ij—;(uaﬁ))“ljé+e[2f—(j(@))“z]&

i—1 iz I!

“
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Souriau Thermodynamics of butter churn (device used to convert
cream into butter) or “La Thermodynamique de la crémiere”

W
<& x B

| If we consider the case of the centrifuge
&=k, ,d=0and 6 =0

Rotation speed : i
&

2
f (Fio): _Za)—ngéz X FiOH2

with A =€, xF,| distance to axis z

2
1 1 — 2 m. ()] %
Af)=——=expl—(J,, B))=cst.exp| ————|Pioll +=—=| — | A
pu(/B) P.(,B) p( < i ,B>) p( 2m &T HPOH 2KT(8) J
2 the behaviour of a gas made of point particles of various
masses in a centrifuge rotating at a constant angular velocity —
(the heavier particles concentrate farther from the rotation ¢
axis than the lighter ones)

—9 :
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Lie Group Thermodynamics: Centrifuge for Butter, U235 & Ribo acides

- Physiquemcnt, 13 théorie donne de bons résultats s1 on 1'3ppligue aux
divers sous-graupes du groupe de Galilée qui sont caractéristigques dos
appareils thermodynamiquas : ainsi une boite cylindrique dans laquelle
on enferme un fluide lui laisse un sJus-groupe d'invariance de aimension 2 ¢
rotations autour de 1'axe, translations tcmporelles. D'l résulite un vectewr
température 3 deux dimensions, que 1’on peut “transmettre” 2u fluide par
1'intermédiaire de la hoite, {en la refroidissant, par exemple et en ia
faisant tourner) ; les résultats de 1a théorie sont ceux-lad rére Que 1'on
exploite dans les centrifugeuses (par eaeple pour fabriguer du beurre,

de 1'uranium 235 ou des acides ribonucléigues).

- On remarquera que le processus par lequel une centrifugeuse réfrigérée
transme* son prop.se vecteur-tempeérature 4 son contenu Jorte deux nors
différents : corduction thermique et viscosité, selon la composante du
vecteur-temptrature que 1'on ronsicére ; conduction et viscocsite devraient
donc' {42 unifiles dans une théorie fandamentale cCes processus irréversidies
{théorie qui reste d construire}.

‘| 33 ENS ULM Séminaire Mathématique et Philosophie

THALES




THALES

Balian Computation of Gibbs
Density for Dynamical
Centrifuge System

www.thalesgroup.com



Roger Balian Computation of Gibbs density for centrifuge

2 Balian has computed the Boltzmann-Gibbs distribution without knowing Souriau
equations. Exercice 7b of :

- Balian, R. From Microphysics to Macrophysics, 2nd ed.; Springer: Berlin, Germany,
2007; Volume |
2 Balian started by considering the constants of motion that are the energy and the
component J  of the total angular momentum: .
Z J= (5xp)
[

2 Balian observed that he must add to the Lagrangian parameter, given by
(Planck) temperature IB for energy, an additional one associated with J
He identifies this additional multiplier with —,Ba) by evaluating the mean velocity
at each point.

2 He then infroduced the same results also by changing the frame of reference, the
Lagrangian and the Hamiltonian in the rotating frame and by writing down the
canonical equilibrium in that frame. He uses the resulting distribution to find,
through integration, over the momenta, an expression for the particles density as
the function of the distance from the cylinder axis.
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Roger Balian Computation of Gibbs density for centrifuge

> The fluid carried along by the walls of the rotating vessel acquires a non-vanishing
average angular momentum ( J 2oround the axis of rotation, that is a constant
of motion. In order to be able fo & sign to it a definite value, Balian proposed to
associate with it a Lagrangian mul’npherﬂ in exactly the same way as we
classically associate the mul’riplierﬁ with the energy in canonical equilibrium.
The average 'st will be a function of A . The Gibbs density for rotating gas is
given by Balian as:

L pra, Bp
D=—e " =—expy 3| Z+ (X, — i, )

Z Z :
2> With the energy and the average angular momentum given by:
U:_aan: 1 <\]Z>:_8Inz
of kT O
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Roger Balian Computation of Gibbs density for centrifuge

> The Lagrangian parameter A has a mechanical nature. To identify this parameter,
Balion compared microscopic and macroscopy descriptions of fluid mechanics. He
described the single-particle reduced density by:

f(r, p)ocexp{—’ngn (Xpy—ypx)} eXp —zﬁ(lﬁﬁ[ﬂxr]j +n2113 (x2+y2)

» Whence Balian finds the velocity distribution at a point r to be proportional to:
2
m 1
expy———| V+—=[Axr]
2kT\ B .

2> The mean velocity of the fluid at the point ris equal to: <V> = ——[/1 X I’]

2 and can be identified with the veloci’ry[a)x r] in an uniform rotation with angular
velocity @ . By comparison, Balian put o= —
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I Roger Balian Computation of Gibbs density for centrifuge

| Balian made the remarks that “The angular momentum is imparted to the
gas when the molecules collide with the rotating walls, which changes the
Maxwell distribution at every point, shifting its origin. The walls play the role
of an angular momentum reservoir. Their motion is characterized by a
certain angular velocity, and the angular velocities of the fluid and of the
walls become equal at equilibrium, exactly like the equalization of the
temperature through energy exchanges”.
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I Compatible Balian Gauge Theory of Thermodynamics

| Entropy S is an extensive variable ¢° =S(q1,...,q“)depending on ¢ (i=1..,n)
n independent extensive/conservative quantities characterizing the system

| The nintensive variables y; are defined as the partial derivatives:

oS(q',....q"
y = (9 0 )
q
| Balian has infroduced a non-vanishing gauge variable which multiplies all
the intensive variables, defining a new set of variables: p,=—p,.% . i=1..,n

| The 2n+1-dimensional space is thereby extended into a 2n+2-dimensional
thermodynamic space T spanned by the variables p;,,q" with i=0.1...,n
,where the physical system is associated with a n+1-dimensional manifold M
in T, parameterized for instance by the coordinates ¢'.....q" and p, .
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I Compatible Balian Gauge Theory of Thermodynamics

| the contact structure in 2n+1 dimension: & =dq° _Zn:yi dg'
i=1
| is embedded into a symplec’ric structure in 2n+2 dimension, with 1-form, as
symplectization: ,, - Z p..dg’

| Then +1- dlmen5|onal thermodynamlc manifolds M are characterized by
: =0 .The 1-form induces then a symplectic structureon T : dw= de, Adg'
i=0
| The concavity of the entropy S(ql,...,q”) , as function of the extensive
variables, expresses the stability of equilibrium states. It entails the
existence of a metrlc structure in the n-dimensional space ¢;:
ds? = —d s_—z oS -dg'dg’

i,j=1 q q
| which deflnes a distance between two nelghborlng thermodynamic states:

N 52S :
dr =3 a5t =3 dyda =3 dndd
Iﬁ” ENS ULM Séminaire Mathé J=1 =1 0 =0 T H l.\ L E 5




I Compatible Balian Gauge Theory of Thermodynamics

| We can observe that this Gauge Theory of Thermodynamics is compatible
with Souriau Lie Group Thermodynamics, where we have to consider the
Souriau vector :

71
,B = transformed in a new vector P, =—P,.7;
| 7n - =
— P
P = =—Py.f
|~ Po?n
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I Entropy Definition by Jean-Marie Souriau (1/4)

| Let E avector space of finite size, 1z a measure on the dual space E’
then the function given by: o= J‘eMalu(M )dl\/l
o

for all & € E such that the integral is convergent.

] This function is called Laplace Transform. This transform F of the measure y
is differentiable inside its definition set def (F). Its p-th derivables are
given by the following convergent integrals :

F(p)(a)= jl\/l @ M..& Mu(M)dM
.
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Entropy Definition by Jean-Marie Souriau (2/4)

2> Let E a vector space of finite size, 4 a non zero positive measure of its dual
space E*, Fits Laplace transform, then:

- F is a semi-definite convex function, F(a)>0, Ve e def (F)
f =log(F) is convex and semi-continuous
- Let a aninterior point of def (F) then:
- D*(f)(a)=0

- D*(f)(@)=[e"[M - D(f)(@)]” p(M)dV

— D?(f)(a) inversible < affine Enveloppe (support( i )) =E”
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Entropy Definition by Jean-Marie Souriau (3/4)

> Let X alocally compact space, Let 4 a positive measure of X , with X as
support, then the following function @ is convex:

CD(h)zlogj'e“(X)/l(x)dx , VheC(X)

such that the integral is convergent.

2 The integral is strictly positive when its converges, insuring existence of its
logarithm

h
> Epigraph @ is the set of (y} such that j e"MYA(x)dx <1 .
X

» Convexity of exponential prove that this epigraph is convex.
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Entropy Definition by Jean-Marie Souriau (4/4)

2 (Neg)entropy is given by Legendre transform of:
®(h) = log je““u(x)dx , VheC(X)
X

> We call “Boltzmann Law” (relatively to A) all measures u of X such that
the set of real values u(h) —d(h), hedef (®) and h est i -integrable.
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Example of Multivariate Gaussian Law (real case)

1 —l(z—m)T R~ (z-m)
Pl8)= (27) det(R)"* 2
%(Z -m)' R*(z—-m) = %[ZT R'zZ-m'R*z-z'R™m+m’ R‘lm] Gaussian
Density i

zlzTR_lz_mTR—lz_i_EmTR—lm ets y S

2 2 a 1¢t order

p(g) _ 1 : e{_mTRler;zTRlz} _ ie_@'m quimum
g “mTRIm o

(272)"2 det(R)2e2" " z Entropy Density !

z -R™m| [a
5:{ T} and S = 1R_1 ={ } with <§,,B>:aTz+zTHz=Tr[zaT+HTzzT]
7 5 H
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Géométrie de I'Information pour une gaussienne multivariée

m
R
1 (z-m)' R (z-m)
pm,R(z) — (272_)n/2 det(R)llz € ;
1 ~(&.8) ‘ __1R_1m_ !

= e e ee] g T

J'* e &P g 72 SR [H

Q

Dualité donnée par (¢, f)=a'z+z' Hz = Trlza” +H 2" |

Iog{ je<‘§’ﬂ>.d§j =log(Z)=nlog(2x) + % log det (R) + % m'R™*m
& THALES

149



Géométrie de I'Information pour une gaussienne multivariée

— R
WQ(ﬂ):ie—@ﬂ_dg et = ER_T =Li}

D(B) =—logy,, (L) = % [—Tr[H “aa’ ]+ Iog[(Z)n det H ]— n Iog(27z)]

0D (B) _ e [ERI] [ m
op _if'pg(f)dg_g_{E[ZZTﬂ_{RermT}

 avec gszT} et R:E[(z—m)(z—m)T]z E[zzT]—m$THALES



Géométrie de I'Information pour une gaussienne multivariée

£)=(F B)- &(f_)__a_—R‘lm
8(96)_<95’,5> ®(B) avec o2 _ﬂ_{H}_ %R‘l
<{£.8) ] )

: gg[je (&5) déflog Ie<§,ﬂ>.d§'df:—ipg(f)logpé(é).dg

S(Z)= % llog(2)" det|H ]+ nlog(27.¢)|= %[Iog det|R]+nlog(2z.e)]
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Approche Cohomologique de Koszul et Souriau

s _ E[z] _ m B -R™m .~ |R+mm"—=mm™ RYZm
g{E[ZZTﬂ{R+mmT]’B[1R1] Adez{ 0 0 }

2
. T 1 -1 -1 A . A
g{mmm m}eg, _|5RY -Rm E(Ad,, ()= Ad;, (£)+6(M)
0 0 0 0
Rll/Z ml 1 R_l . R_lm Rl—l/2 . Rl—1/2 m|
AdMﬂ:M.ﬂ.Ml{ }5 { }
0 1% o | o 1
E Rll/Z R—lRl—l/Z _E Rll/Z R—lRl—l/Z ml_Rll/2 R—lm EQ—l _Q_ln_
Adyf=|2 2 =2
0 0 0o o0 |

;
= £(Ad,, (B))= {QJF & n} with Q=RY?RR"Y? and n= (l m'+R™Y2m
152 0 0 2 THALES



Approche Cohomologique de Koszul et Souriau

Ot —-Q'n . Q+nn" n .~ |R+mm" —=mmT RY’m
Ad = — £(Ad = Ad, &=
Mﬁ{o O} &( M(ﬂ)){ ) O} Mf{ ) O}

with Q=2RY?*RR'"™2 and n= (m'+2R'1’2 m)
£(Ady (B))= Ady (§)+6(M )= (M) = £(Ad,, (8))- Ady, &

.
_| RY? RR'”Z{% m'+R"? mj@m'm'm m} (%ml-l-Rll/Z mj _|R+mm’ —mm™  R™*m
0 0

0 0
gﬁ([ﬂ’zl]’[ﬂ' Zz]): éﬂ(zl’[ﬂ' Zz])
O(M,Y)=(6(M),Y)=(T,0(M)Y)
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Preservation of Legendre Structure by Souriau

et

G 4
LEGENDRE TRANSFORM FOURIER/LAPLACE TRANSFORM
S =(f,x)+logZ :,B%—'lBBO—,BO B, =—logZ () =—log [e""*dx
S=—| Ry (x)I0g Ry, _j, (x)cx

0 iz ENTROPY=

Q=E(X)=35=""35 L EGENDRE(- LOG[LAPLACE])
e — —
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High Order Temperature Model by R.S. Ingarden

n

> (AN )
Juk@)e = do
» High order moments: 0, = oD(fBy,n Br)
‘ Opy > (A" (5)

J‘e k=1
M
» High order Massieu characteristic function:  ®(f,,..., #,) =—log je

S(Q,,...,Q,) K —_ 9
oQ, < 8B,

n

—Z Bl ()

» High order temperatures and capacities: f, =

> Enfropy: S(Ql,...,Qn)= an<,3k,Qk>—q)(,31v--u3 )
k=t -3 (AU )

<:Bk U (§)> OBy, Bn) g k1
> High order Gibbs density: Pgips(&) =€ -
2BV ©)
Je do
M

ekl
156
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I Gunther model inspired by J.M. Souriau

| Christian Ginther work was inspired by the symplectic formulation of
classical mechanics by Jean-Marie Souriau:

2 J. M. Souriau, Structure des systemes dynamiques, Dunod, Paris, 1970

| and by the work of Edelen and Rund on a local Hamiltonian formulation of
field theory:

» D. G. B. Edelen, The invariance group for Hamiltonian systems of partial
differential equations, Arch. Rational Mech. Anal. 5 (1961) 95-176.

» D. G. B. Edelen, Nonlocal variations and local invariance of fields, American
Elsevier, New York,

2 H. Rund, The Hamilton-Jacobi theory in the calculus of variations, Van Nostrand,
Princeton, NJ, 1966

| D. G. B. Edelen work is a coordinate version of the local polysymplectic
approach of Gunther.
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Poly-symplectic extension of Souriau Lie Groups Thermodynamics

* (n) * . o .
2 This extension defines an action of G over g x..xg called n-coadjoint action:

Adg(") :Gx(g X ... XQ j—)g X .. X0

O X 1y X X f1 > Ad;(”)(ﬂl,...,yn): (Ad;,ul,..., Ad;,un)

o Mo
> Letf ,u:(,ul,...,yn) a poly-momentum, element of g x..xg , we can define an-

coadjoint orbit O, =0, ) atthe point ¢, for which the canonical projection:

* (n) * *
Pr.:g x.xg —>g |, (Vl,...,Vn)HVk

induces a smooth map between the n-coadjoint orbit Oﬂ and the coadjoint orbit
@)

Hy :
7y :O# - O(,uli"-nﬂn) - Oﬂk

that is a surjective submersion with ﬂ KerTz, = {0} .
k=1
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Poly-symplectic extension of Souriau Lie Groups Thermodynamics

2 Extending Souriau approach, equivariance of poly-moment could be(s;rudied to

prove that there is a unique action af.,.) of the Lie group G on g x..x@ fOE |
n
which the polymoment map with xeM and geG : g™ = (Jl " ) Moo x.Xq

that verifies: 3™ (q)g (X)): a(g,3™(x)) = Ad;® (J (n) (X))+ 6™ (q)

with - AdZ®(3™ (x))=(Ad; 3%,..., Ad73") and - 6™ (g) =(6*(g),... 6"(g))
> 6" (g) is a poly-symplectic one-cocycle
> We can also defined poly-symplectic two-cocycle:
O =(6",...6") with &(X,Y)=(0(X),Y)=Jf -3k, 3}
where @(X)=T.0*(X (e))
> the poly-symplectic Souriau-Fisher metric is given by:

9,(8.2,)2,) =diag[é (2,2,)| | VZ, eq,vZ, e Im(ad, () B=(B.... 3,)

159 m@gk(zluaf) ,,,,, ot P ( 1,’3 ,B) @k(zllzz)+<Qk’adzl(Zz)> THALES




Poly-symplectic extension of Souriau Lie Groups Thermodynamics

» Compared fo Souriau model, heat is replaced by previous polysymplectic model:

> (B
oD ( ) '[ U ) kl< >da) (n)
Qk — ﬁl;---’ﬁn — M : With Q:(Ql,_._’Qn)eg*xmxg*
P (AU ©)
_[e k=1 dw
M (5 U (&)
> with characteristic function: ®(4,,..., ,) =—log Ie -t do

> We extrapolate Souriau results, who proved that [U ® (é‘)_e_<ﬂk’U @)

do islocally
normally cc()nvergen’r using HU ®"H = Sup E U> aMmulti-linear norm and where
U® =U ®U ...®U is defined as a tensorial product.

2 Entropy is defined by Legendre tfransform of Souriau-Massieu characteristic function:

5@ Q)= £, Q)= 0(B. ) with p, =Bz
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Poly-symplectic extension of Souriau Lie Groups Thermodynamics

> The Gibbs density could be then extended with respect to high order
temperatures by:

n

" 2 (BN
OB B )-2 (A V) e g k )
k=1 —

Painps($) =€ i =

M n
: o (k) —“(ﬂk,u@k(g’))
with y®* =y ®U ..U and ®(f,...,B,)=—log je - do

where S(Ql’---’Qn):kzn::l<:8k’Qk>_(D(ﬂ1,---,ﬂn) with ,Bk:aS(Qal(’é"’Q”)

( =8(D('85"""B”) with Q=(Q1,...,Qn)eg*xfr.1?xg*

Q

J k
(n)
ﬂk :aS(le--,Qn) Wlth ﬂ:(ﬂl’_“,ﬂn)egxu_xg
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Supervised & Non-Supervised Learning on Lie Groups

Geodesic Natural

Souriau-Fisher Metric

on Coadjoint Orbits

: Extension of Fisher Metric for Lie .
Extension of Neural Network Group through homogeneous on Lie Algebra

S Mo o chaen symplectic Manifolds on Lie Exponential Map for Geodesic
: B Group Co-Adjoint Orbits Natural Gradient on Lie Algebra

Groups Machine Learning based on Souriau Algorithm for
Matrix Characteristic Polynomial

Gradient on Lie Algebra

Souriau Exponential Map

Souriau Maximum Entropy
Density on Co-Adjoint Orbits

Covariant Maximum Entropy
Probability Density for Lie Groups
defined with Souriau Moment
Map, Co-Adjoint Orbits Method &
Kirillov Representation Theory

Frechet Geodesic Barycenter

by Hermann Karcher Flow

Extension of Mean/Median on Lie
Group by Fréchet Definition of
Geodesic Barycenter on Souriau-
Fisher Metric Space, solved by
Karcher Flow

Mean-S$hift on Lie Groups

Lie
Group

Machine
Learning

Symplectic Integrator
preserving Moment Magp

Extension of Neural Network
Natural Gradient to Geometric
Integrators as Symplectic
integrators that preserve moment
map

| ‘| 63 ENS ULM Séminaire Mathématique et Philosophie

)

with Souriau-Fisher Distance

Extension of Mean-Shift for
Homogeneous Symplectic
Manifold and Souriau-Fisher Metric
Space

THALES




Example of MATRIX LIE GROUPS & THALES APPLICATIONS

> Maltrix Lie Group for Gauyssian Density

rRl/Z €T+
Y RY2 mlX n Statistical
= , {(RY*: Cholesky of R) Radar/Sonar
1 0 111 i Processing
meR
» Matrix Lie Group SO(3) Inertial Central
_ T _ T _ 2y Processing (IMU) +
S0(3)={Q/Q'Q=00Q" =,det* Q =1 i s

Recognition)
2 Matrix Lie Group SE(3)

(Z'] [Q t][z Qe SO(3) 3D Intrinsic
= , TRACKING
1 0 1|1 teR®
» Matrix Affine Group Aff(1)
B'a& High Resolution
X H bm acR et beR Doppler & Artay
1 0 1|1 ’ Processing
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Example of MATRIX LIE GROUPS & THALES APPLICATIONS

2 Special unitary Group SU(2), and SU(1,1)
SU (2):{("" - ]/a,be(C,
b a

SU(L1) = {(; 'B*]/a,ﬂ eC,
(94

» Symplectic Group

) , Stationnary and
a‘ +‘b‘ -1 Non-stationary

Micro-Doppler
of -1 -

STAP
0 | Space-Time
n Adaptive
Sp(n, C) :{S/STQS ZQ,Q=[_| O)} Proc:s:ilng
» Special Euclidean Group EO/IR Image

{Z } {Q t} {Z} {Q e SO(2) Processing
= , (directional
1 0 1j1 teR® gradient)

PERl Approach could be extended to time series of Lie Groups or vector of Lie Groups AN Ml =



Radar Doppler Data & SU(1,1) Lie Group (1/2)

h? > a2 +b?
z:{zl} _EDZlﬂ E[zlzZ]_ R:{ro " | detR >0
% = R= * 2 stati:oiary < nob -
R=E[2z"] E[ 2] E| |2 J v, = B\l | n =2z ]
Ro|B { h a_ib}:h LA it MR
rr r,| |a+ib h u 1 peD={weC/|w<1

= ReR"xD y_a+bsuchthat || <1 with detR =h* - (a +b2 >0

h
2 Verblunsky-Trench Theorem: Covariance matrix could be coded .-.

in product space of positive real line with Poincaré unit Polydisk

@ :THDP(n) - R xD"* R,=(h ... tt,,) e R" x D"
R, = (Pt ithy)  with (D”‘lsz...x D) THALES
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Radar Doppler Data & SU(1,1) Lie Group (2/2)

2> The group of complex unimodular pseudo-unitary matrices SU (l, l), are

element U such that: (4_1 0 j
uMu* =M with M = 0

» We can show that the most general matrix U belongs to the Lie group given by:
a
G=SU(@l)= (ﬂ* 'B*j/|a|2 -8 =1, a,peC
a

> SU (1, 1) is associated to group of holomorphic ouTomorphisms of the Poincaré

unit disk in the complex plane: D =132 =
its action on the disk as : g(z) (O(Z -I-,B) (,B Z+a
> The following measure on Unit disk is invariant under the action of SU (1,1) :

d/,l (Z Z*): 1 dZ/\dZ
o\ &
167 ﬂ ( _|Z| ) THALES




Radar Space-Time Processing & Symplectic Lie Group

2,
Z: _Ro R, Rn_
" RS R, .
Z=| i |>R=E[Z2Z"]|=| . . R
: 1
I le"v' R, R Ry
_ZN’M_
@ :TBTHPD, , —>THPD, x SD"™ A2, :Tr[(l _ZZ+)—1 4z (, _Z+Z)—1 dZ*}
R (R,, AL,..., A" }) o
with SD ={Z € Herm(n)/ZzZ" <1, dS2 e = | =(1-zz")dz(1-z"z)dz"
2 2
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Time series of SO(3) Lie Group to learn articulated movement

Vectorof SO(3) |
SO@3) ={Q/Q'Q=00" =1,det* Q@ =1 2 |€S0(3)x...xSO(3)

Input RotMat RotMap RotPooling RotMap RotPoaling

LogMap Output
&))] (2) () (4 (5) (i-1) m
|H f; 1 f; ] f f f

l...}) R®=w:R? R{=max({R]..})

THALES

SOz X -+ X 504 $05 X - X 505



Vectors of SE(3) Lie Group to learn articulated Posture

| SE(3) for articulated Posture
{Q/Q'Q=00" =1,det’ Q =1}

i

50(3) -

e SE(3)

Qe S0(3)
te R®

\

Vector of SE(3)

e SE(3) x...x SE(3)

SE(3) x ... x SE(3)

THALES



Time series of SE(3) Lie Group to learn continuous movement

1o S -5 3
SO(3) ={Q/Q'Q=0Q" =,det* Q=1 0 10 1770 1
77 [Q t][z Qe SO(3) Time series of SE(3) =
i 1 :| = |: 0 1:||:1:| {t e R3 o /. b vector
(Q t
SE(3
Je 3)

/

\ P 4 t N == j
n 0.2 — r
» \/
Frenet frame b o h . ll
——"Space curve ) . /_70-3
L‘—*-* t;_Tf p B /:_ 02
LT r——— :
I1 | 7  — / 0.1

/ R Ay e _
0.4 0.5 06 : 4 _7_7___7_{ 0
i 0.8 !

R — THALES




Geolocalization and Navigation by SE(3) Lie Group:
Visio-Inertial SLAM: Human Visio-Vestibular Brain System

Coding of
Homogeneous
Galileo Group
By Vestibular

System and

Oftolithes

VINet: Visual-
Inertial Odometry
as a Sequence-
to-Sequence
Learning Problem

‘ss E)los) }—D‘SF I_p‘ SE(3)@ }—P‘SF‘ (3 ‘

I T I S
‘RNN H RNN |4)‘ RNN ‘—D{ RNN ‘

Nlustration of the SE(3) composition layer - a
parameter-free layer which concatenates transformations be-
tween frames on SE(3).




Image Processing by SE(2) Group:
hypoelliptic diffusion in SE(2): analogy with Brain Orientation Maps V1

| Image Processing with oriented gradient by SE(2)

e T [

Image "Cortical activation" Processed image

&

f:RZ5R

v

-

f:RP>5R

—

Lf: PTR? R

visual cortex V1

SE(2) dou{&@)xwering of PTR?

Z R2—~C, a=pe? — r(a)e ad .
ws = —sin (&) dx + cos (#) dy ngp{.x{l:l = Z iy {x{'}‘?m th
cos (8) (dy — pdx) = cos (#) w. k=1
X % arg_zexp{x)

hypercolunms.

AAAAA

Plane of the iuu;;-
A scheme of the primpary vienal savtaw V1
fiR2 0.1 Cf: PTR? 5 R
Rl yT
, i <.
] e @ [.I:. y1 E} E I}I"RZ




Extension of Mean-Shift for Lie Group (e.g. with SO(3))

s wgn (1517

- &
Lie algebra x; = log(X-'X) Lie algebra S L3,
=19~ (151
The neighboerhood of Xis 2 (” A )
transformed to neighborhood The mean shift vector is the
of & by left multiplication by W2, average of the peints
IIVEISE weighted by derivative of the
Foints on the Lie group are kernel
TEQ[;ECLE;? sgrbe by The computed average is a
o ©F ' first order approximation to
X is mapped to 0. the frue mean
Lie group Lia group The mean shift vector is on
the Lie algebra.
(1) (2)
Lie algebra X' = Xexp(my(x)) Lie algebra

The exponential operator

maps the mean shift vector to
the Lie group.

Right multiplication of vector
with A updates the location of
XtoX

l\erpfmhfx;u

Lie group

X.,- = |CIQ|:X'X’|}

The precess is iterated until
EDI’IVL:I{.']EHLZE

Liz group

(3)

(4)

d(X,Y) = [[log(X 'Y

kn(s) = g3

.F:[X}Z::;—j y l‘:a.r(
i=1
T = lug[X_lXi}
> ic1 TigN (”3;‘11”2)
Yi19N (H%HE)

Algorithm: MEAN SHIFT ON LIE GROUPS

log(X—1X;)
h

)

mplx) =

Given: Data points on Lie group {X;}=1 n
for j — 1..n
X — X
repeat
for all data points
x; + log(X ~1X;)
=z ([|5]°)
Eiaan( [13]7)
X — Xexp(mp(x))
until mp(x) < =
Store X as a local mode.
Report distinct modes.

mp(x) —




I SU(1,1) Group Manifold

Lie Algebra
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THALES

Representation Theory

& Orbits Methods:

Notion Extension of « Gauss
Density » for Lie Group by
Maximum Entropy Density and
Fourier Transform for Non-
Comutative Harmonic analysis

www.thalesgroup.com



Souriau-Gibbs density covariant by a group

~(BU(£)

0. (&) =e®PUE) _ €
Gibbs

: _ (B ()
_ e ToTg with @(S) =—log J e dw

M
IU (§)e‘<ﬂ’u d w

_0) _ i ~ (U@ pEMo
@ M

Q o J' a~(BUE)y
M

177 THALES
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Multivariate Gaussian Density as 1st order Maximum Entropy in

Souriau Book (Chapter IV)

- Exemple : (loi normale) :
x
Prenons le cas ¥ = R", 4 = mesure de Lebespue, ¥(x) = :
» X '@‘ X
un élément £ du dual de E peut se définir par la formule
Zi¥ix))=a.x +ix.H.x

[d € R"; H = matrice symétrigue]. On vérifie qué la convergence de 1"inté-
grale Iy a lieu si la matrice*H est positive (') ; dans ce cas la loi de Gibbs
‘s'appelle loi normale de Gauwss ; on calcule facilement [, en faisant le chan-

i, gement de variable x* = HY? x + H~Y g (*); il vient

| z=4%[@E.H '.a — log(dét {(H)) + nlog (2 n)]

% alors la convergence de f; a lieu également ; on peut donc calculer Af, gui
- est défini par les moments du premier et du second ordre de la loi (16.196) ;

le calcul montre que le moment du premier ordre est égal 4 — H ™ '.a
el que les composantes du tenseur variance (16.196) sont &gales aux
éléments de la matrice H ~* ; le moment du second ordre s’en déduit immé-
diaterment. .

La formule (16.2005) donne 'entropic :

log (2 me) — -% log (dét (H)) | ;.

& =

n
2

(*) Moir Calcw! lindaire, tome IL-
* est-d-dire en recherchant irage de la loi par Papplication x i x*.
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