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1 Préliminaires

1.1 Avertissement

Ces notes de cours ont été rédigées trés rapidement pour me forcer a préparer ce
cours doctoral et & produire un contenu que j’'espére enrichissant pour certains. Elles
sont probablement bourrées de coquilles et je m’en excuse. N'hésitez pas a me les
indiquer a I’adresse pierre.armand.weiss@gmail.com. Je pourrais ainsi les corriger.

De plus, je vois ces notes plus comme un pense-béte que comme une référence. Je
survole la majorité des concepts alors qu’il faudrait y passer bien plus de temps pour
permettre de les intégrer plus profondément. Mon objectif en 5 heures est plutot de
présenter quelques concepts qui me semblent utiles pour la co-conception et d’es-
sayer de démystifier quelques aspects pour vous permettre de les aborder plus se-
reinement.

Je vous encourage donc vivement a explorer les éléments bibliographiques in-
diqués pour approfondir et préciser les points qui vous semblent les plus pertinents.
Si les planeétes s’alignent, je m’en servirais peut-étre comme une base pour un projet
plus ambitieux de livre.

1.2 Un peu de théorie de la mesure

Dans tout le cours, le symbole K pourra représenter I'ensemble des nombres réels
R ou l’ensemble des nombres complexes C.

Dans tout ce cours, les images seront définies sur un espace mesuré (S, &, v). Ici,
S représente le domaine de définition d'une image, £ est une tribu sur S et v une
mesure. Le cadre ci-dessus peut paraitre abstrait ou abscons suivant sa formation.
Dans notre cours, il permettra notamment de traiter les problemes discrets et conti-
nus sous une forme unifiée. De plus, on verra que certains problémes s’expriment
naturellement dans ce cadre.

Dans le cas discret, on posera simplement S = {1,...,N} out N est le nombre
de pixels d'une image, v est la mesure de comptage et £ est 'ensemble des sous-
ensembles de S, souvent noté P(S).

Dans ce cas continu on s’intéressera uniquement au cadre suivant. Une image
sera définie sur un sous-domaine S de RP ou du tore TP (la raison principale est
qu’on peut alors travailler avec des séries de Fourier). Ainsi, on posera S C RP, &
est la tribu des boréliens et v est la mesure de Lebesgue sur S. On préferera souvent
la notation ds a la notation dv(s) pour définir des intégrales.

Je rappelle ci-dessous les définitions essentielles de la théorie de la mesure.

Définition 1.1 (Tribu). Une tribu (c-algebre) £ est un sous ensemble de P(S) telle
que

—wel=w el

— Se&

— U2, w; € € pour tout (w1, wy,...) € €.

Les conditions précédentes impliquent notamment que @ € & et que N w; € &€
pour tout (w1, wy,...) € E. Etant donné un espace S et sa tribu £, on peut définir
une mesure.

page 4



1 Préliminaires

Définition 1.2 (Mesure sur £). Une mesure y sur un espace (S, £) est une fonction
sur & telle que
— u(w) >0,Vw e €.

— (@) =0.
— (U2 wi) = X2 u(w;) pour tout ensemble d’ensembles (w1, wy,...) dis-
joints.

Si de plus y(S) = 1, u est une mesure de probabilité.

Par définition, les ensembles mesurables sont les éléments de la tribu £. Qu’est-ce
qu’une fonction mesurable ?

Définition 1.3 (Fonction mesurable). Une fonction mesurable f : S — K est une
fonction qui satisfait f ~1(I) € £ pour tout borélien I.

C’est cette définition qui permet de définir proprement l'intégrale de Lebesgue

qu’on utilisera largement dans ce cours. Nous supposons cette définition acquise.

1.3 Quelques espaces fonctionnels

Nous verrons les images comme des éléments d’un espace vectoriel X de fonc-
tions mesurables définies sur S, muni d’une norme || - || . En pratique, seuls les choix
suivant nous intéresseront.

Le cadre discret Le cadre le plus important (car il correspond a la grande majorité
des travaux en traitement du signal et a la pratique numérique) est simplement :

X =RN

ot N est un nombre de pixels. Cet espace vectoriel peut étre muni des normes /7
standard notées || - ||,

De fagon plus générale, on peut aussi se donner une famille de fonctions
(e1,...,en) d'un domaine continu S dans R et définir les images comme des
éléments du sous-espace vectoriel

N
X = {x = thnen,zx € IRN} = span(ey, ..., eN)-

n=1
Le cadre L2 Etant donné un espace mesuré (S, &, v) on pose
X = L2(9) def {x 1S — ]Rmesurables,/sxz(s)ds < —1—00} .
On munit X du produit scalaire usuel défini pour tout x,x" € X' par

(x,x") d:ef/sx(s)x'(s)ds

et on définit la norme sur &' par ||x|| 25y = /(x, x).
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1.3 Quelques espaces fonctionnels

C’est un cadre trés commun en traitement du signal et en optimisation qui permet
d’introduire les bases Hilbertiennes. Dans ce cadre, on peut en effet construire une
famille de fonctions (e1, €2, ..., ) orthogonales :

(en,e,) =0si n#n', et (eye,) =1 sinon.

telle que

(o]

Vxe X,x = Z(x,en>en.
n=0
Voici quelques exemples :
— SurS=TPous = 0, 1]D , on peut considérer les atomes de Fourier définis
par e, (s) = Wexp(—i(n,s)) pour n = (ny,...,np).
— Sur S = RP, on peut considérer les bases d’ondelettes orthogonales (e.g. les
ondelettes de Haar) dont on reparlera plus tard.

L'espace des mesures de Radon Soit C.(S) I'espace des fonctions continues qui
s’annulent sur le bord de S (ou qui tendent vers 0 a I'infini si le domaine n’est pas
borné). L'espace des mesures de Radon X' = M (S) est défini par

M(S) def {formes linéaires continues sur C.(S)}.

On rappelle que I'espace dual d'un espace vectoriel A est défini comme l'en-
semble des formes linéaires sur .A. Il est souvent noté 4*. On peut munir 'espace
M(S) d’une norme appelée (injustement) la variation totale, définie par

Xl = sup  (f,x).
fEC(S)Iflw=t

On rappelle le résultat suivant
Proposition 1.1. Six € L(S), alors on a ||x|| vys) = [xll1(s) = [ieq 1%(s)] ds.

Ainsi, la “variation totale” est aussi la “masse” de x. On préferera ce terme pour
éviter les confusions avec une autre variation totale introduite ci-apres.

L'intérét principal de I'espace des mesures de Radon pour ce cours (et - de mon
point de vue partial - en général) est qu'il est en un sens le plus petit espace fonc-
tionnel qui inclut les masses de Dirac Js. En effet, pour donner un sens a 1’évaluation
ponctuelle f(s) = (Js, f) pour tout s, il faut que f soit définie en tout point (ce n’est
pas le cas des fonctions L? par exemple). Si on souhaite de plus que la forme linéaire
Jds soit continue (je ne rentre pas dans les détails topologiques ici), on doit ajouter la
continuité des fonctions.

N

L'espace des fonctions a variation bornée Finalement, un espace qui a eu ses
lettres de noblesse au début du vingtiéme siecle pour l'imagerie, mais qui perd
progressivement en popularité est I’espace des fonctions a variation bornée BV (S).
Celui-ci est défini comme suit :
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1 Préliminaires

Définition 1.4 (Fonctions a variation bornée). L'espace BV (S) des fonctions a variation
bornée est I’ensemble des fonctions x € L!(S) telles que la quantité suivante est
bornée

TV (x) = sup /x(s)div(cp) (s)ds < +oo.
9E(CHENP N9llo(s)<r

Cette définition peut paraitre barbare et je pense que c’est le cas. D'un point
de vue formel, on peut penser a cet espace comme l'espace des fonctions qui ad-
mettent des discontinuités le long de courbes suffisamment réguliéres. Une bonne
facon d’imaginer les fonctions x € BV(S) est de considérer que leur “gradient” Dx
est une mesure de Radon vectorielle dans M (S, RP).

Je reparlerai rapidement de cet espace plus tard dans le cours. Pour des gens
intéressés par une introduction plus conséquente et ses applications en imagerie, je
peux recommander 1'excellent livre de G. Aubert et P. Kornprobst [1].

L'espace de Schwartz et les distributions tempérées On travaille ici sur 'espace
S =TRP.

Définition 1.5 (Espace de Schwartz). L'espace de Schwartz S(IRP) est I’ensemble des
fonctions a décroissance rapide, i.e. les fonctions C®(IRP) dont toutes les dérivées
sont a décroissance rapide, i.e. qui sont bornées quand on les multiplie par un po-
lynéme d’ordre arbitraire.

Pour deux multi-indices « et B, on peut définir une norme || - ||, par

1f
ot DP est la dérivée d’ordre B. Ainsi S(RP) = {f € C*(RP),¥(w, B), || f

ap = [x*DPf| oo (1.1)

a,ﬁ < +OO},
L’espace de Schwartz permet de définir I'ensemble des distributions tempérées.

Définition 1.6 (Distributions tempérées). L'ensemble des distributions tempérées est
noté S’. 1l est défini comme "ensemble des formes linéaires continues sur S.

L’espace des distributions tempérées est gigantesque. En particulier, il contient
M(RP). Ainsi, il contient par exemple les polyndmes, les fonctions continues, les
masses Dirac (tout comme M (IRP)). Il contient aussi d’autres éléments, comme les
dérivées d’ordre arbitraire des Dirac (i.e. les opérateurs d’évaluation ponctuelle de
toutes les dérivées partielles d"une fonction).
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2 Quelques exemples de problémes inverses linéaires

2.1 La déconvolution

Un prototype de probléme inverse linéaire en imagerie est celui de la
déconvolution : on dispose d'une image floue et on souhaite la rendre nette. Pour
illustrer ce probleme, nous allons d’abord nous placer dans un cadre continu. Je
souhaite illustrer ici le fait que I’analyse mathématique et le travail dans des espaces
de mesures permet de tirer des conclusions enrichissantes.

2.1.1 Une expérience numérique

On pose ainsi S = R2. Pour des raisons techniques qui deviendront claires trés
rapidement, on suppose que xg € Cy(S) est une image nette (en niveau de gris). En
pratique, on utilisera I'image discrete de la figure 1, qu’on pourrait voir comme une
fonction continue par interpolation. On suppose aussi qu’on dispose d'un noyau de
convolution 1 € M(S) .

On suppose qu’on observe une image y définie par

y=hxxo+b (2.1)

ol b est une perturbation et ol * représente le produit de convolution?. Dans
I'expérience numérique suivante, on considere un parametre ¢ > 0 et on considére
3 choix distincts pour h.

— Un filtre de réplication :

1
ho = 3 (60,0 +0—¢/20 + 05/20) (2.2)

— Un filtre de mouvement : .

= 5000

2.3)

Ol &([_y,¢],0) est la mesure uniforme sur le segment s = {(s1,0),s1 € [0, 0])}.

— Un filtre gaussien :
hy(s) = 1 exp —w . (2.4)
2nto 202

La figure 2 montre ces trois filtres, le résultat de la convolution pour ces 3
filtres, ainsi que le résultat d'une déconvolution par une méthode numérique stan-
dard. Comme on peut le voir ici, les valeur de SNR (Signal-to-Noise Ratio) des
différents résultats de reconstruction sont tres distincts. Ce qui est surprenant, c’est
qu’a premiere vue, les images qui semblent le plus difficile a reconstruire (au moins a
partir de leur SNR) sont les mieux reconstruites. Comment expliquer ce phénoméne ?

1. Une image n’appartient que trés rarement & Co(S), car elle posseéde des discontinuités. Au
contraire, vous verrez dans d’autres cours qu'un noyau de convolution réaliste est en général C®. Par la
suite on intervertira les deux espaces, mais j’ai besoin de ces hypothéses pour cet exemple introductif.

2. Définir proprement la convolution pour des mesures est un petit peu délicat. Pour les lecteurs
intéressés par un approfondissement, je recommande chaudement le livre de Y. Katznelson [16]
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2 Quelques exemples de problémes inverses linéaires

Pouvez-vous lire ? ¥ M3 Vg HEE T?

Can youread me? {/REE:B[EILIH

ifund:
Puedes leerme? "™ imeran

ban 6 thé doc cho tél
el tudsz olvasni

MIOpPEIC va e BLaBAOELC

FIGURE 1 - L'image de référence utilisée pour ce cours.

2.1.2 Analyse des résultats

Pour analyser ces résultats, on va utiliser la fameuse formule de diagonalisation
des opérateurs de convolution par la transformation de Fourier F. Dans le domaine
fréquentiel, 'équation (2.1) peut étre réécrite sous la forme :

Fy = Fh- Fxo+ Fb. (2.5)

ott on définit Fx : RP — C par

(F@) = [, %) exp(-ifs,2)) at. 26)

Pour effectuer une déconvolution, on peut simplement utiliser diviser Fy par
Fh, ce qui pose des soucis numériques lorsque Fh s’annule. Dans 1'expérience
précédente, nous avons donc préféré résoudre un probléme discrétisé et régularisé
de la forme suivante :

1 A
min 2|y — bz + Zlx2 (2.7)

ou A > 0 est un parametre de régularisation. La solution £ de ce probleme est donnée

par
_ ]fh-]-"y
a8 1
=7 (yfh|2+A>'

Dans le cas ou Fh(&) # 0 pour tout ¢, on peut prendre A = 0 et on obtient :
Fh
s _ -1 )
Xt=x0+F (.Fb 7| h\z) . (2.8)

On voit ici le réle crucial que joue la décroissance de |Fh| : plus il décroit rapide-
ment, plus les hautes fréquences du bruit b vont étre amplifiées. Peut-on capturer
ce phénomene de décroissance mathématiquement? La réponse est positive et fait
appel a des ouvrages d’analyse harmoniques utilisés (de fagon surprenante) surtout
en théorie de nombres [15].
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2.1 La déconvolution

(a) Filtre hy (b) Filtre Iy (c) Filtre hy

Ol 2 = = — Ecole ete
3 &

" & - ¢ . ¢
SOWTEAOSISEE &7 T e mpse—— s = — Powwer voun we '

dium o veredidha s S Invenr=mmes Ta—e— G g et . L F b L
ueddsdeareic? 7 - ———
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(d) Flou hy - 11.6dB
,Ecole été
o

Peyresq

Pouvez-vous lire ? ¥ I WG FEET?

Pouvez-vous e 7 ©

Can you read me? {/RAEZEIEIIS Canyoureadme? {TEEEERE Con you read me?  SFELINTE IUN
Puedes leerme? "™ _,__‘,_:_,; o ? e e

— P ey b -

30 6 hé doc cho 101 [EenE—
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umopeic va he dlaBaoeLg ST }mcpstq v (s SuBaoELC ey Unopeic va ue Safaouic

(g) Défloutée hy — 28.0dB (h) Défloutée hy —19.5dB (i) Défloutée h, — 17.4dB

FIGURE 2 - Une expérience introductive : convolution et déconvolution pour 3 filtres
différents. Comme on le voit, le qualité de la déconvolution dépend fortement du

filtre utilisé. Le SNR de 'image a traiter ne semble pas donner d’indication pertinente
sur la qualité du traitement.
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2 Quelques exemples de problémes inverses linéaires

2.1.3 Régularité et décroissance de la transformée de Fourier

Sans rentrer dans trop de détails techniques qu’un lecteur intéressé pourra explo-
rer par lui-méme, je souhaite donner deux résultats qui me semblent importants. Le
premier résultat est énoncé sur le tore S = T = R\27Z. Dans ce cas, on peut définir
aisément une série de Fourier pour tout x € L!(S) [16]. Le n-iéme terme de la série
de Fourier est défini par (Fx)[n] = [ exp(—i-ns)x(s) ds.

Théoreme 2.1 (Décroissance sur les classes régulieres [16] ).
— Si h est k fois différentiable et que h¥~1) est absolument continue, alors

BV
[(Fh)[n]] < @%W' (29)
— Sih € BV(S), alors
(Fi)n)] < T"/n(‘h). (2.10)

Ce théoréme indique que plus un noyau est régulier, plus sa transformée de Fou-
rier décroit. De plus, les estimées ci-dessus sont ajustées, au sens ot il existe des
fonctions qui atteignent les bornes supérieures. Que peut-on dire dans le cas ou1 /1 est
une mesure singuliere? Premiérement, le cas du filtre /1y défini comme une somme
de masses de Dirac est facile a traiter : sa transformée de Fourier est une somme finie
d’exponentielles complexes, qui ne décroit pas a I'infini. On peut le voir sur la figure
3a.

Qu’en est-il des mesures supportées sur des courbes? Cette question est parti-
culierement importante en imagerie, puisque les mesures supportées sur des courbes
décrivent les flous de mouvement.

Théoréme 2.2 (Décroissance sur les mesures [15]). Soit 7 : [0,1] — RR? une courbe
continue. Soit ¢, la mesure définie pour toute fonction f continue par

(0 f) = [ SOV s 1

Si les vecteurs dérivées 7/ (s) et 7"/ (s) sont linéairement indépendants pour tout
s. Alors
max |(Fpuy)(§)] = O(n~"/2). (2.12)
¢ll2=n
Le taux de décroissance indiqué ci-dessus est bien plus lent que ceux
établis pour des fonctions réguliéres. De plus, des inégalités opposées du type
fé‘,HéHz:n |(Fuy) ()| dE > cn™* pour un certain « > 0 et ¢ > 0 sont aussi disponibles
(voir [15, P194]) et indiquent que la tranformée de Fourier d'une mesure supportée
sur une courbe ne peut pas décroitre trop rapidement. Le théoréeme précédent est une
conséquence assez directe du lemme de Van der Corput sur les intégrales oscillantes.
Pour revenir a notre exemple, ces résultats sont capturés dans la figure 3 : on voit
que plus les noyaux sont singuliers, moins leur transformée de Fourier contient de
valeurs proches de 0. En particulier, le premier noyau ne décroit absolument pas a
l'infini. Le second est invariant dans la direction verticale et il décroit lentement dans
la direction orthogonale. Le troisiéme est terrible : la transformée d"une gaussienne
est une gaussienne, et les hautes fréquences sont irrémédiablement perdues.
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2.2 Défloutage vs déconvolution
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(a) Filter hg (b) Filter hq (c) Filter hy

FIGURE 3 — Transformée de Fourier des 3 différents filtres. La vitesse de décroissance
du noyau dépend fortement.

2.1.4 Conclusions

A travers cette expérience, plusieurs points peuvent étre retenus :

— La régularité du filtre de convolution joue un réle crucial sur sa
décroissance dans le domaine de Fourier et sur la difficulté d'un
probleme de déconvolution.

— Ainsi, les filtres de mouvement (vision par ordinateur) sont bien plus
faciles a inverser que les filtres passe-bas de 1'optique conventionnelle
(e.g. microscopie).

— Le fait de travailler sur des espaces de mesures a permis d’utiliser
des outils d’analyse harmonique assez féconds pour comprendre le
phénomene.

2.2 Défloutage vs déconvolution

Il est fréquent de voir apparaitre le terme déconvolution pour un probléeme ot1 on
souhaite rendre une image nette. De mon point de vue, ce terme devrait étre utilisé
avec plus de précautions. En effet, un opérateur de convolution posseéde une PSF
invariante spatialement, alors que la majorité des systemes optiques possedent des
réponses impulsionnelles qui varient dans le champs de vue.

Outside

53X

Inside

2> %

Agarose

&> x

S

(a) Mouvement (b) Diffraction (c) Turbulence

FIGURE 4 - Trois exemples d’images floues. Observer comme dans chaque cas, on
observe que le flou est non stationnaire.

Les figures 4 et 5 montrent de fagon indirecte trois opérateurs de “floutage”
différents. En particulier, la représentation 5 montre 1’application d’un opérateur a
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2 Quelques exemples de problémes inverses linéaires

une grille de masses de Dirac. On peut voir que les réponses impulsionnelles varient
dans le champs de vue. Si on souhaite rendre ces images plus nettes, on ne peut pas
parler de déconvolution et il faut® employer un terme différent tel que défloutage.
En particulier le terme “space varying deconvolution” devrait étre proscrit puisqu’il
contient deux termes antagonistes. On peut par contre utiliser le terme “space va-
rying deblurring”.
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(a) Opérateur 1 (b) Opérateur 2 (c) Opérateur 3

FIGURE 5 — Trois exemples d’opérateurs régularisants. On les affiche ici en les ap-
pliquant a une grille de masses de Dirac. Le premier est stationnaire : la PSF est
invariante spatialement. Le second et le troisieme sont instationnaires, ce ne sont pas
des opérateurs de convolution!

2.3 Super-résolution en microscopie optique/SMLM

Dans 'exemple précédent, nous avons vu qu’introduire le formalisme de la
théorie de la mesure permettait de prédire (ou au moins de formaliser) la difficulté
de taches de déconvolution. Dans certains cas, c’est aussi le cadre naturel dans lequel
les signaux vivent. C’est le cas de la super-résolution par localisation de molécules
uniques, qui est un domaine important de la microscopie optique (prix Nobel 2014).

Dans cette modalité d’imagerie, uniquement quelques molécules sont activées
pour produire une image. Ceci permet de déterminer leur localisation avec une
précision sous-pixellique avec des algorithmes adaptés. On peut utilier des milliers
d’images de ce type (des molécules différentes sont activées a chaque fois) et ac-
cumuler les positions retrouvées. Ceci permet de multiplier les résolutions par des
facteurs de l'ordre de 10. Le principe est illustré sur la figure 6.

Comment modéliser ceci? Si on néglige la taille des molécules fluorescentes *, on
peut poser

P
Yo = Z (XP(SSP’
p=1

3. de mon point de vue et malgré une terminologie différente dans de nombreux articles

4. La majorité des fluorophores (les molécules fluorescentes utilisées pour la localisation) sont
constituées de 20 a 100 atomes, ce qui résulte en une taille de molécules variant entre 2 et 10 nanometres.
Les résolutions d’image maximales atteignables aujourd’hui sont justement de cet ordre de grandeur, et
on peut donc commencer a questionner le modéle du Dirac... Si vous avez des informations a partager,
n’hésitez pas!
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2.3 Super-résolution en microscopie optique/SMLM

A
{; Repeat ~10,000 times ﬁ
c
°
=
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E molecules subset
o Localize
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’
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FIGURE 6 — Le principe de la microscopie par localisation de molécules uniques

(SMLM).
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2 Quelques exemples de problémes inverses linéaires

otts, € RP estla position d’une molécule et a,, > 0 est son intensité de fluorescence.
Ainsi, une image xg € M (RP) est modélisée comme une mesure de Radon.

Un modeéle simple d’acquisition en imagerie est le suivant, on observe M inten-
sités lumineuses y,, en issues de points z,, € RP. Ainsi :

Ym = P ((hxx)(zm))
=P ((x,h(- = zu))),

ol P est une perturbation aléatoire ou déterministe telle que 1’ajout de bruit gaussien
et la quantification. Le probleme inverse qu’on se pose ici est le suivant :

Connaissant y € RM, retrouver les positions s, et intensités wy.

Nous verrons plus tard quelques solutions efficaces pour ce probléeme inverse re-
posant sur 'optimisation sur des espaces de mesures (dans ce cas, la programmation
semi-infinie). La-encore, le formalisme de la théorie de la mesure est fécond.

2.4 L’échantillonnage compressé

Dans de nombreux imageurs, il est tentant de réduire le nombre de mesures ef-

fectuées, pour plusieurs raisons telles que :

— Réduire les temps d’acquisition,

— Réduire les artefacts de mouvements (conséquence du premier effet),

— Réduire les effets déléteres tels que le photobleaching en microscopie, la
toxicité en tomographie par rayons X ou l'inconfort sur des imageurs par
résonance magnétique,

— Réduire les cofits de fabrication (e.g. en réduisant le notibre de capteurs CCD).

Un exemple qui illustre assez parfaitement ces motivations est 1'imagerie par

résonance magnétique (IRM). Dans cette modalité, on peut mesurer les valeurs de
la transformée de Fourier d’une image x € M(S), ot S est un sous-domaine de R?
ou IR%. On dispose ainsi d"un ensemble de mesures y = (Y )1<m<m telles que

Ym = P(Fx)(zm)),

ol (zm)1<m<m est un ensemble de positions dans RP qu’on peut choisir assez libre-
ment°. Pour réduire les temps d’acquisition, on peut se poser le probleme suivant :

Pour une erreur de reconstruction fixée, trouver le nombre de mesures M minimum,
'ensemble des positions z,, et un algorithme de reconstruction qui permettent de retrouver
un signal xo, ou plus généralement d’une classe de signaux X ?

Cette question est le coeur de ce qu’on appelle aujourd’hui I’échantillonnage com-
pressé. Nous donnerons quelques éléments de compréhension de ce domaine, plus
tard dans ce cours, .

2.5 Le cadre de travail général

J'espére avoir montré a travers ces quelques exemples, qu’il est intéressant de tra-
vailler dans un cadre abstrait, pour pouvoir traiter les problémes inverses de maniere
unifiée.

5. Le modéle complet est plus complexe, mais je ne souhaite pas rentrer dans les détails ici.
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2.5 Le cadre de travail général

2.5.1 Les problemes inverses linéaires

Soit (X, || - [|x) et (V, || - |ly) deux espaces vectoriels normés de dimension fi-
nie ou infinie. Si les espaces sont de dimension finie, on posera dans tout le cours
dim(X') = N et dim()) = M. L'objet d’étude central dans un probléme inverse
linéaire est un opérateur linéaire A : X — Y. On notera £L(X',)) 'ensemble des
opérateurs linéaires de X dans ).

Définition 2.1 (Probleme inverse linéaire). Un probleme inverse linéaire consiste a
estimer un vecteur xg € X a partir d'un opérateur linéaire A : X — ) connu et de
mesures y € Y de la forme :

y = Axo. (2.13)

Les mesures effectuées par des appareils numériques subissent des perturbations
déterministes (e.g. quantification par des convertisseurs ADC) ou stochastiques (e.g.
arrivée aléatoire de photons sur les capteurs). Il est essentiel de prendre en compte
cet effet et d’étudier la stabilité des méthodes de résolution a des perturbations.
Ainsi, on consideérera plutdt des modéles de dégradation du type :

y =P(Axo) (2.14)

ou P :Y — Y modélise des détériorations du signal mesuré.
Si on doit retrouver x a partir de y sans connaitre I'opérateur A on parle de
probleme inverse aveugle.

Définition 2.2 (Probleme inverse aveugle). Un probleme inverse aveugle consiste a
retrouver xop € X a partir de y = Axp € )Y sans connaitre ni le signal xp € X ni
I'opérateur A.

Les problemes inverses aveugles sont un domaine de recherche en grande partie
ouvert et nous ne I'évoquerons pas ou seulement trés partiellement dans ce cours.

2.5.2 Difficultés

Trois difficultés principales se posent lorsqu’on étudie un probléme inverse
linéaire. Elles ont été bien identifiées par Jacques Hadamard °.

i) Existence Un systéme linéaire n’admet pas toujours de solution. L’ajout de bruit
notamment peut faire que y ¢ ran(A). Ce probléme n’est pas en général le plus
délicat a traiter. En effet, une solution simple et souvent efficace consiste simplement
a chercher une solution qui minimise le critére suivant :

1
inf = ||Ax — v|2 2.1
inf S Ax —yly, (2.15)

ott || - ||y est une norme sur l'espace ). Lorsqu’on travaille en dimension finie, on
peut montrer que le probléme ci-dessus admet toujours une solution et on a donc
résolu le probleme d’existence. Des précautions/conditions supplémentaires sont
nécessaires en dimension infinie, mais sauf cas pathologiques, tout se passe bien.
Nous ne rentrerons pas dans ces détails dans ce cours.

6. 1865-1963, médaille d’or du CNRS, président de la SME, peére de la femme de Dreyfus et bien
d’autres encore...
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2 Quelques exemples de problémes inverses linéaires

ii) Unicité Un souci souvent bien plus délicat a traiter est celui de l'unicité. Etant
donné y € ), il peut exister plusieurs x € X tels que Ax = y. Cest le cas des
que le noyau de A n’est pas restreint au singleton 0 (ker(A) # {0}). Comment en
sélectionner un? On peut notamment penser ici a I’échantillonnage compressé ot
toute la difficulté est de sélectionner une solution parmi un ensemble énorme.

Une solution fréquente est de sélectionner la pseudo-inverse qu’on peut définir
(dans des espaces de Hilbert) comme la limite suivante :

1 T
limargmmEHAx—yHg,—l— §HXH%1’ (2.16)
€

—0 xeX

Sous des hypothéses raisonnables (e.g. dimension finie), I'ajout du terme ||x||3 as-
sure que la fonctionnelle ci-dessus est fortement convexe et garantit 1'unicité du
minimiseur. Ce choix est fréquemment discutable et on verra des techniques de
sélection de solution plus avancées et efficaces par la suite.

iii) Stabilité Finalement, un probléme fréquent et difficile est celui de la stabilité
au bruit. Etant donné des mesures du type :

y=Axo+0b, (2.17)

ou b € Y est une perturbation, on souhaite qu’un algorithme nous renvoie une es-
timée £ proche de x(, au sens ot :

1% = xolx < Cli]ly, (2.18)

pour une certaine constante C > 0. Cette condition de stabilité garantira en particu-
lier que £ = xp dans le cas sans bruit correspondant a ||b||y = 0.

A retenir

Dans ce cours, nous travaillerons essentiellement sur des problemes inverses
mal posés, c’est-a-dire des problemes pour lesquels un des trois points ci-
dessus ne sont pas vérifiés. En sens, les systémes d’acquisition numériques,
menent toujours a des problemes inverses mal posés puisqu’on observe un si-
gnal continu avec un nombre fini de mesures. En imagerie computationnelle,
il est important de concevoir un systeme pour que la reconstruction soit un
probleme le mieux posé possible.
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3 Opérateurs intégraux

Aujourd’hui, la tres grande majorité des systémes d’acquisition sont numériques.
Dans ce cas, on peut identifier } a RM ou CM, ou M représente un nombre de
mesures. N'importe quel opérateur linéaire A de X dans KM peut s’écrire sous la
forme :

Yo = (AX)[m] = {a, %), @3.1)

ol a, € X* est une forme linéaire sur X'. Pour les gens habitués a travailler en
dimension finie, on peut donc voir 'opérateur A comme une “matrice” (potentielle-
ment infinie suivant une direction) du type” :

ay
A=

am

Donnons tout de suite 2 exemples :

Super-résolution dans ce cas, on a vu précédemment que a,, = h(- — z,,), ol z,, est
une position d’échantillonnage et # un noyau de convolution.

IRM on peut ici poser a,, = exp(—2i(-,z;)) ol z,, est une fréquence a mesurer.

Remarque 3.1. On peut ici faire un lien entre les problemes inverses linéaire et un
probléeme important d’analyse appelé le probleme des moments. En effet, des mesures
du type (3.1) sont appelés moments généralisés de x. Si 1, est un mondme, on évalue
un moment usuel (e.g. moyenne, centre de masse, écart-type). Si ¢, est une expo-
nentielle complexe (cas de 'IRM), on mesure un moment trigonométrique. De nom-
breuses techniques numériques existent pour le probleme des moments et il y a donc
des liens a tisser entre les deux domaines.

3.1 Définitions

La vision d'un opérateur linéaire comme une collection de formes linéaires
(a1,...,apm) est souvent suffisante. Cependant, en imagerie computationnelle, il est
fréquemment fécond de voir un opérateur linéaire comme le produit d"un opérateur
linéaire intégral et d"un opérateur d’échantillonnage. Nous introduisons ces deux objets
ci-dessous.

Définition 3.1 (Opérateur d'échantillonnage). Soit Z = (z1,...,zp) un ensemble un
ensemble de M points de S C RP. L'opérateur d’échantillonnage 11z : C(S) — KM
est défini par

1117 :C(S) — KM
f = (f(z1),--, f(zm))-
7. De mon point de vue il serait probablement préférable d’écrire y = A*x avec A* : X — KM
et A = [ay,...,ap]. Ce choix a plus de sens du point de vue de I'analyse fonctionnelle ot on écrit

souvent les formes linéaires avec le symbole * (voir par exemple 'excellent livre de Ekeland et Temam
[9]). Malheureusement pour moi, ce choix est tres rare dans la littérature et j’ai donc choisi de me
conformer a la masse pour ne pas perdre mes lecteurs.

page 18



3 Opérateurs intégraux

On introduit aussi les opérateurs linéaires intégraux H de facon formelle ci-
dessous.

Définition 3.2 (Opérateur linéaire intégral). Un opérateur linéaire intégral est une
application linéaire d'un espace de fonctions mesurables X sur un domaine S dans
un espace de fonctions ) défini sur un domaine T. Elle est définie par une expression
du type :

(o)1) = [ k(ts)dx(s) = (k(t, ), ), 62)

seS

La fonction (généralisée) k : T x S — K est appelée noyau® de I'opérateur H.

Dans tous les exemples introductifs et bien d’autres encore, on peut écrire
I'opérateur A sous la forme du produit

A=TI, H. (3.3)

On peut se poser la question a quel point il est restrictif pour un opérateur linéaire
de prendre la forme intégrale (3.2). Une réponse a été apportée par Laurent Schwartz
en 1952. Si on autorise le noyau k a vivre dans l'espace de Schwartz, essentielle-
ment tous les opérateurs linéaires (par exemple une dérivée ou un laplacien) peuvent
s’écrire sous cette forme!

Théoreme 3.1 (Théoreme du noyau intégral de Schwartz [14]). Soient S et T deux
ensembles ouverts de RP. Toute distribution tempérée k € S’(T x S) définit une
application linéaire continue H : S(S) — S’(T) telle que

(k,u®v)y = (Hv,u) pourtout uecS(S) et veS(T). (34)

Réciproquement, pour toute application linéaire continue H, il existe une unique
distribution k € S'(T x S) telle que (3.4) soit valide.

Ce théoréme me semble fondamental, car il fait écho au résultat bien connu en
dimension finie, qui assure que toute application linéaire peut étre codée par une ma-
trice. On peut ainsi rapprocher le noyau d'un opérateur intégral a la représentation
matricielle d"une application linéaire.

Par contre, il faut bien noter que 'opérateur II1; est défini uniquement sur les
fonctions continues et il faut donc prendre des précautions pour que le produit I -
H ait un sens.

Donnons quelques exemples d’opérateur intégraux :

IRM, paragraphe 2.1 on échantillonne la transformée de Fourier dont le noyau est
défini pour tout s € RP par

k(t,s) = exp(—i(s, t)) (3.5)

Computerized Tomography on échantillonne la transformée de Radon définie pour
tout t = (t1,£,) € [0, 7] X R par

k(t,) =61, (3.6)

ol 5Lf1 , est la mesure uniforme sur la ligne L;, ;, d’angle t; et de décalage a
l'origine de valeur t,.

8. D’ot1le symbole k qui se réfere a “kernel” en anglais.
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3.2 Effet régularisant

Super-résolution, paragraphe 2.3 on échantillonne un produit de convolution dont
le noyau intégral est défini par

k(t,s) =h(s—t), (3.7)
pour un certain filtre de convolution h.

Définition 3.3 (Réponse impulsionnelle et fonction d’'étalement du point?). La réponse
impulsionnelle d’'un opérateur H de noyau k continu en un point s est la fonction
Hés = k(-,s).

La fonction d’étalement du point (ou PSF pour Point Spread Function) en un point
s € S estla fonction k(- + s, s), i.e. la réponse impulsionnelle recentrée en 0.

En particulier, dans le cas d’un opérateur de convolution par un filtre 1, on a
k(t,s) = h(s —t) et la PSF en un point s est simplement k(- +s,s) = h(-), i.e. elle
ne varie pas en fonction de s. Notons bien qu’il est nécessaire que le noyau k soit
continu pour pouvoir donner un sens au produit Hds.

Proposition 3.1 (Produit d'opérateurs intégraux). Soient H; € L(X,)) et H, €
L(Y, Z) deux opérateurs intégraux de noyaux respectifs k; et ky dans L?(T x S) et
L?(U x T) ot U est un espace mesuré et Z un espace de fonctions mesurables sur U.

Alors l'opérateur H = Hj o Hy est un opérateur intégral linéaire de L(X, Z) et
son noyau intégral k est donné pour tout (u, s) par

k(u,s) = /tETkz(u,t)kl(t,s)ds. (3.8)

Démonstration. Exercice. O]

Remarquez que ce résultat est exactement le pendant continu de la formule du
produit matrice-matrice.

3.2 Effet régularisant

Une propriété importante des opérateurs intégraux est leur aspect régularisant.
Par exemple vous avez dii voir un jour que (sous des hypothéses raisonnables) la
fonction ¢ = f % h posséde (au moins) la régularité de la fonction la plus réguliere
entre f et g. Pour un opérateur intégral plus général, on peut par exemple établir le
résultat suivant.

Proposition 3.2 (Effet régularisant d'un opérateur intégral). Soit H un opérateur
intégral de noyau k € WR>®(T x S) avec R € N, c’est-a-dire que toutes les dérivées
partielles de k jusqu’a l’ordre R sont bornées. Alors pour y € M(S),ona

Hyu € WR>(T). (3.9)

Démonstration. On se place dans le cas ou S et T sont des intervalles (1D) par simpli-
cité. La preuve dans le cas multi-dimensionnelle est identique.

Pour tout t, ona Hu(t) = [,_ok(t,s)du(s) < [[k(t, )|l o(s) Il pm(s)- Donc Hu est
une fonction bornée dans L*(T) et on a montré le théoréme pour R = 0.

9. La majorité des sources que j’ai pu consulter (e.g. Wikipédia) restent assez évasives sur ce
concept, sans définition mathématique précise.
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3 Opérateurs intégraux

Soit (4;) une suite tendant vers 0. Pour tout t € Teti € N, on a

Hu(t+5;) — H K(t+,,5) — k(t,
uit+ 5)i M(t):/sES (t+ S; (55) 4y(s). (3.10)

Comme k € WR®(S x T), elle est en particulier Lipschitz et |k(t + J;,5) — k(t,s)| <
k(t4+0,5)—k(t,s)
3

Ld; pour un certain L > 0. Ainsi les fractions sont uniformément
bornées et on peut appliquer le théoréme de convergence dominée de Lebesgue :

lim Hp(t+6;) — Hp(t) _ /s lim k(t+di,s) —k(t,s) dy(s)

i—00 (51'

€S i—oo d;
_ /Ses dik(t,s) dpu(s) < 01k(t,5) || sy 1l wacs)-

Le théoreme est montré pour R = 1. Par récurrence, on obtient le théoreme pour tout
R. d

Ce résultat est a mettre en regard des théorémes 2.1 sur la décroissance en Fourier
des fonctions de classe CR. On voit ainsi que plus le noayu intégral k est lisse, plus
il va atténuer les hautes fréquences de la mesure x et plus il sera difficile de les
retrouver!

Remarque 3.2. Le théoreme ci-dessus est donné dans un cadre trés restreint et peut
étre tres largement affiné. Par exemple, dans la preuve, on a utilisé uniquement
le fait que k soit dérivable par rapport a la premiere variable. On peut aussi faire
I'hypothese que k est réguliere suivant la deuxiéme variable, ce qui donnerait une
décomposition tensorielle différente. De méme, 'espace WR*(S x T) est régulier
dans le produit des variables (s, ). En réalité, on pourrait considérer des espaces
fonctionnels “mixtes” ol k a une certaine régularité suivant la variable s a t fixé,
et une autre régularité suivant la variable ¢ a s fixé. Nous ne rentrons pas dans ces
détails ici pour .

A retenir

Plus le noyau intégral d'un opérateur H est lisse, plus l'opérateur est
régularisant, et plus il sera difficile de recomposer les hautes fréquences (i.e.
la résolution) du signal x sous-jacent a partir des mesures y = P(IlIzHx)!

Si possible, il faut donc essayer de construire des systémes de mesure avec des
noyaux singuliers (e.g. computerized tomography, flous de mouvement).

3.3 Opérateurs de Hilbert-Schmidt

Nous ne nous sommes pas embarrassés ici de conditions techniques sur les es-
paces fonctionnels X’ et ) et sur le noyau k. Cette question est loin d’étre évidente.
Une solution relativement simple que nous adopterons pour commencer est de tra-
vailler sur des espaces de Hilbert. Nous ferons ici le choix de poser X = L2(T) et
Y = L%(S) ou S et T sont typiquement des sous-ensembles de R” 1 ou TP. On no-
tera (e,) une base hilbertienne de X et (f,;) une base hilbertienne de ). Ainsi tout

10. La dimension D peut ne pas étre identique pour T et S, méme si nous ne rencontrerons pas de
tels opérateurs dans ce cours
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3.3 Opérateurs de Hilbert-Schmidt

x € X peut étre décomposé sous la forme x = Y ;7 ;(x,e,)e, et tout y € Y sous la
forme y = Y oo 1 (Y, fm) fm- Les signaux x et y sont entiérement caractérisés par les
sériees associées (a,) et (Bn).

Définition 3.4 (Norme de Hilbert-Schmidt). La norme de Hilbert-Schmidt d'un
opérateur H : L2(S) — L?(T) est définie par

def
kl12s 2 [l ) :/ / K2(t, s) ds dt. (3.11)
seS JteT

II ne faut pas confondre cette norme avec une autre norme tres populaire :

Définition 3.5 (Norme spectrale). La norme spectrale d'un opérateur intégral H :
L%(S) — L*(T) est définie par

def
IH[3 ., = sup  [Hxlfzq (312)

HXHLZ(S)Sl

Définition 3.6 (Opérateur de Hilbert-Schmidt). Un opérateur de Hilbert-Schmidt H
est un opérateur intégral H : L2(S) — L?(S) !! dont la norme de Hilbert-Schmidt est
bornée ||H||%;5 < +o0.

Nous traiterons ci-dessous le cas plus général d"un opérateur intégral ayant un
domaine d’entrée et de sortie différents H : X — ) et une norme de Hilbert-Schmidt
bornée :

|H| s < +o0. (3.13)

Un tel opérateur n’est donc pas a proprement parler un opérateur de Hilbert-
Schmidt. La derniére condition implique en particulier que la norme spectrale de H
est bornée. En effet, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

2
sup ]|Hx||%2(T): sup /seS [/tETk(t,s)x(s)ds} ds

HxHL2(5)§1 Hx”LZ(S)Sl

2
< sup [ IR iz Iz ] ds = (kI

Hx”LZ(S)Sl

Proposition 3.3 (Opérateur adjoint). Soit H : X — Y un opérateur linéaire tel que
|H|| s < oo. 1l existe une unique application linéaire H* : ) — X telle que

V(x,y) e X xY, (Hx,y) = (x,H"y). (3.14)
Elle elle appelée opérateur adjoint a H et satisfait ||H||2—2 = ||H*||2—2-

Proposition 3.4 (Opérateur adjoint d'un opérateur intégral). Soit H : X — ) un
opérateur linéaire intégral tel que ||H|gs < oco. L'opérateur adjoint H* est un
opérateur intégral dans £(), X') de noyaux k* défini par k*(s, t) = k(t,s).

11. de fagon plus générale un opérateur d'un Hilbert dans lui-méme
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3 Opérateurs intégraux

3.4 Théorie spectrale

La diagonalisation des matrices semi-définies positives et la décomposition en
valeurs singulieres sont probablement parmi les outils les plus utilisés en ingénieurie
(pensez par exemple a I’analyse en composante principales). On peut en une cer-
taine mesure, étendre ces concepts a des opérateurs définis sur des espaces fonc-
tionnels plus riches. La théorie devient cependant rapidement difficile et requiert
des mathématiques avancées. Je me contente donc de donner quelques résultats et
définitions emblématiques ci-dessous.

Définition 3.7 (Spectre d'un opérateur borné). Soit (X, || - || x) un espace de Banach
et H: X — X un opérateur borné (i.e. ||Bx||x < C||x||x pour tout x € X et une
constante C < +o0). Le spectre de H est 'ensemble des valeurs A € C telles que
H — AId n’est pas inversible. On le note o(H).

Malheureusement, la définition ci-dessus est souvent difficile techniquement a
exploiter. Le spectre peut par exemple étre continu (cas d"une convolution sur R) ou
discret (cas d"une convolution sur T).

La situation s’améliore nettement lorsqu’on travaille sur des espaces de Hilbert
avec des opérateurs de Hilbert-Schmidt. On rappelle en effet les deux résultats cen-
traux suivants.

Théoreme 3.2 (Théoreme spectral sur les Hilbert). Soit X un espace de Hilbert
séparable et H : X — X un opérateur de Hilbert-Schmidt auto-adjoint : (Hx, x) =
(x, Hx") pour tout x,x" € X.

Alors il existe une base hilbertienne de vecteurs propres de H, i.e. une famille
orthogonale (e,) telle que He, = Aye,, avec des valeurs propres réelles A, > 0. De
plus, on peut ordonner la série (A,,) de fagon décroissante.

Théoreme 3.3 (Décomposition en valeurs singulieres). Soit X' et ) des espaces de
Hilbert séparables et H : X — ) un opérateur de Hilbert-Schmidt. On note R €
IN U {+0c0} son rang.

Alors il existe une base hilbertienne (e,)1<,<r de X, une base hilbertienne
(fm)1<m<r de Y et une suite (0, )1<n<r décroissante de R*, telle que

— He,, = 0,0,.

— H*v,, = 0,64

— Pourtoutx € XYetye Y:

R R
Hx =Y ow(en,x)fu,  HY=Y_ oulfuY)em (3.15)
n=0

m=0

Exemple 3.1 (Convolution sur T). Soit & € L*(T) un noyau et H : x — hxx. On
peut montrer que H est un opérateur borné de L2(T) dans L?(T) puisque son noyau
intégral k est de norme L? bornée.

Dans ce cas, I'opérateur est diagonalisé par la base de Fourier e, (s) = exp(—isn)
et les valeurs singulieres sont données par les coefficients de la série de Fourier :

ou = (Fh)n].

Les deux théorémes précédents et I'exemple me semblent essentiels a connaitre
pour se forger une intuition sur les opérateurs. Il présentent tout de méme de nom-
breuses faiblesses en pratique :
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3.5 Discrétisation d’opérateurs

— Ces théoremes assurent 'existence de deux bases (e,,) et (), mais en général,
rien ne dit comment les construire. De méme, rien ne dit comment calculer le
spectre (0y,), alors qu’on a vu en introduction qu’il était essentiel pour mieux
comprendre la difficulté de résolution d’un probleme inverse.

— Beaucoup d’opérateurs ne sont pas de Hilbert-Schmidt (ou plus généralement
compacts). Par exemple un opérateur de convolution sur L?(IR) n’est pas un
opérateur de Hilbert-Schmidt et on peut montrer qu’il n’est pas compact.
Ainsi, on a vu en introduction que son spectre pouvait étre continu.

— La convolution doit avoir des conditions de bord symétriques pour étre dia-
gonalisée par la série de Fourier (on a travaillé sur le tore), or ce modele est
en général irréaliste.

Une des théories les plus riches pour étendre les concepts semble étre la notion
de triplets de Gelfand. Elle est par exemple recommandée pour les ingénieurs par
des mathématiciens tels que Hans Feichtinger, mais je n’ai pas réussi a la cerner
suffisamment bien pour la restituer sous une forme compréhensible et semble poser
des soucis a des amis que je juge pourtant forts compétents.

3.5 Discrétisation d’opérateurs

Dans ce paragraphe, nous illustrons plusieurs techniques distinctes de
discrétisation d’un opérateur.

3.5.1 Calcul exact

En général il est impossible de calculer exactement la valeur Hx(t) pour une
fonction x arbitraire. C’est un probleme d’intégration qui est souvent résolu par des
formules de quadratures. Il existe cependant un cas important o1 c’est possible :

— on dispose d'une forme analytique des formes linéaires a,, (ou du noyau k) et

on sait qu’elles sont continues et a support compact.

— le signal x est une mesure discrete de la forme x = 2521 (xpésp.

Dans ce cas, on a simplement :

P
(Ax)[m] = (am, x) = Z:lapam(sp). (3.16)
p=

Ce cadre est utile lorsqu’on cherche des sources ponctuelles, comme en super-
résolution par localisation de molécule unique.
3.5.2 Echantillonnage

Une technique fréquente de discrétisation lorsqu’on dispose du noyau intégral k
consiste a I’échantillonner. Prenons par exemple le cas d'unnoyau k : [0,1] x [0,1] —
R. On peut choisir un entier N € IN et construire une matrice H € KM*N définie
pour tout coefficient (m, n) par

H[m,n| = k(m/M,n/N).

Cette technique est tres fréquente, et peut dans certains cas étre précise (e.g. noyau a
bande limitée et échantillonnage a la fréquence de Shannon). Cependant, elle mene
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3 Opérateurs intégraux

fréquemment a des erreurs de modélisation qui peuvent avoir des conséquences
facheuses.

Elle me permet d’introduire une notion qui est centrale pour le calcul rapide.
Supposons que k soit R fois différentiable. On peut alors choisir un point z € S de
référence et effectuer un développement de Taylor :

R—-1 »r r
k(t,s)~ ) aSkg’z)(s —2z)"  avecdlk = gsk. (3.17)
r=0 .

Ceci revient a décomposer k par un tenseur de rang R :

dtk(t,z)

7!

R-1
5) ~ ;) or(H)Pr(s) avec ¢(t) = et P(s)=(s—2z2)". (3.18)

Apres discrétisation des fonctions i, et ¢,, on peut construire une matrice Hg de
rang R définie par

R
Hr =) ¢,¢] avec [m] =, (m/M),¢:[n] = ¢(n/N). (3.19)
r=1

Cette matrice est une bonne approximation de H et on peut contrdler son erreur
en utilisant des bornes sur le résidu intégral de Taylor. Un produit matrice-vecteur
par H cotite O(R(M + N)) opérations contre O(MN) pour le calcul direct apres
discrétisation.

Sile noyau intégral k est lisse, on peut effectuer obtenir des approximations de
faibles rang de matrices en utilisant des séries de Taylor. Ceci permet parfois
de réduire les cofits de calcul.

3.5.3 Le cadre hilbertien

Un intérét significatif de travailler sur des espaces de Hilbert est de pouvoir
décomposer le noyau de I'opérateur H dans une base orthogonale en produit tenso-
riel. En utilisant ’hypothese (3.13), on peut en effet appliquer le théoreme de Fubini
et écrire :

Hx =Y (HX, fu) fn

m

= Z <Z“nHen/fm>fm
= ZZ“" Hey, fm) fm

:;;an</[/ktsen ]fm()t>fm
=T | [ [ Kl fu) des|
— ;;zxn(k, fn @ en) fins
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3.5 Discrétisation d’opérateurs

ott le produit tensoriel f, ® e, est défini pour tout (,s) par

(fn @ ea)(,5) & fu(t)en(s),

et ol1 le dernier produit scalaire est celui sur I'espace L?(T x S). On voit donc que
sous les hypotheses précédentes, 1’action d’un opérateur H est entierement décrite
par la “matrice infinie” de coefficients

Hyn = (Hey, fm) = (k, fu @ en). (3.20)

Notons en, particulier que 1’égalité de Parseval donne
1H s = Ikl Z2rss) ZZ (3.21)

Cette décomposition élémentaire a de nombreuses conséquences pour 1’analyse
numérique des problémes inverses : i) on peut discrétiser de fagcon naturelle un
opérateur en tronquant les doubles sommes ci-dessus, ii) I’étude des opérateurs sur
des espaces de Hilbert se raméne a I'étude de matrices et iii) pour effectuer des cal-
culs numériques rapides, on peut chercher des bases (e,,) et (fi) telles que 1’essentiel
des coefficients H,, , sont négligeables.

Définissons par exemple un opérateur approché Hyy : X' — ) par

def
Hynx S }: 2 Hunn (X, ) fin, (3.22)

m=1n=

on obtient immédiatement en utilisant 1'identité de Parseval, le controle d’erreur sui-

vant
1Hmn = HlEs = 3. ) H;
m>Mn>N
Une remarque importante est que la troncature de la série peut étre vue comme une
approximation de rang MIN du noyau intégral k. Elle revient effectivement a approcher
k par

Z Z/\mnfm n(s) avec Apy = (k fun ®en).

m=1n=

Notons que l'opérateur Hy; v est codé avec uniquement M - N coefficients et peut
donc étre stocké sur un ordinateur. Dans beaucoup de travaux en imagerie que j’ai
pu voir, la question de la discrétisation d"un opérateur est traitée rapidement : on se
contente d’expériences dans un cadre discret-discret avec des matrices de taille finie.
Je souhaite montrer ci-dessous que cette question est loin d’étre anodine et peut avoir
de grandes conséquences pour réduire les temps de calcul par exemple en utilisant
des bases d’ondelettes orthogonales.

3.5.4 Meéthodes de Galerkin

Une fagon fréquente de discrétiser un opérateur, i.e. de se ramener du cadre
continu a un cadre discret, consiste a approcher les éléments de A’ par des élements
d’un sous-espace vectoriel Xy C X’ défini par

XN = span(ey, ..., eN).
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3 Opérateurs intégraux

Pour tout vecteur x = 2,11\’:1 aqe, € Xy, l'action d’'un opérateur intégral A : X — RN
revient a calculer

M
(Ax) [m] = ; Xy <amz €n>-

Ainsi, si on restreint x a Xy, le produit Ax est entierement déterminé par les coeffi-
cients matriciels

Amn = (am, eq) = ./ses am(s)ey(s)ds.

Ceux-ci peuvent étre évalués par des formules de quadrature par exemple. On peut
ainsi calculer I’action d'un opérateur intégral avec une excellente précision en se
restreignant a des sous-espaces.

De plus, si 'espace X contient des fonction suffisamment réguliéres, on peut
controler I'erreur uniforme

dist(Xn, X) = sup  inf ||x — x|, (3.23)

XEX x| p<1 ¥ EN

avec des taux du type dist(Xy, X') = O(N~") pour un certain # > 0. Je renvoie le
lecteur intéressé a des ouvrages comme [8] pour plus de détails.

3.6 Calcul matriciel rapide

Une fois qu'un opérateur H a été discrétisé en une matrice H, par une technique
ou une autre, se pose la question du calcul rapide. De nombreuses questions peuvent
étre posées :

— Comment calculer un produit matrice-vecteur Hx?

— Comment calculer un produit matrice-vecteur H*y ?

— Comment calculer la solution d’un probleme de type H*Hx = ¢?

— Comment calculer I'inverse ou la pseudo-inverse de H?

— Comment effectuer une décomposition LU de H.

Dans ces notes, nous nous focaliserons sur les deux premiers probléemes. En effet
dans beaucoup d’applications, il est seulement nécessaire de pouvoir calculer tres ef-
ficacement les produits matrice-vecteur par H et H* (e.g. méthodes d’optimisation).
Le troisieme point est souvent crucial aussi. On peut le résoudre avec des techniques
de gradient conjugué linéaire si on sait évaluer les produits par H et H*.

3.6.1 Le calcul naif, ses limites et PyKeops.

Temps de calcul sur CPU  Soit H € KM*N une matrice. Un produit matrice-vecteur
avec H et H* a une complexité en O(MN). Prenons un exemple simple : supposons
qu’on dispose d’une (petite) image de taille N = 1000 x 1000 et que M = N (e.g.
une convolution). Un produit par H cofite 10'? opérations (un tera). Avec un pro-
cesseur a 1Ghz, une seul produit prend donc environ 1000 secondes '?, soit plus de
15’. En général, dans des méthodes itératives, il faut effectuer une centaine de pro-
duits, soit environ 1 journée pour effectuer une seule inversion! Pour peu qu’on se
soit trompé de parametre de régularisation, on imagine bien qu'une telle méthode
est sinon inutilisable, au moins terriblement frustrante.

12. Un microprocesseur réalise typiquement 4FLOP par cycle d’horloge, mais si on travaille en
double précision et qu’on réalise qu’il faut 4MN FLOP pour un produit.
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Soucis de mémoire Un autre souci de taille apparait : si la matrice est codée en
double précision (soit 64 bits = 8 octets par coefficient), il faut stocker 8 - 102 octets,
soit 8To. A moins d’avoir une tres (tres (trés)) grosse mémoire vive, stocker la matrice
est impossible.

Ainsi, jusqu’il y a 5 ans environ, j'aurais vivement sermonné un étudiant qui
aurait eu le culot d’effectuer un calcul naif. Les temps changent et aujourd’hui, je
I'encouragerais a commencer par 1a, avec des outils adaptés.

PyKeops et les GPU Le calcul sur architecture GPU change en effet completement
la donne. Un calculateur GPU grand public (moins de 1kE), permet en effet de
réaliser environ 10'® opérations par seconde (10 Tflops) en puissance de pointe. C’est
monstrueux et ca résoud le probleme des temps de calcul : dans I'exemple précédent,
on passe de 15" par produit a 4 dixiemes de seconde en double précision !

Le souci de la mémoire est cependant critique puisque les meilleurs GPU at-
teignent péniblement 48Go aujourd’hui. Si on dispose d"une formule analytique des
coefficients de H par contre, 3 francais (Benjamin Charlier, Jean Feydy et Joan Alexis
Glaunes) ont récemment proposé un package Pytorch appelé PyKeops [3]. Celui-ci
permet notamment d’effectuer des produits matrice-vecteur de fagon tres efficace. Il
implémente ce qu’on appelle des réductions (sommes de termes et produits-scalaires
notamment) de facon tres efficace.

PyKeops permet notamment de calculer des opérations du type suivant :

K : ]RMXDX]RNXDX]RNXE _>1RM><E
((tm), (sn), (xn)) — (an) avec ay = ZnN:1 k(tm, Sn)xn

ol k est un noyau dont on connait une expression analytique.

Un exemple concret Comme un exemple vaut mieux qu'un long discours, imagi-
nons que 1’on souhaite calculer un produit matrice-vecteur avec une matrice H dont
les termes généraux ont I'expression suivante :

H[m,n] = exp (_Htm—zanz) (3.24)

ot (t,) € T et (s,) € S sont un ensemble de points de RP. Si les points sont sur
une grille cartésienne, H devient une matrice de convolution, mais ici, on peut par
exemple imaginer que les points sont hors grille. Dans ce cas, la matrice ci-dessus ap-
parait tres fréquemment, par exemple dans le cadre des RKHS (Reproducible Kernel
Hilbert Space), pour faire de I'interpolation de données dispersées. Voyons comment
effectuer un produit matrice-vecteur en PyKeops.

Pour cette matrice non structurée 2 - 10° x 10%, le produit matrice-vecteur prend
moins de 2 secondes sur mon GPU!

Quand lalégereté de 1’étre rappelle les scientifiques a la réflexion Heureusement,
le minage des crypto-monnaies a causé une rupture de stocks des calculateurs GPU.
Les temps nécessaires pour vous procurer une carte graphique raisonnable vous per-
mettra donc de réfléchir un peu plus a des techniques qui font appel au raisonne-
ment. Du moins, si vos directeurs de thése n’ont pas eu la mauvaise idée de vous
équiper de machines avec des calculateurs GPU récents!
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10 Gaussian Matrix-Vector products (GPU)
s

—e— Numpy (CPU)
PyTorch (GPU)
—i— KeOps (GPU)

100 ms 5

Memory overflow!

10 ms 4

Time (s)

100 ps 4

10 ps T T T
100 1k 10k 100k M
Number of samples

FIGURE 7 — Temps de calcul VS dimension. Ici on prend M = N. Voir le site PyKeops.

3.6.2 Décomposition d’opérateurs dans des bases d’ondelettes orthogonales

Dans ce paragraphe, je vais présenter des idées proposées par Yves Meyer qui
ont motivé la construction des bases d’ondelettes. La référence que j’ai utilisée avec
P. Escande pour comprendre ces idées au départ est [18]. Dans [4], Albert Cohen
(étudiant de Yves Meyer) reprend ces idées sous une forme peut-étre plus accessible,
avec un intérét particulier pour la résolution d’équations aux dérivées partielles.

Deux mots sur les bases d’ondelettes Je ne souhaite pas rentrer ici en détails dans
la construction des bases d’ondelettes et renvoie le lecteur intéressé aux livres de
références [17] pour une approche plus “ingénieur” et au livre [5] pour une intro-
duction plus “mathématique”.

Une ondelette (mere) sur L%([0,1]) est une fonction ¢ € L?([0,1]) de moyenne
nulle. Une ondelette posséde K moments nuls si

/[ }sklp(s) ds = 0,0 < k < K. (3.25)
0,1
Par exemple, 'ondelette de Haar

1 si0<s<1/2
P(s) =49 -1 sil/2<s<1
0  sinon
posseéde 1 moment nul. De fagon plus générale, Ingrid Daubechies a construit une

famille d’ondelettes a K moments nuls et de support compact de largeur minimale
(I'ondelette de Haar coincide avec celle de Daubechies pour K = 1).
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Ondelette mére Translation

—afpafpafie

Ondelette fille (compressée)
s<1

— el

Ondelette fille (dilatée)

s>1

R A A A

FIGURE 8 — Une ondelette meére et ses versions translatées et dilatées.

Une ondelette peut étre dilatée et translatée, ce qui génére une famille
<1Pj,n) jeENne[0,2 1] définie par

Pin(s) = 272 (D5 —n).

Voir par exemple la figure 8.

Sous certaines conditions techniques, on peut montrer que la famille
(Wjn)m<onepopi—1] complémentée par une famille (¢n),cpp_1) (les ondelettes
pere ou d’échelle) forme une base orthonormée de L2([0,1]). Ainsi toute fonction
x € L?(]0,1]) s’écrit sous la forme

x = ) i)+ Y (X Pu)Pn. (3.26)

j>0,ne0,21—1] nef0,2/—1]

Ces notations sont assez lourdes et on va préférer indicer les ondelettes par un
parametre A = (j,n,t), ou j est I'échelle, n le parametre de translation et t €
{pere, mere}, le type de I'ondelette (i ou ¢). On note aussi Aj I’ensemble des in-
dices A jusqu’a I’échelle J. Ainsi une famille d’ondelettes orthogonales s’écrit sous
la forme (4, A € A) avec A = Aw. Les ondelettes peuvent étre étendue sur [0, 1]P
en utilisant des produits-tensoriels entre ondelettes. En 2D par exemple, on peut
définir une base orthogonale en considérant tous les produits tensoriels de la forme
Pa(s1,82) = P (s1)Par(s2) avec A = (A, A”). Cette définition correspond & ce qu’on
appelle les ondelettes sous forme standard, mais il existe une autre forme plus po-
pulaire appelée non-standard que je ne souhaite pas décrire ici.

Etant donnée une échelle maximale | € IN, on peut ainsi construire un opérateur
d’analyse ¥7 : L*([0,1]P) — RN, o1 Nj est le nombre d’ondelettes jusqu’a l’échelle
J. Cet opérateur associe a un signal x, ses coefficients en ondelettes dans R :

‘F}(X = (<x,l/J/\>,)t S A]).
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L'opérateur de synthése associé est ¥; : RNV — L2([0,1]P) défini pour tout coeffi-
cient « € RN par

\IJ]DC = Z Dc/\ll))\.

UCEA]

Pourquoi des moments nuls? Un oeil non exercé peut trouver la définition
des moments nuls (3.25) étrange a premiere vue. La motivation provient de
développements de Taylor locaux.

Définition 3.8 (Régularité Lipshitzienne). Une fonction f € L?(S) est dit lipschitzienne
d’ordre & > 0 au point sy € S s’il existe une constante Cs, et un polynome de degré
|a] tels que pour touts € S

[f(s) = P(s)| < Csyls —s0|" (3.27)

— La régularité Lipschitzienne de f en sp est le suprémum des a tel que (3.27)
est vérifié.

— une fonction est dite uniformément lipschitzienne d’ordre « si (3.27) est vérifié
pour tout sy € S ou Cs, = C ne dépend pas de s.

Ainsi une fonction discontinue en sy est d’exposant Lipschitz 0. Une fonction
CR sur un compact avec la dérivée R-ieme bornée est d’exposant R. Si f est R fois
continiment dérivable au voisinage de sp, alors on peut prendre pour polyndme

P(s) =R 0 M(S - So)r. De plus, si

r= 7!
Si f estlocalement Lipshitzienne d’ordre k au voisinage de sp, on peut donc écrire

f(s) = P(s) +e€(s) avec le(s) <|s—sp|*] (3.28)

pour s proche de sg. Ainsi, si les ondelettes ont un petit support localisé en sy et
possedent « moments nuls, tous les produits scalaires (f, ¢,) vont étre de faible am-
plitude et pourront étre négligés. Ce phénomene est illustré sur la figure 9.

Ondelettes et calcul numérique On peut alors construire la matrice de taille Nj x
Nj définie par
©=Y;HY]. (3.29)

La formule ci-dessus est identique a celle d"un changement de base pour des ma-
trices, qui est un des standards de premiere année de license/classe préparatoire.
Notez que les coefficients ©, )» de la matrice sont définis par

Op = (Hr, Yu) = (k, Yo @ ). (3.30)

La matrice ® permet de coder I'opérateur H sur un ordinateur de fagon efficace.
Quitte a rester dans le domaine des coefficients d’ondelettes, effectuer un produit
Hx avec un signal x € span(yy,A € Aj) est en effet équivalent a effectuer un pro-
duit matrice-vecteur par la matrice ®. On peut alors s’intéresser aux propriétés de
décroissance de la matrice ©.

On peut alors énoncer le résultat suivant :
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1 {I|‘|

FIGURE 9 - Coefficients d’ondelettes d"une fonction polynomiale par morceaux. (b)
Ondelette de Haar. (c) Ondelette de Daubechies, 2 moments nuls (d) Symmlets
(4 moments nuls). Observer comme le nombre de coefficients nuls décroit avec le
nombre de moments nuls du filtre.
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Théoreme 3.4 (Complexité de calcul). Si le noyau intégral k appartient a
W*>*([0,1]P x [0,1]P) avec « € IN et si 'ondelette mere possede plus de [a]
moments nuls, on peut construire une matrice © a partir de © telle que

|© = O22 <1y

qui contient
O(Njlogz(Nj)y~P/*)

coefficients non nuls.

Autrement dit, n'importe quel produit avec un opérateur intégral (stationaire
ou instationaire) dont le noyau est suffisamment régulier peut étre calculé avec une
précision en O(Nlog3(N))! Pour des applications en imagerie (défloutage en par-
ticulier), je renvoie le lecteur intéressé aux articles [10, 12]. Nous avons notamment
montré que des problemes de défloutage pouvaient étre accélérés de fagcon massive
lorsqu’ils étaient appliqués dans le domaine des ondelettes.

Illustration Pour illustrer le résultat précédent, on peut considérer 'opérateur H :
L*(T) — L?(T) '* dont le noyau k est défini par

def

K(t,s) % (s—1)°

_ 1 <_
o(s)v2r P\ 20(s)?

Les réponses impulsionnelles de H dans ce cas sont simplement des gaussiennes
dont l’écart-type varie linéairement sur l'intervalle [0,1]. Apres discrétisation, on
peut afficher cet opérateur comme une matrice et effectuer la décomposition pro-
posée précédemment. Les résultats sont illustrés sur la figure 10.

> avec 0o(s) Lyt 10y. (3.31)

3.6.3 Matrices H (hiérarchiques) et méthodes multi-polaires

La décomposition précédente fait partie d’'une famille plus générale de tech-
niques multi-résolution pour coder efficacement des opérateurs intégraux. Une idée
commune a toutes ces techniques est de décomposer une grande matrice en nom-
breuses sous-matrices et de remplacer 1'action de chaque sous-matrice par celle
d’une matrice de rang faible, obtenue par exemple avec un développement de taylor
du noyau. L'image 11 illustre une décomposition typique pour la discrétisation d"un
opérateur intégral de L?([0,1]) dans L?([0, 1]).

Je renvoie par exemple le lecteur intéressé au livre [13]. Bien qu’elles soient relati-
vement peu connues ou utilisées dans le domaine signal/image, ces techniques sont
loin d’étre anecdotiques. Elles sont d’ailleurs considérées (de la méme fagon que la
FFT) comme "'un des 10 algorithmes les plus importants du XXéme siécle.

13. un lecteur attentif remarquera une discontinuité du noyau k en 0 et 1, comme on travaille sur le
tore
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(a) Noyau k (b) Echelle lo
Yy &
—
% N ™
b
(c) Matrice ® (d) Echelle log

FIGURE 10 - Illustration d"une décomposition d’opérateur en ondelettes. Observer a
quel point le nombre de grands coefficients de © est faible par rapport a celui de H.

FIGURE 11 — Illustration d"une décomposition matricielle en sous-matrices. Tiré du
livre [13].
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A retenir

Aujourd’hui, on sait calculer des produits matrice-vecteur avec H et H*, avec
une bonne précision et une complexité numérique de l'ordre de O((M +
N)polylog(M + N)), pour une tres large collection de matrices structurées
H apparaissant dans les probléemes inverses.

Ces techniques me semblent encore trop peu populaires et je recommande
vivement aux lecteurs ayant des problemes inverses spécifiques de regarder
cette littérature de pres : il y a beaucoup a y gagner en termes de temps de cal-
cul (et pour la recherche francaise, en termes de théorie de I’approximation).

3.6.4 Opérateurs de convolution et FFT.

Les matrices de convolution ont des propriétés structurelles qui permettent
d’accélerer fortement la complexité numérique face a une implémentation naive.
Nous travaillons ici sur des signaux 1D, bien que les résultats s’étendent aisément
en D dimension.

Soit x € CN un vecteur et h € C” un filtre discret.

Définition 3.9 (Convolution discrete). La convolution discrete entre x et h est un vec-
teur y défini pour tout m € IN par

y[m] = Zﬂ;\lx[m —n]h[n], (3.32)

ot1 la définition de h et x en dehors des intervalles [0, P — 1] et [0, N — 1] peut varier.
Des choix populaires sont :

— Conditions de bord périodiques : x[n] = x[n mod P].

— Conditions de bord nulles : x[n] = 0,1 ¢ [0, N —1].

— Conditions de bord libres : on étend le domaine de x d’un facteur [P/2] a
droite et a gauche et on laisse un algorithme (un régulariseur) combler 1'in-
formation manquante. On ne garde que l'information pertinente sur m &<
[0,N —1].

Dans mon expérience, la derniére solution est tres largement préférable pour des
applications en défloutage par exemple. En effet, les autres choix sont simples, mais
engendrent des erreurs de modélisation qui peuvent avoir des répercussions ter-
ribles sur la qualité de reconstruction.

Produit naif La complexité numérique d'un produit de convolution discret sur
[0, M — 1] est O(MP) (chaque coefficient y[m] requiert P additions et multiplica-
tions). Dans les applications, M est typiquement égal ou proportionnel a N, et on
obtient donc une complexité en O(NP). Cette complexité est linéaire en N et tout &
fait acceptable pour P petit. C’est d’ailleurs ce qui est fait par défaut dans des librai-
ries telles que TensorFlow, Keras ou PyTorch et donc dans les réseaux de neurones
convolutionnels usuels.

Lorsque la taille du filtre h est de I'ordre de N par contre (les filtres de 'optique
ne sont pas a support borné), une complexité en O(N?) est inacceptable si les calculs
se font sur CPU et peut étre nettement réduite si les calculs se font sur GPU.
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Convolutions et FFT Soit F € CN*N la matrice de la transformée de Fourier
discrete définie pour tout (m,n) € [0, N — 1] par

F[m,n| = exp(—2itmn/N). (3.33)

La transformée inverse est donnée par
Fl=_F. (3.34)

On rappelle quun produit matrice-vecteur avec F et F* peut étre effectué
O(Nlog(N)) en utilisant la FFT (Fast Fourier Transform) qui dispose d’excellentes
implémentations en CPU (e.g. FFTW) et en GPU sous le langage CUDA.

Un résultat central pour le calcul des convolutions est le suivant :

Théoréme 3.5 (Diagonalisation des convolutions discrete). Soith € CN et H € CN*N
une matrice de convolution discrete par h avec des conditions de bord périodiques. Alors

H=F'ZF avec I = diag(Fh). (3.35)

Ce théoréme est 1'équivalent discret de la formule F(x xy) = F(x) © F(y). Il
indique que la transformée de Fourier diagonalise les opérateurs de convolution dis-
crets. Sa conséquence en analyse numérique est la suivante : le cotit d'une convolu-
tion par un filtre h de taille inférieure a N peut étre réalisé en O(N log(N)) opérations
en utilisant la FFT.

Un résultat moins connu permet d’effectuer des convolutions plus efficacement
lorsque le filtre h a une taille P < N. Dans ce cas, on peut appliquer des algo-
rithmes appelés overlap-add ou overlap-save [19] qui permettent d’effectuer le pro-
duit de convolution en O(N log(P)) opérations! Ces algorithmes ont une complexité
théorique toujours meilleure que les algorithmes naifs O(NP), tandis que la tech-
nique standard donnée par I'équation (3.35) n’est compétitive face aux algorithmes
naifs que si log(N) < P. L'idée est de décomposer le domaine en petits intervalles
disjoints et d’effectuer des convolutions circulaires pour chaque sous-domaine. Je
passe les détails sous silence ici. Ces mémes techniques permettent aussi de gérer
des conditions de bord arbitraires.

Toutes ces remarques peuvent étre résumées comme suit.

Proposition 3.5 (Colit d'une convolution discrete ). Une convolution discrete entre un
filtre u € CN supporté sur un intervalle de taille N* et un signal v € CN supporté sur
un intervalle de taille N” peut étre effectué en O(N? log(N")) opérations (en utilisant
la transformée de Fourier rapide et une décomposition de domaine).

3.6.5 Convolution-produit (francais) ou Product-convolution (anglais).

Commengons par une remarque sur les différences linguistiques entre le frangais
et ’anglais. Si un opérateur H se décompose comme le produit H = Hj; o Hj, on
va dire en frangais “l'opérateur HyH;”, tandis qu’en anglais, on dira “the operator
H;H>”. Lalogique est la suivante : en anglais on décrit les opérateurs dans 1’ordre ot
ils sont appliqués, tandis qu’en frangais, on les décrit dans 1’ordre ot ils sont écrits.

On commence par définir la structure de convolution-produit ci-dessous. Pour
simplifier la discussion, on se place sur l’espace discret X = RN avec des conditions
circulaires, mais on peut facilement étendre la discussion sur des espaces sur lequels
le produit de convolution et la multiplication entre fonctions est bien définie.

page 36



3 Opérateurs intégraux

Définition 3.10 (Opérateur de convolution-produit). Soit (up)1<p<p et (vp)1<p<p deux
familles de vecteurs de RN. L'opérateur Hp : RN — RN est un opérateur de
convolution-produit d’ordre P s’il possede la structure :

P
Hpx = Z Uy *Vp - X, (3.36)
p=1
ot © est la multiplication terme a terme. Par la suite, les vecteurs v, seront nommés
multiplicateurs et les vecteurs u,, filtres.

Une propriété numérique intéressante des opérateurs de convolution-produit est
la suivante :

Proposition 3.6 (Colit numérique d'un opérateur convolution-produit). Supposons
que u, soit supporté sur un intervalle de taille N, et que v, soit supporté sur
un intervalle de taille N;. Alors, une multiplication par H peut étre effectuée en

@) ((25:1 Ny log(N;‘))) opérations et celle par H* en O (( 5:1 N, log(N;,’))>.
Démonstration. La multplication par Hp est une conséquence directe du paragraphe
précédent. Pour H}, il suffit de se rendre compte que

P
Hpx = Z Vp kX  oluy, = Fup (3.37)
p=1

est le filtre up symétrisé. O

Pour fixer un peu les idées, nous montrons un exemple pratique de
décomposition en convolution-produit sur la figure 12.

(@) uy (b) up (c) v1

(d) v2 (e) HpIgpipe

FIGURE 12 — Un exemple de décomposition en produit-convolution.

Pour comprendre l'intérét de la structure précédente, il me semble important de
comprendre son lien avec la notion de réponse impulsionnelle variable.
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Définition 3.11 (RIV - réponse impulsionnelle variable). Soit k € L?(RP x RP) un
noyau intégral . On appelle réponse impulsionnelle variable qu’on abrégera en RIV la
fonction définie pour tout (s, t) par

r(t,s) = k(s +t,s). (3.38)

Pour illustrer la différence entre RIV et noyau intégral, on peut définir le noyau
suivant sur [0,1] x [0,1] :

2
k(t,s) def exp <— (Zsa(st))z ) avec 0(s) 270.01 4 0.02 cos(mt|t —0.5]).  (3.39)

Le noyau (3.31) et la RIV correspondante sont affichées sur la figure 13. Une pro-
priété essentielle qui est bien visible sur cet exemple est que la RIV semble de
rang numérique plus faible que le noyau intégral. Cette propriété peut étre vérifiée
numériquement. Apres discrétisation, on peut évaluer les valeurs singulieres (le
spectre) associé a k et r. Celui-ci est affiché en bas a droite sur la figure 13. On voit
ici que le spectre de r décroit beaucoup plus rapidement que celui de k. En réalité,
d’un point de vue numérique, le spectre de r s’annule au 8éme coefficient, bien que
'opérateur varie spatialement!

Que est le rapport entre les opérateurs de convolution-produit et la réponse im-
pulsionnelle variable ? Il est capturé par le résultat suivant :

Proposition 3.7 (RIV, convolution-produit et rang faible). La RIV de l'opérateur H :
L*(RP) — L2(RP) défini pour tout x € L?(RP)

P
Hx = Z Up*xVp O X (3.40)
p=1

est donnée par le tenseur de rang P

P

r(t,s) =Y up(t)op(s). (3.41)

p=1

Ainsi, on voit qu'un opérateur de produit-convolution permet d’approcher effi-
cacement les opérateurs dont la RIV est décomposable par un tenseur de rang faible,
ou un tenseur de rang faible multi-échelle. On a vu dans les chapitres précédents
le principe des matrices hiérarchiques et des décompositions en ondelettes. Toutes
ces idées peuvent étre reprises ici a la différence qu’on les applique a la RIV plutot
qu’au noyau intégral. La figure 14 illustre la différence entre les deux approches. On
voit qu'une décomposition multi-échelle de la RIV semble plus adaptée a la structure
“diagonale” des opérateurs qui sont essentiellement supportés sur une bande.

Les idées données ici sont appliquées de maniere fréquente en imagerie optique
sous des formes plus ou moins élémentaires.

14.
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AN

(a) Noyau k (b) RIV ¥
1 S R B p— | | |
\ = =Noyau
0.8 | W i u 1os8]| —RIV |
\
\
0.6 0.6 \
\
0.4} 0.4 RN
~
N
0.2 ¢ 102 S o ]
VAVAVAVAVAV \ e
0 U 0 —
0 0.5 1 20 40 60 80 100
(c) Réponses impulsionnelles (d) Spectres de k et r

FIGURE 13 - En haut : Noyau intégral et sa RIV donnés par 1'équation (3.39). En
bas : quelques réponses impulsionnelles et spectres de k et r. Observer la vitesse de
décroissance trés rapide du spectre de r.

(a) H-matrice/ondelette (b) Produit-convolution

FIGURE 14 - Illustration d'une décomposition de domaine pour le noyau (a
gauche) ou la SVIR (a droite) pour des méthodes multi-niveau. Observer que la
décomposition de domaine appliquée a la SVIR donne ici des sous-matrices de rang
plus faible et doit donc permettre de mieux compresser l'information, pour un cofit
similaire.
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Décompositions constantes par morceaux En optique, la fagon la plus tradition-
nelle de décomposer un opérateur de flou variable spatialement, consiste a par-

titionner le domaine S = [0,1] x [0,1] en sous-domaines S = LIS;; avec S;; =
[(i—1)/Li/I[x[(j —1)/],j/]]. En choisissant p = (i,j), on peut définir u, et v,
par
i—05 j—-05
up(s) =r <( 7 ,]]> ,s> etvy(s) = 1s, . (3.42)

Ceci revient a définir un opérateur dont la PSF est constante sur chaque domaine S; ;
et égale a la PSF au milieu de S; ;. J'ai vu cette technique utilisée de fagon massive
dans les articles de recherche, bien qu’elle ne me semble que peu recommandable! En
effet, des effets de bords inévitables apparaissent, ce qui change fortement le spectre
de I'opérateur et peut résulter en des résultats de reconstruction bien mauvais.

Décomposition en valeur singuliéres Une autre possibilité qui pourrait sembler
optimale consiste a construire la RIV discréete R € RV*N de H € RN*N puis a I'ap-
procher par une matrice de rang P en calculant la SVD de R :

P
Rp ~ Z up @ vy (3.43)
p=1

Cette technique est optimale au sens ou pour un entier P donné, il n’existe pas de
meilleure approximation de rang faible au sens de Hilbert-Schmidt. Elle posséde
deux défauts :
— Calculer les P premiers vecteurs singuliers de R peut s’avérer tres difficile
lorsque N vaut quelques millions.
— La complexité numérique n’est en général pas optimale pour une erreur d’ap-
proximation donnée, car les filtres u et v n’ont pas en général un support de
faible taille qui permettrait d’appliquer la proposition 3.5.

Décomposition en valeur singuliere des PSF La matrice R = [ry,...ry] contient
les PSFs a toutes les positions dans 1’espace.

Il est fréquent en imagerie que ces PSF soient exprimables dans une base
commune de faible dimension (typiquement 3-10, penser par exemple a la
décomposition en polynémes de Zernike dans le plan pupille). Ceci permet d’écrire
que toute PSF r), se décompose sous la forme

p
r, ~ Z (ty, up)up,
p=1

ott la famille (u,) est orthogonale. En posant Up = [uy,..., up] € RN*F et Vp =
R*Up = [vy,...,Vp] € RN*P on obtient une décomposition naturelle de I'opérateur
sous forme d"un tenseur de rang P : R ~ UpV7}.

Cette idée présente de nombreux avantages : elle permet notamment d’esti-
mer des opérateurs [2] ou des familles d’opérateurs [6] a partir de I'observation de
réponses impulsionnelles dispersées. Elle correspond a la décomposition de la figure
12, a une orthogonalisation de Gram-Schmidt pres des familles (u) et (v).
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Ondelettes et décompositions multi-échelles Finalement, les techniques les plus
efficaces si le seul objectif est d’effectuer des produits rapides avec H et H* sont
celles qui reposent sur des décompositions multi-échelle de la RIV (H-matrices ou
ondelettes). Je ne détaille pas plus cette idée ici.

Pour plus de détails sur ces différentes approches, je recommande la lecture des
deux articles qui - a ma connaissance - contiennent les idées les plus avancées sur ce
domaine [7] (approche plus ingénieur) et [11] (approche plus mathématique).
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4 Régularisation convexe et garanties théoriques

4.1
4.2
4.3
4.4

Régularisation linéaire (Tikhonov) et ses limites
Théoremes de représentation et points extrémaux.
Optimisation sur des espaces de mesures

Quelques notions d’échantillonnage compressé.

4.4.1 Cone de descente et valeurs propres coniques minimales.

4.4.2 Largeur gaussienne et dimension statistique.

4.4.3 le cas général
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5 Rappels d’algebre linéaire

Nous précisons d’abord quelques notations.

— L’espace des matrices a m lignes et n colonnes est noté indifféremment K" *"
ou My, »,(K) avec K = R ou C. Pour les matrices carrées de taille 1, on notera
indifféremment : K"*" ou M, ,(K) ou M, (K).

— Lorsqu’une matrice A possede n colonnes notées a;, il est usuel d’écrire A =
(a1,az,...,an) ou A = [a1,ay, ..., a,]. Suivant les disciplines, les crochets ou les
parentheses sont préférées. Dans les ouvrages de mathématiques, il semble
que les parentheéses soient le symbole le plus souvent utilisé.

— Une matrice diagonale est une matrice carrée dont tous les éléments en dehors
de la diagonale sont nuls. Lorsqu’on effectue une SVD d’une matrice rectan-
gulaire, c’est donc un abus de langage que de dire “X est diagonale”.

— On note la transposée d"une matrice sous la forme AT.

— La matrice identité de dimension n sera notée I,,. Quelques-fois on se conten-
tera de la notation I et on déduira sa dimension en fonction du contexte.

5.1 Image et noyau d’une matrice

Définition 5.1. L'image d"une matrice A € K"*" est définie par :

n
Im(A) ={Ax,x e K"} = { Xidj, X € ]K”}
-1

1

Définition 5.2. Le rang d’une matrice est la dimension de son image. C’est donc le
maximum du nombre de vecteurs colonnes indépendants.

Définition 5.3. Le noyau de A est le sous-espace vectoriel défini par :
Ker(A) = {x € K", Ax = 0}.

Théoréme 5.1 (Théoreme du rang). Si A : E — F est une application linéaire entre
deux espaces vectoriels, le théoreme du rang s’énonce ainsi :

rang(A) + dim(Ker(A)) = dim(E).

5.2 Déterminant

On renvoie aux cours des années 1 et 2 pour les définitions et la construction du
déterminant comme une forme multi-linéaire alternée.

On rappelle simplement les propriétés suivantes :

— det : K"™" — K.

— det(AB) = det(A)det(B).

— det(AT) = det(A).

— Ainversible < det(A) # 0. Dans ce cas det(A~1) = 1/det(A)
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5.3 Valeurs propres et vecteurs propres

Définition 5.4. On appelle valeur propre d'une matrice A € K"*" toute racine A du
polyndme caractéristique :

P4(A) = det(A — AL) = 0.

Définition 5.5. L'ensemble des valeurs propres de A est appelé spectre de A. 1l est
noté spec(A).

Définition 5.6. On appelle vecteur propre associé a la valeur propre A tout vecteur
non nul qui satisfait :
Ax = Ax.

Définition 5.7. Une matrice A € K"*" est dite diagonalisable si elle est semblable a
une matrice diagonale. C’est-a-dire s’il existe une matrice D € K"*" diagonale et
une matrice P € K"*" inversible telles que :

A= PDP L

Dans ce cas, en écrivant D = diag(A;), les valeurs A; représentent les valeurs propres
de A. On peut choisir de prendre P = (p1, p2, ..., Pn) ol les colonnes p; € K" sont
indépendantes et ol1 p; est un vecteur propre associé a A;.

5.4 Produit hermitien et produit scalaire
Soit E un espace vectoriel.

Définition 5.8. Une application f : E x E — R une définit un produit scalaire si elle
est:
— Semi-linéaire par rapport a la premiere variable. Ceci signifie que pour a € C,
et (x,y,z) € EXEXE,

flax+y,z) = af(x,2) + f(y,2).

— Linéaire par rapport a la seconde variable. Ceci signifie que pour a € C, et
(x,y,z) € EXEXE,

fzax +y) = af(z,x) + f(z,y)-
— Symétrique :
floy) = fly,x).
— Définie positive :
f(x,x) >0, Vx #0.
Exemple 5.1. Le produit scalaire usuel (ou canonique) sur IR" est défini par :

n
(ry) =Y xyi=x'y=y'x
i=1
Dans le cas ot I'on travaille dans C plutdt que IR, on utilise un produit scalaire
hermitien.
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Définition 5.9. Soit f : E x E — C une application. f est dite hermitienne si elle est :
— Semi-linéaire par rapport a la premiere variable. Ceci signifie que poura € C,
et (x,y,z) € EXEXE,

flax +y,z) = af(x,2) + f(y,2).
— Linéaire par rapport a la seconde variable. Ceci signifie que pour a € C, et
(x,y,z) € EXEXE,
fzax+y) = af(z,x) + f(z,y).
— A symétrie hermitienne : .
floy) = fly, ).

— Définie positive :
f(x,x) >0, Vx #0.

Une telle fonction définit un produit scalaire hermitien (souvent appelé produit
scalaire) et noté d’une des fagons suivantes :

floy) = (xy) = (x[y).
Exemple 5.2. Le produit scalaire hermitien usuel (ou canonique) sur C" est défini
par:
n
(xy) =) Tyi=xy
i=1
ou
n
(xy) =) xifi=9'x
i=1
La notion de produit scalaire (réel dans R et hermitien dans C) permet de définir
’adjoint d’un opérateur linéaire.

Définition 5.10. Soit A : E — F un opérateur linéaire entre deux espaces de Hilbert
munis de produits scalaires notés (-,-)gxg et (-, -)rxr. L'adjoint de A noté A* est
défini comme l'unique opérateur lindire (il existe toujours dans des Hilbert) tel que :

(Ax,y)rxr = (x, A"Y)Exe, VY(x,y) € E X F.

Exemple 5.3. Les exemples suivants sont fondamentaux :
— Si A € My(R), son adjoint par rapport au produit scalaire usuel est A* =
AT,
— Si A € My,,(C), son adjoint par rapport au produit scalaire hermitien usuel
est A* = AT, la transposée de la conjuguée de A.

5.5 Isométries, matrices unitaires, matrices orthonormales et orthogo-
nales
Les termes ci-dessus sont tres semblables. Nous donnons leur définition précise.

Définition 5.11. Une isométrie f : E — F out E et F sont deux espaces métriques
munis de normes || - ||g et || - ||, est une transformation qui conserve les distances :

1f(x) = fW)lle = llx =ylle, ¥(x,y) € EXE.
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Définition 5.12. Une matrice orthogonale A est une matrice carrée réelle, dont les
colonnes sont orthogonales deux a deux et de norme euclidienne égale a un. Ceci
permet d’obtenir immédiatement les propriétés suivantes :

— ATA=AAT=1.

— A l=AT

— (Ax, Ay) = (x,y), V(x,y) € R" x R" et pour le produit scalaire usuel sur R".

Une telle matrice est aussi appelée souvent matrice orthonormale, car ses colonnes
et lignes sont normées.

Définition 5.13. Une matrice unitaire A est une matrice carrée a coefficients com-
plexes, dont les colonnes sont orthogonales deux a deux et de norme euclidienne
égale a un. Ceci permet d’obtenir immédiatement les propriétés suivantes :
— A*A = AA* =], ot A est la transposée de la conjuguée complexe de A.
— Al= A%
— (Ax, Ay) = (x,y), Y(x,y) € R" x R" et pour le produit scalaire hermitien
usuel sur C".

Remarque 5.1. Les matrices unitaires et orthogonales définissent toutes deux des
applications linéaires qui conservent les distances. On les appelle donc quelques fois
des isométries.

5.6 Normes matricielles

Il existe de trés nombreuses normes matricielles. Bien que toutes soient
équivalentes (car les matrices sont des objets de dimension finie), 1'une ou l'autre
définition doit étre préférée suivant le probleme & modéliser. Nous définissons les
principales normes ci-dessous.

Définition 5.14. Soient E et F deux espaces vectoriels normés de normes || - ||¢ et
|- llr et A: E — F une application linéaire. On appelle norme induite de A et on
note ||| Al|| ou ||A|| ou ||Al|g,F la quantité suivante :

[A]l = max | Ax]|.

[lx][e<1

Cette définition permet de créer des normes a l’envi sur les espaces de matrices.
Nous rappelons uniquement la plus courante ci-dessous :

Définition 5.15. Soit x € IKK". Il est usuel de noter :

n
llx|l1 = Z |x;| Norme It
i=1

n
Ixll = /3 [xil? Norme 1
i=1

||x]]ee = max |x;| Norme I
1<i<n

Définition 5.16. La norme spectrale d'une matrice A € M, ,,(K) est la norme induite
par les normes canoniques sur K" et IK™. Elle est définie par :

[Allz = sup [[Ax|2.

[[x][2<1
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Remarque 5.2. On a vu en cours que cette norme correspond a la plus grande valeur
singuliere de A. Il faut savoir de redémontrer.

Remarque 5.3. Cette norme est liée aux valeurs propres de A*A. Onnote p(A*A) la
plus grande valeur propre de A*A. Alors :

[All2 = y/p(A*A).
Définition 5.17. Soient A et B deux matrices de M, ,,(K). On peut définir :

(A, B)p = trace(B*A) Zbl]”w

Cette application définit un produit scalaire sur M,, ,(K). La norme associée a ce
produit scalaire s’appelle norme de Frobenius :

|A||% = trace(A*A) Z|az]|

Proposition 5.1. Soit A € M,,,, et B € M, ,. La norme de Frobenius possede les
propriétés suivantes :

— Elle est multiplicative : || AB||r < ||A||r||B||E-

— Elle est équivalente a la norme spectrale :

[All2 < |Alle < V|l All2

— [ AB[lr < [[All2|B] F-
— Elle est invariante par transformation unitaire. Si U et V sont deux matrices
unitaires alors |[UAV || = || A]|F.

5.7 Valeurs singulieres et valeurs propres
Rappelons d’abord le résultat de décomposition en valeurs singulieres.

Théoréme 5.2. Pour toute matrice A € M,, ,(K) de rang r, il existe :
— Une matrice unitaire U € M, (K).
— Une matrice unitaire V € M,,(K).

— Une matrice diagonale ¥ € M,,,(R) qui s’écrit < lg 8 ) avec D =

diag(oy, 02, ..., 0y).
telles que :
A =VXU".

Les valeurs o1 > 02 > ... > 0, > 0 sont appelées valeurs singulieres de A.
Remarque 5.4. On peut écrire A = VEU* ou A = UXV* (le nom des matrices uni-

taires n’a pas d’importance). Par contre, il est préférable d’écrire la matrice unitaire
a droite sous forme adjointe.

La décomposition en valeurs singuliéres est trés générale, dans le sens ou elle
s’applique a toute matrice rectangulaire m x n. La décomposition en valeurs propres,
en revanche, ne fonctionne que pour certaines matrices carrées. Néanmoins, quand
elles sont toutes les deux définies, elles sont liées.

page 47



Références

Remarque 5.5. Soit M une matrice qui admet la décomposition M = UXV*. Ainsi
M*M = V|Z|?V* et MM* = U|Z|2U*.
Les matrices M* M et MM* sont toutes deux semi-définies positives et admettent
donc une décomposition en valeurs propres sous la forme M*M = FSF* ou F est
unitaire et S diagonale, constituée des valeurs propres de M*M. on voit ainsi que :
— Les valeurs singulieres de M sont les racines des valeurs propres de M*M!
Cette remarque permet aussi de calculer les valeurs propres.

— De méme les valeurs propres de M*M sont les carrés des valeurs singulieres
de M.

— En outre, les colonnes de U (vecteurs singuliers a gauche) sont vecteurs
propres pour MM?*, et les colonnes de V' (vecteurs singuliers a droite) sont
vecteurs propres de M* M.
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